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OBSERVACAO

La cultura isolée de l'algebre sus
cite, entre la methode et la doetrine
une séparation aussivicieuse que celle
qui fut consacrée par le regime mela-
physique.

A, Comre,

Iista obra é destinada a proporcionar dquelles que
iniciao o estudo da mathematica nocoes exactas sobre
este dominio, em geral insufficientemente apreciado
pelos compendios especiaes. :

Ella comprehende duas partes: uma geral commum
a todos 0s ramos da mathematica, outra especial,
na qual fica o caleulo das funccoes directas limitado
a0 necessario para o estudo dos ramos coheretos, que
constitue sua destinacao normal,

As obras de Comte, Laffite, Lagrange, Cauchy,
Bertrand e Lacroix, foram as que mais nos forneceram
materiaes, e 8¢ nem sempre as mencionamos na expo-
$i¢d0 ¢ para nao accumular citagdes.

Se 0 nosso trabalho traz alguma vantagem sen-
sivel ao problema do ensino, o dirao aquelles que
diariamente se achao em lucta com as difficuldades
provenientes da falta de‘methodo que em geral apre-
sentao os compendios actualmente aceitos.






THEORIA ELEMENTAR DA ABSTRACCAO

Antes de encetar o estudo da mathematica convem
mostrar 0 modo por que o espirito humano chega a
obter os elementos de que ella dispde e a elaborar as
relacdes que a constituem. Esta marcha tem a vanta-
gem de deixar bem clara a ligacdo intima, a subor-
dinagdo necessaria de nossas concepgoes para com a
realidade objectiva d'onde ellas emanam; previne as
divagacoes abstractas, e apresenta um meio valioso
de poder-se esclarecer certos factos cuja interpretagio
no dominio abstracto tem se prestado ds argumen-
tagoes subtis da decahida metaphysica.

Observar o mundo, colher as nogdes necessarias,
elaborar as relacoes que as ligam tal é em resumo
o trabalho que realisa nosso cerebro pdfa constituir
uma theoria.

Ha portanto em toda constituicao scientifica dois
factos distinctos.— 1°, a idéa ou nogio de cada
elemento separadamente considerado; 27, 0 modo de
relacao que deve ligar esses elementos para constituir
um typo que explique com a necessaria aproximacao
o facto observado.
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Os processos Por que o cerebro chega a obter esses
elementos, e os que emprega para elaborar as relagoes
correspondentes constituem de um modo geral a
theoria da abstraccdo cuja apreciacdo elementar nés
passamos a expdr.

Esta exposi¢ao tem tambem a vantagem de fazer
desapparecer a nocao de verdade absoluta com que
quasi geralmente se costuma a considerar as ver-
dades scientificas, cujo caracter relativo scientifica-
mente nao é possivel desconhecer,

N’esta theoria ngs distinguiremos duag partes: a
instituicdo da abstraccao e o sen papel normal e
systematico no conjuncto da existencia humana,

A instituicio da abstracgio comprehende ;

1.° A theoria statica, na qual estuda-se 0 modo
Por que o trabalho cerebral effectua a abstraceao ;

2.° Theoria dynamica, que estuda o desenvolyi-
mento da abstraccao — Applicacdo do methodo sub-
jectivo & direccdao da abstraccao

Os seres que nés observamos se nos apresentam
simultaneamente ao espirito por intermedio d’aquelles
dos nossos gentidos que .por elles podem ser im-
pressionados.

Consideremos, por exemplo, differentes espheras de
metaes diversos. Estes COrpos no0s apresentam ag
qualidades que possuem de cor, peso, som, densidade,
elasticidade, dureza, _etc. Se nés abstrahirmos de
todas estas qualidades para 56 considerar a férma,
seremos levados a concluir de que ha uma férma
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commum a todos elles, e uma vez obtida esta nogao
independente dos corpos em que a observamos, nés
podemos estudal-a em suas propriedades caracteris-
ticas e por tal modo que em qualquer parte que
existam objectos esphericos possamos reconhecer esta
férma independente de toda outra propriedade qual-
quer.

A consideragdo, pois,.da forma isolada de todos os
outros phenomenos que a acompanhavam, nos levoun
a idéa geral de forma espherica, permittindo-nos con-
struir um typo puramente -ideial, inteiramente ab-
stracto, de uma existentia essencialmente subjectiva,
tal como a esphera que estudamos em geometria.
Estas ideias geraes, estes typos abstractos, obtidos
pela faculdade que tem nossa organisacdo cerebral,
de poder considerar as propriedades dos seres d’elles
1soladas e cada uma de persi, convenientemente ¢om-
_ binadas pelo trabalho cerebral,* formam todos as
nossa§ construccoes abstractas, nas quaes se resume
0 nosso mais precioso cabedal scientifico.

Tal é o facto caracteristico da operacioda abstrac-
¢ao0. E* pela abstraccao que nés chegamos a ex-
primir mais primorosamente 0s nossos pensamentos.

O facto de poder-mos considerar as propriedades
quaesquer dos corpos, as suas qualidades d’elles iso-
ladas e generalisar as noc¢oes correspondentes a outros
seres que apresentam caracteres semelhantes ou iden-
ticos, traduzindo essas propriedades pela palavra
destinada a representar o sér que a possue, tem sido
sempre um  recurso inexgotavel de que os poetas
tiram as suas mais explendidas comparagies e suas
imagens mais delicadas.



Citemos um exemplo :
A bocea de rubis, cheia de perlas
Das cryslalinas mios a neve pura?

CAMOES.

Consideradaa comparagdo que traduzem estes versos
de Camoes, pelo lado objectivo, o disparate é insup-
portavel. Realmente, com uma bocca de rubis, cheia
de perolas e umas maos feitas de neve, nio se com-
prehende que possa haver um sér humano.

Mas se notarmos que a palavra rubi estd alli tra-
duzindo simplesmente a cor avermelhada de uma pedra
preciosa que ella representa ; que a palavra perola,
traduz simplesmente a cor branca de prata commum
4s perolas, e finalmente que a palavra neve, alli traduz
simplesmente a brancura da neve e 1o 0 corpo em
si, n6s veremos immediatamente que o poota nada
mais fez do que abstrahir de todas as propriedades
do rubi, para s6 considerar a cor a que elle compara
os labios vermelhos de sua amante ; abstrahir de todas
as propriedades da perola e s6 considerar a cor i quo
elle compara os seus alvos dentes e finalmente a
brancura delicada de suas maos elle compara & cor
da neve pura.

Exemplos como este podiamos citar por milhares,
e tirados dos primeiros poetas. Entre nds incontesta-
velmente G. Dias é quem apresenta mais delicadeza
sobre este ponto. Em suas poesias é motavel a fa-
cilidade e extrema variedade por que elle generalisa
e compara as propriedades de um ser em relagdo a
outro. :

A abstrac¢do permittindo-nos separar dos corpos
observados as qualidades que ellespossuem, nos pro-



porciona meios de podermos construir typos abstra-
ctos dotados de elevado gréo de perfeicio, verda-
deiros modelos dos quaes tudo devemos fazer para
Nos aproximar.

A educacdo, a instrucgdo eos bons exemplos, tém
por fim principal fazer com que cada individuo se
aproxime moral e intellectualmente de um typo ab-
stracto do homem, que a abservagio mos leva a
construir mentalmente como devendo ser aguelle que
deviamos ter para que a existencia em sociedade fosse
a mais feliz possivel.

Despindo por bem dizer os corpos das propriedades
que o constitnem, a abstraccio nos permitte poder
estudal-as separadamente uma das outras, combinal-
as e por esta forma construir esses typos ideaes cuja
nocao nos traduzimos pelos nomes de Familia,
Patria, Humanidade, etc.

Os homens ndo sao todos iguaes, mastodos apre-
sentam certas propriedades communs, como a intelli-
gencia, o sentimento, a actividade, uma certa or-
ganisagio, que estudadas e consideradas em sl e com-
binadas em nosso cerebro nos fornecem o typo abs-
tracto do homem que se escuda em physiologia. Entre
o homem, o0s animaes e os vegetaes ha propriedades
communs como a nutri¢gdo, o crescimento que, con-
sideradas abstrahindo de todas as outras que con-
correm para formular a differenca entre esses corpos,
nos fornecem a nogdo abstracta que nds traduzimos
pela palavra vida e o typo que nos denominamos ser
vivenle.

A abstraccdo, pois, determina sempre uma gene-
ralisacao ; exige a apreciagio de muitos seres nos
quaes se manifeste a propriedade considerada, de
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modo que possa ser formulada completamente a nogao
correspondente. -

Estas simples consideracoes mostram-nos desde jé
que os differentes typos abstractos adquiridos por
10ss0 espirito ndo foram elaborados na mesma época,
pois que os phenomenos cuja apreciagao devia por-
mittir a sua construcedo foram tambem estudados y
em épocas muito differentes. Assim, pois, o typo
abstracto do homem s6 vode ser diffinitivamente con-
struido, quando os factos vitaes, intellectuaes o moraes
foram sufficientemente apreciados; o typo abstracto
da Patria s6 pode ser scientificamente elaborado com
a instituicao diffinitiva da sociologia.

Antes d’isto 0 homem chegou mesmo a ser compa-
rado a uma machina, e a patria nao passava de uma
phantasia, embora a sua extencia real fosse conhe-
cida por todos os coracdes a ella devotados.

A proporcdo, porém, que os seres foram melhor ob-
servados, que a mentalidade foi se desenvolvendo, a
abstraccdo tornou-se mais precisa, a elaboracio mais
exacta, e os typos abstractos subordinando-se com
rigor as verdades observadas tornaram-se verdadeira-
mente scientificos.

Esta elaboracao abstracta, puramente intellectual,
essencialmente destinada 4 explicacdo do mundo e
do homem, traduzida por meio de signaes apropriados
pode ser transmittida por aquelles que a realisaram
aoutros, com os quaes conveviam, consolidando-se
assim a solidariedade e continuidade do conjuncto
humano e estreitando-se as relagoes mutnas indis-
~ pensaveis ao sen desenvolvimento normal.

Em toda construccao abstracta 6 necessario distin-
guir-se duas sortes de elementos: as propriedades ah-
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stractas que o trabalho cerebral separa da observacao
de muitos corpos a que ellas sio commmus, faes
como: 0 peso, a cor, a dureza, o cheiro, etc., e as re-
lacdes abstractas, que resultam da comparacdo das
propriedades abstractas da mesma ou de differente
natureza, como, por exemplo, a relacao entre 0 es-
paco percorrido por um cOrpo que cai, e o tempo
gasto em percorrel-o, a relagio entre ¢ volume do
gaz e a pressio que elle supporta. :

As propriedades abstractas, facilmente comprehen-
de-se, sio muito mais simples de determinar que as re-
lagoes abstractas. Tambem, emquanto aquellas datdo
da mais remota antiguidade, estas s6 comegaram a
ser scientificamente elaboradas com o immortal theo-
rema de Thalés. Este accrescimo de difficuldade de
uma a outra phase da elaboracao abstracta, nos é
facilmente compensado pela maior importancia dos
resultados correspondentes, os quaes nos permittem
attingir o verdadeiro fim de todas as nossas indaga-
coes scientificas—a previsao.

Oucamos o Sr. Laffitte :

« As propriedades abstractas constituem esta massa

de idéas communs sem as quaes n3o podem existir
relacoes um pouco extensas entre os homens ; ellas
fornecem o0s materiaes e uma base 4 construccdo das
relacoes abstractas e nada mais. O papel, porém,
das relagoes abstractas, tem uma outra importancia.

Pela estreita dependencia que gllas estabelecem

entre dois phenomenos da mesma ou de differente
natureza, a descoberta de uma relacio abstracta nos

permitte prever e modificar um d’entre elles. Se, por
exemplo, nés chegamos a conhecer a relacio entre a
circumferencia e o raio, torna-se facil determinar qual
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a circumferencia para um raio dado ou reciproca-
mente, qual deverd ser o raio para uma circumfe-
rencia dada. Toda a industria moderna sendo ba-
seada sobre este conhecimento torna-se desnecessario
demonstrar a utilidade das relag@es abstractas. Con-
cebe-se tambem que as previsoes que ellas permit-
tem e a possibilidade de modificar que d’ahi resulta,
serdo tanto mais seguras quanto mais precisas tiverem
sido as relacdes estabelecidas, ou por outra, quanto
mais rigorosas forem as relagdes abstractas de uma
certa ordem, tanto mais a arte correspondente a esta
ordem serd de uma cultura facil e menos illusoria.
Ninguem podera esperar do homem politico ou mesmo
do medico que elle apresente na concepcao e mais
tarde na execucdo de seus planos o mesmo rigor que
o mecanico e o chimico. »

As propriedades abstractas sdo facilmente creadas
por nosso espirito, de modo que nés podemos sem
difficuldade obter,” combinando-as, o0s typos Imais
phantasticos ¢ extravagantes, que julgarmos neces-
sarios 4 satisfagio de alguma exigencia de nossa
existencia physica, moral ou intellectual.

Na obscuridade nés podemos observar este facto em
nés mesmos com facilidade. Ougamos um grande
physiologista allemdo :

« Estando-se na obscuridade figure-se um rosto ;
elle ndo conserva por muito tempo as suas férmas,
muda por assim dizer, a cada instante, por vezes
com admiravel rapidez, e as configuracdes que d’'ahi
resultam ndo sio d'aquellas que a alma teve conheci-
mento por intermedio dos sentidos mas novas
combinacdes que excitAma sorpreza. Os elementos
destas figuras phantasticas sdo, é verdade, tirados
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de ideias que nés recebemos por meio da experiencia,
mas as mudancas e combinagdes por que passam 0s
elementos para dar lugar a novos productos realisa-se
com plena liberdade. A imaginacdo traga no campo
visual ndo esclarecido as linhas que lhe agradam,
e como as formas dependem das linhas que as limi-
tam, as quaes podem variar infinitamente, este modo
de accio deve muitas vezes dar lugar a figuras que
nunca tiveram existencia real. Uma imaginagio
menos viva se contentard em combinar as figuras
anteriormente observadas: de unir, por exemplo,
as azas do passaro 4s espaduas do cavallo, ou uma
cauda de peixe ao corpo de um quadrupede ; a ima-
ginac¢do, porém, que goza de uma grande actividade
ndo se limita a combinar assim as ideias jd obtidas;
ella quer ainda modifical-as, estendel-as e transfor-
mal-as. Quando Goethe, com os olhoa fechados, figu-
rava a si uma flor, esta forma, como elle mesmo con-
tou-me, soffria mudancas as mais notaveis, desenvol-
vendo-se novas flores tendo outras formas, metamor-
phoseando-se assim em uma infinidade de figuras,
todavia com certa regularidade e simitria.» (Muller,
2’ pg. 518).

Quanto a construcgao que resulta da combinacio
das relagdes abstractas o facto é inteiramente outro;
ella nos fornece uma traduccdo abstracta do mundo
exterior aproximada, é verdade, porem sufficiente
para nos permittir o conhecimentofnecessario 4 sa-
tisfac@o de nossas necessidades reaes, ella constitue o
nosso cabedal scientifico, que nos proporciona co-
nhecer desde o phenomeno mais simples do mundo
inorganico até o facto mais complicado da existencia
moral. /
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Uma vez conhecidas e demonstradas, as relagdes
moraes se nos impoem ao espirito de modo a tornar
inabalavel a adhesio 4s crencas scientificas, e a per-
mittir o estabelecimento de uma completa unidade
em todos os cerebros. Um semelhante resultado seria
muito mais simples e mais rapidamente obtido se as
demonstragdes ndo se fossem tornando mais compli-
cadas e muito menos precisas 4 proporgio que nés
passamos de considerar os phenomenos mais geraes e
mais simples para considerar phenomenos mais com-
plicados e particulares do dominio moral,

As construccoes abstractas, pois, compoem-se de
dous elementos : as propriedades e as relagoes abstra-
ctas. Para realisal-as torna-se necessario ao cerebro
satisfazer determinadas condicoes as quaes vamos
ligeiramente estudar.

A abstracgdo é o resultado do concurso de todas as
nossas faculdades intellectnaes mantidas em convap-
gencia para um mesmo fim pela accdo das outras
regioes do cerebro— a regiio affectiva e a regido
pratica. Esta concepcao scientifica mostra o quanto
é errado pensar-se, como o0s metaphysicos, que a
abstraccdo é uma faculdade distineta de nossa alma e
sem séde alguma mental como sio consideradas nesse
systema philosophico todas as nossas outras facul-
dades.

O sentimento é nem s6 necessario para nos inspirar
as nossas investigacoes, de que elle constitue o
mais energico estimulante, como tambem nos serve
de coordenador sempre que procuramos unificar todos
08 nossos conhecimentos. Sem a influencia do amor
profundo por Catharina de Athayde, Camges, o poeta
mais elevado. o mais sublime & mais digno realista
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de Portugal, jimais teria produzido os immortaes
monumentos poeticos que nos legou.

E’ facto que cada um péde verificar em si mesmo,
que quanto mais fraca é a estimulagio moral em
nossa alma, tanto menos disposta torna-se a intelli-
gencia para o trabalho.

O trabalho intellectual & sempre realisado sob a
Inspiragdo do instincto de conservagao: desde o ins-
tincto nutritivo até o maternal ; dos instinctos al-
truistas, desde o apego até a nobre e elevada bon-
dade ou sympathia universal, com assistencia dos
instinctos de destruicao, construceao e vaidade.

As qualidades de caracter sdo tambem indispensa-
veis aos trabalhos intellectuaes. Sem firmeza e sem
perseveranca nada péde ser realisado. Kepler e La-
grange, como observa Laffitte, foram tdo ousados e
perseverantes quanto Turenne e Cezar.

Mas emquanto estes pelas graves consequencias
que podiam resultar de suas precipitacdes, eram
prudentes, aquelles, como theoricos, eram muito
mais temerarios.

Qualquer elaboracdo abstracta, portanto, embora
realisada pelo conjuncto intellectual, exige sempre um
movel affectivo que a inspire e estimule a regiio
mental, como tambem a satisfagio de certas condi-
¢0es para o conjuncto da actividade, que tem de man-
ter a persistencia, a constancia indispensavel a qual-
quer acquisi¢do em que as difficuldades nao possam
ser facilmente vencidas.

«Aguu molle em pedra dura tanto bate até que fura,
tal foi o proverbio com que a sabedoria vulgar, por

um feliz contraste, que lhe inspirou a observacgao do
Elementos de Algebra—2
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mundo, traduziu o poderoso effeito que traza per-
severanga no trabalho.

Vejamos agora qual a natureza do conjuncto pu-
ramente intellectual, que convém para elaborar
directamente as nossas construccdes abstractas.

Antes, porém, de apreciar a regido intellectual é
necessario distinguirmos o objectivo do subjectivo, isto
é, o que directamente refere-se ao cbjecto, do que é
relativo ao sujeito e pura construcgio do seu cerebro.
Este dualismo s6 foi difinitivamente formulado no
seculo XVIII por Hame, embora j& Aristoteles affir-
masse a grande verdade de que tudo o que existe no
cerebro provém de uma sensacdo exterior.

O mundo fornece ao mnosso cerebro os materiaes

para as suas construcgdes subjectivas, o excita, o
alimenta e regula fornecendo as impressoes necessa-
rias a0 seu exercicio e 4 suas emocdes, e subordi-
nando sua ac¢do a uma ordem invariavel, que assiste
ds suas creacdes destinadas a traduzil-as.. Como o
estomago o cerebro realisa uma digestao de materiaes
differentes : o primeiro recebe como alimento corpos
de naturezas diversas, elabora-os e com os productos
resultantes vivifica todo o organismo; o segundo re-
cebe da contemplagio do mundo exterior as mais
variadas impressoes que se tranformam em ideias as
mais diversas, as quaes por elle combinadas garan-
tem a existencia e o desenvolvimente do grande
organismo collectivo de que fazemos parte.

Hume, diz Laffitte, em seus Essais sur l'entendement
humain, depois de haver definido o que elle entende
por impressao, estabelece uma differenga entre as im-
pressies e as ideias, que para elle vem a ser o que
nés, segundo a expressdo de Aristoteles, chamamos

3
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imagens ou impressoes transformadas em signaes. Elle
expde como todas as nossas ideias quaesquer provém
destasimagens, que nés combinamos, associamos e com
as quaes entretemo-nos, por assim dizer, a contento
de nossa phantasia : mostra como as consequencias
a8 mais extraordinarias 4 primeira vista, as mais
afastadas em apparencia da realidade, ndo sdo entre-
tanto mais que ideias tomadas nesta realidade. « O
poder creador da alma, diz elle,reduz-se ao de compor,
remover, augmentar, diminuir os materiaes que lhe
sdo fornecidos pelos sentidos e pela experiencia.
Pensando em uma montanha de ouro nés ndo fazemos
mais que unir duas ideias, que podem subsistir junta-
mente : a ideia de ouro ¢ a de montonha. E mais adiante:
« emresumo, todos os materiaes de nossos pensamentos sao
tomados ou dos sentidos exteriores ou do senlimento interno
a funcgdo da alma consiste em fazer a combinagdo e ¢
ligagio. »

Estas ideias foram mais desenvolvidas e com mais
precisao pelo incomparavel Diderot Nés vamos trans-
crever uma parte de sua esplendida — Lertre sur les
aveugles — por onde se péde avaliar de quantas no-
coes ficamos privados desde que nos venha a faltar
um dos nossos sentidos.

«Como, diz elle, de todas as demonstragdes exterio-
res, que nos dispertam a commiseracdo e a ideia da
dor,-0s cegos ndo sdo affectados sendo pelo lamento,
eu lhes supponho, em geral, deshumanidade. Que
differenca ha, para um cego, entre um homem que
urina e um outro que sem queixar-se esvae-se el
sangue ?

Nés mesmos ndo cessamos‘de condoer-nos desde
que a distancia ou pequenez dos objectos produz sobre

ot i N g

5,
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nés o mesmo effeito que a privacdo da wvista sobre o
cego ? Tanto dependem nossas virtudes de nosso modo
de sentir e do grdo em que nos affectam as cousas
exteriores | Tambem eu ndo duvido que, sem o temor
do castigo, muitas pessoas sentissem menos pena
em matar um homem a uma distancia em que elle se
lhe apresentasse do tamanho de uma andorinha, do que
em esfaquear um boi.

Se nés temos compaixdo de nm cavallo que soffre
e se esmagamos sem nenhum escrupulo uma formiga,
ndo 6 o mesmo principio que nos determina ? Ah |
senhora | quanto a moral dos cegos é differente da
nossa ! quanto a de um surdo differeria ainda da de
um cego, e quanto um ser que possuisse um sentido
mais do que nds, acharia a nossa moral imperfeita,
para nao dizer peior ! ( Diderot—(Euvres choisies par
Francois Tolou, V. 1° pag. 54

Diderot passa depois disto a consideragdes sobre as
ideias religiosas de um cego e muito judiciosamente
observa que para o cego o0 espectaculo imponente que
a natureza nos apresenfa, esse poderoso argumento
empregado para fortalecer e inspirar a crenca em um
Deos, tem muito pouca 1mportancia.

Kant, caracterisou perfeitamente a distinccdo entre
o concreto e o abstrato consagrando as duas deno-
minacdes de objectivo e subjectivo.

Este facto capital, porém, ndo foi sufficiente para
transpor completamente o dominio metaphysico, sob o
qual ainda se achava aquelle eminente pensador,
apezar de suas vistas elevadas em pontos de subida
importancia.

A completa apreziagdo da natureza propria as nossas
construcgdes mentaes estava naturalmente depen-




] o

dendo de uma theoria scientifica sobre as localisagoes
cerebraes e esta s6 comecou a ser instituida pelos
immortaes esforcos de Gall, os quaes, embora as con-
dicoes sociaes e nocoes scientificas de entdo nao per-
mittissem um resultado diffinitivo, foram sufficientes
para estabelecer o estudo da alma no terreno pu-
ramente scientifico, formulando os dois principios
fundamentaes de que deviam partir todas as indaga-
gdes a esse respeito.

Gall tornando a sua theoria essencialmente objec-
tiva incorreu em erros inaceitaveis ; mas em Ccom-
pensagdo foi quem primeiro affirmou que 0 cerebro
era a séde de todas as nossas faculdades intellectuaes
e moraes; e um orgdo composto de outros, destinado
cada um a preencher uma determinada funcgao da
alma.

Com estas duas descobertas ficou elaborada a grande
‘base que mais terde devia receber o monumento, que
havia de constituir com os materiaes dos Broussais,
Blainville etc., a theoria abstracta da alma humana-

Comte precisando logo a impossibilidade absoluta
de um estudo da alma sob o ponto de vista objectivo de
seu aigno predecessor, substituiu o methodo objectivo
pelo methodo subjectivo, cuja applicagdo aos factos
moraes, onde tudo é solidario, tudo concorre, onde s6
o conjuncto nos péde ser sufficientemente conhecido,
& mais efficaz, mais racional e unico possivel, e pode
assim elaborar diffinitivamente a theoria systhema-
tica do cerebro, a qual até hoje se acha conforme
todas as judiciosas indicagoes anatomicas.

A alma é constituida pelo conjuncto d2 suas func-

intellectuaes, moraes e praticas. As funcgdes

coes
que assim se acha sub-

sao exercidas pelo cerebro,
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jectivamente dividido em tres regides : uma relativa
4 intelligencia, é a anterior; outra relativa ao senti-
mento, é a posterior; e finalment> outra mediana
relativa ao caracter. X

A intelligencia comprehende cinco faculdades dis-
tinctas: a confemplacdo concreta, a contemplagio abstracta,
meditagdo inductiva, meditagio deductiva e linguagem.

Estas faculdades sob a inspiracdo e excitacio da
regido affectiva, devem, por intermedio dos sentidos,
recolher os materiaes fornecidos pelo meio em que
vivemos, elaboral-os e formar as construcgoes que tém
de dirigir, com assistencia do sentimento, a acti-
vidade.

A phase objectiva comeca com a contemplacao
emquanto que a snbjectiva tem lugar desde que
principia- a meditacao.

A primeira implica a existencia de um.objecto
para ser observado, a segunda péde ser feita na mais
completa escuriddo e no mais profundo silencio.

A imaginagio reproduz as imagens; a memoria
lembra a serie de acontecimentos realisados, de modo
qué o espirito tem sempre presentés esses auxiliares
indispensaveis e poderosos para facilitar a sua ela-
‘boragao e garantir 4 sua exactiddo.

Estes factos, uma vez obtidos os materiaes pela
obscrvagdd, sdo inteiramente independentes do mundo
exterior, e s6 se’ acham subordinados s leis que
garantem a plena harmonia cerebral necessaria a
toda e qualguer concepgdo como a todo e qualquer
acto de nossa existencia.

Um objecto se nos apresenta a0 espirito pelo con-
juncto de propriedades que nos sio fornecidas pelos
sentidos. Estas propriedades convenientemente com-
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binadas compdem uma certa imagem, qne é o resultado
da contemplacdo concrecta, onde o ser é apreciado em
seu todo. A imagem é assim construida por uma
serie de sensacdes simples causadas pelas impressoes
recebidas da cor, do peso, do som, da férma, volume
etc. sobre os centros correspondentes aos nervos sen-
sitivos da visio, do tacto, da audicdo etc. A contem-
placdo concrecta e os ganglios sensitivos em que vio
ter os conductores das impressdes sensoriaes sao, pois,
a séde de onde partem todas as nossas concepgoes
desde as mais bellas produccdes poeticas a0 mais sim-
ples pensamento de architetura, desde a mais elemen-
tar elaboragdo mathematica até as mais transcendentes
construcedes moraes. A esse centro do cerebro devem
estar normalmente subordinadas todas as nossasideia-
lisacoes para que ellas possam ter uma utilidade real;
n’elle estdo as materiaes fundamentaes.

Se os materiaes sio mdos, a construcgio péde ser
perfeita e rigorosa, mas serd sempre uma chimera,
uma phantasia, desnecessaria, inutil, cuja unica con-
sequencia serd inutilisar um esforco cerebral que
poderia serd aproveitado em investigacoes de neces-
sidade real, . y

Tomada a imagem pela contemplacdo concrecta,
ella serd tanto mais approximada da realidade e tanto®
mais precisa e viva, quanto mais energicas forem as
aptidoes individuaes. Obtida a imagem comega um
novo trabalho cerebral que a decompde em nogoes
simples que a constituiam; estas sao apreciadas em
suas propriedades particulares, e a abstracgdo prin-
cipia assim a desenvolver-se na regido da contempla-
cio abstracta, elaborando os elementos que tém de
servir de base & construccio geral. Assim é que a
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imagem do homem comega pdor decompor-sé em um
certo numero de partes componentes: o coragao, 0
pulmdo, o cerebro, os bragos etc., estas apresen-
tam-se por sua vez como constituidas por certos tecidos
por entre 0s quaes circula o sangue, que decompoe-se
em globulus, tendo cada uma destas partes suas pro-
priedades caracteristicas.

A primeira phase, portanto, é essencialmente syn-
thetica o ser é ahi apreciado em seu todo; emquanto
que a segunda é essencialmente analytica : procede
por decomposicdo até chegar aos elementos funda-
mentaes da constituigio do conjuncto fornecido pela
primeira operaciao cerebral.

Esta differenca capital torna a contemplagdo con-
crecta muito mais propria ds artes que a contemplacao
abstracta, a qual pela sua aptiddo analytica convém
muito mais ao espirito scientifico.

Com estas duas funccdes ficam elaborados 6s ma-
teriaes abstractos, mas a verdadeira abstracgio so
principia quando comeca a inducgdo, porque s6 entdo
a generalisagio exige a consideragio completa das
propriedades independente do conjuncto em que elles
se nos manifestam.

A meditagdo inductiva abrange o que ha de com-
mum em uma classe ou em classes differentes, na
grande socidade dos seres que a contemplagdo abs-
tracta nos apresenta, formulando, assim, ideias geraes,
verdadeiras abstraccdes de que se tem de utilizar a
nossa ac¢do constructora,

Todas as arvores, arbustos e hervas apresentam
por entre a variedade de suas formas, de suas dimen-
soes, propriedades importantes que lhes sio communs
taes como: a alimentacdo, o crescimento, a duragdo

el S
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limitada, com as quaes a maditacdo inductiva constroe
um typo puramente ideial que se denomina de vegetal.

Além disto, tem ainda mais a meditacdo inductiva
de determinar as relagdes que ligam entre si dois *
phenomenos abstractos da mesma ou de differente
natureza, e ¢ esta precisamento a parte mais compli-
cada de sua missdo, ¢ onde comeca verdadeiramente
0 dominio scientifico.

Estas relacoes uma vez estabelecidas, a intervencao
da funccio deductiva completa a elaboracio tirando
do facto apreciado todas as consequencias, e leis que
delle possam resultar.

« Deduzir, diz Laffite, ndc 6, em ultima analyse,
mais que transformar, isto é, separar explicitamente
de uma cousa uma outra cousa que ahi se achava
implicitamente contida; fazel-a destacar, estabelecel-a
claramente, é proprio da deducgio, Mas existem,
como diz Aristoteles, certos processos que conveni
entemente empregados permittam chegar a um tal
resultado ? De modo algum. Deduzir é uma aptidao
distincta e irreductivel do nosso cerebro muito pouco
desenvolvida entre a maior parte dos homens; o
nome de methodo deductivo indica simplesmente o
conjuncto dos processos que nosso cerebro tem cons-
truido nos differentes casos que se lhe tém apre-
sentado. » (Les grands types de I' Humanité, v. 1*
pag. 110. )

Constituida, assim, em nosso cerebro a concepgao
abstracta baseada sobre os materiaes objectivos, fal-
ta-nos considerar a ultima phase que consiste em
traduzir esta concepcdo exteriormente de modo a
podel-a transmittir a outro cerebro qualquer e fixar
por mais tempo a sua duragao.
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Para isto tem as funcgoes de expressio que nos
facultam signaes proprios para traduzirmos os diffe-
rentes estados em que se possa achar a nossa alma,
facilitando assim a absteacgao pela fixagao das pro-
priedades das seres sobre as quaes a attenciio se con-
centra e sio estabelecidas as concepcoes.

Estas differentes faculdades intellectuaes embora
perfeitamente distinctas, para poderem ser aprecia-
das separadamente, s30 sempre concorrentes nas ope-
ragoes cerebraes, de mudo que a mais elementar ob-
servacdo é sempre acompanhada de um raciocinio
muitas vezes quasi que expontaneamente sugerido.

Esta solidariedade estende-se a todo o conjucto ce-
rebral, de sorte que a actividade da regido especu-
lativa, é sempre influenciada pelo estado da regido
affectiva e reciprocamente.

O mesmo dd-se para com o caracter. A participa-
¢do total do cerebro em todas as nossas construccoes
é, pois, evidente e necessaria.

Apreciada em si a abstracgdo, vamos ver ligeira-
mente quaes as condigdes sociaes que a permittiram

. favoreceram o seu desenvolvimento, até o ponto

elevado em que hoje nol-a manifesta a humanidade.
Para chegar a poder realisar a elevada abstraceao
que nos apresentam as immorredouras concepgoes
des Newton, Lagrange, Decartes, etc., o espirito hu-
mano comecou primeiramente imeiando abstraccoes
muito mais simples, muito mais faceis, cuja exis-
tencia, mesmo entre os animaes inferiores, é hoje
facto absolutamente acoberto de qualquer duvida.
Uma falsa apreciagio da abstracc@o levou os me-

taphysicos a considerarem-n‘a exclusiva 4 especie
humana ; os trabalhos, porem, de Hume e Georges
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Leroy destruiram completamente uma tal supposicao
tornando positivamente demonstrada a aptiddo para
abstrahir em muitos outros animaes, apenas diffe-
rindo em grdo da abstracedo humana.

Ninguem affirma nem mesmo suppde que um c#o
Ou um passaro seja capaz de realizar uma construc-
¢do abstracta como a da gravitagio, mas o que se
avanca e se prova 6 que esses animaes s3o capazes
de formular as nogdes abstractas com que tém de
dirigir 4 sua conducta. ~

Taussenel (a}, em seu—Le monde des oiseauz, nos
narra 0 modo engenhoso como os pelicanos, impos-
sibilitados de fazer a rede para a pesca, supprem
este processo por uma manobra racional, cuja des-
Cripcdo nés a transcrevemos para que seé possa ava-
liar 0 quanto taes passaros sdo aptos para formular
abstrac¢des e raciocinios muito logicos.
~ «Logo que elles presentem a chegada dos peixes
no rio em cujas margens se acham estacionados, um
signal de alerta é dado a todo o bando. Todos se
reunem ; escolhem o lugar para o combate, geral-
mente uma enseada ou um baixio, que é sempre
aquelle em que é maior a affluencia de peixes. Esco-
lhido o lugar o pelicano mais velho, mais expe-
riente, mais pratico no processo, traga com as azas
a linha de circumvalacao ou de investimento. Isto
feito, todos 0s outros pelicanos, cem ou duzentos,
dispdem-se em ordem sobre a superficie d’agua,
segundo a direcc@o marcada pelo chefe e guardando
entre sia distancia necessaria para que cada um

(a) Le monde des oiseaux—v. 3° pag. 315.

)
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possa livremente manobrar com as azas. Bloqueado
por esta frma o cardume, comega a operacao pelo sig-
nal de investida dado pelo general, signal que & repe-
tido em toda a linha de sentinellas. Succede-se, entao,
uma verdadeira tempestade : todos, sem mudarem de
lugar, batem com as azas n’agua e gritam ; os movi-
mentos tornam-se cada vez mais rapidos ; a agua per-
turba-se e o effeito é certo. Os peixes amedrontados
fogem em todos os sentidos e os que se acham no blo-
queio fogem para a margem. O corddo estreita-se, o
circuito vai progressivamente diminuindo, até que 0s
passaros conchegados uns aos outros férmam uma
verdadeira muralha invulneravel. Os peixes desespe-
rados cambalhoteiam no ar ; mas isto longe de fazer
com que os pelicanos rompam a formatura, alegra-os
e leva-os a tornarem mais forte, mais solidaria a
linha de blogueio ; até que afinal, a agua lhes dando
apenas pelo meio das pernas e os peixei achando-se
fatigados pela luta, comeca o assalto em que cada
um procura a sua presa.»

Outros e numerosos exemplos nos poderiam for-
necer George Leroy, Broussais, Laffite, etc.; basta,
porém, o que citamos para, se ndo comvencer, ao
menos levar a meditar sobre a questdo dquelles em
cujo espirito paire alguma duvida.

Partindo da abstracgao elementar foi que o homem
pode accumular os materiaes necessarios 4 suas ele-
vadas construc es. Todo o cabedal scientifico que
actualmente possuimos, todo este conjuncto de leis
que nos dirigem a existencia, que nos poupam tantos
esforgos, foi composto por tres elementos distinctes :
um constituido por um trabalho de observagao, que
fornece as imagens concretas ; outro por uma ope-

#
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ragdo cerebral em que estas imagens sio apreciadas
ém suas partes componentes ¢ suas propriedades ;
a abstracgao comeca entdo com o apparecimento
das nocdes abstractas: e, finalmente, o terceiro
elemento resume-se em um trabalho intellectual
que compara as nogoes abstractas, apreciando as
relagdes que entre ellas existem.

O primeiro modo de realisagdo do nosso trabalho
mental foi. naturalmente, o que mais se desenvolveu
com o regimen fetichista.

Preoccupado com a observacdo dos seres, os feti-
chistas pouco attendido aos phenomenos que nelles
#¢ manifestavam ; pouco se lhes importava que o
espaco percorrido por um corpo que cahia, fosse
funcedo do tempo; que existisse certa relaco entre
0 diametro maior da orbita de um planeta e o tempo
de sua respectiva revolugdo. O ser era tudo para elles.

Taes disposicoes, facilmente comprehende-se, fo-
ram em extremo favoraveis 4 observagdo, 4 contem-
placdo concreta. Os materiaes objectivos que deviam
servir de base a todas as construcgoes posteriores,
ficaram, assim, elaborados; o emprego continuo e
aturado da observagdo foi desenvolvendo o espirito
até que, muito naturalmente, o levou 4 apreciagio
dos phenomenos, que foram, em virtude dos habitos
solidamente contrahidos, representados por entidades
abstractas, tendo uma férma determinada, um modo
de ser proprio aos factos que representavam. Depois
foram os fetiches substituidos pelos mythos do poly-
thismo, s6 differentes dos primeiros pelo poder maior
e dominios mais extensos.

Esta institni¢do de entidades abstractas revestidas
de férmas e attributos humanos, levou o espirito a
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construir imagens destinadas a represental-as, e assim
nao s6 concorren para facilitar o desenvolvimento
scientifico e mesmo. favorecer o desenvolvimento ar-
tistico, como tambem desviou a sua attengio da con-
templacao exclusiva do mundo exterior, levando-a 4
consideragio do proprio homem.

Comegou desde entdo a iniciar-se o estudo moral,
0 dominio mais complicado da investigacdo scien-
tifica.

O fetichismo habituou os coracdes a reconhecerem
uma ordem immutavel exterior; o polytheismo crean-
do os' deuses superiores ao mundo e ao homem, sup-
pondo-os dotados de um poder elevado, conformou
0 sentimento de ordem emanado do regimen pri-
mitivo com a ideia de variedade necessariamente
despertada pela elevada autoridade dos deuses, os
quaes eram suppostos por sua vez sujeitos ao destino,
que representava a fatalidade geral da synthese fe-
tichista.

Este sentimento da ordem profundamente fortale-

cido por uma sufficiente duragido do estado fetichis-
ta foi tdo necessario ao desenvolvimento moral do
espirito scientifico, que nos povos onde a sua influen-
cia ndo se acentuou precisamente, ainda hoje encon-
tra-se as crencas mais extravagantes e atrasadas.

Preparado, porém, pelo dominio fetichista o poly-
theismo desenvolvendo a abstraccdo, permittiu ao
espirito humano as construccdes scientificas cujo co-
mego teve logar na Grecia, onde pela primeira vez
se enunciaram com precisdo algumas relagdes abs-
tractas que pdode o homem conceber sob o dominio
da nova phase religiosa.

Ougamos o Sr. Laffitte :




R g

«Elle, Thalgs, institue assim a geometria das li-
nhas, a geometria verdadeiramente abstracta. Nés
vemos ali uma das revolugdes mais notaveis do es-
pirito humano, isto é, o desenvolvimento da scién-
cia abstracta, que nao poderia consistir em simples
n0¢oes numericas, communs a todas 0s povos e evi-
dentemente insufficientes. Foram os gregos que fun-
daram a sciencia abstracta ; foi Thalés quem primeiro
se manifeston n'esta immortal creagdo. Os theocratas,
com effeito, s6 conheciam a geometria das superfices ;
geometria reduzida a simples quadraturas, empirica-
mente obtidas, emquanto que Thalés iniciou a verda-
deira geometria abstracta que consiste em estabelecer
relacdes precisas entre as diversas partes de uma fi-
gura, de maneira a poder-se determinar rigorosamente
uma dellas por meio das outras. Ainda mais, e foi isto
um servigo consideravel, elle introduziu na logica hu-
mana, com os seus dois theoremas a dupla ideia de
equacao e proporedo,

Seu primeiro theorema, a somma dos tres angulos
de um triangulo é sempre ignal a dois rectos, fornece
a noc¢do de equacao; o segundo, os triangulos equian-
gulos tém os lados homologos proporcionaes, fornece
a nogdo de proporgdo. Estas duas nogdes, e princi-
palmente a segunda, aperfeicoadas pelos philosophos
da escola de Pithagoras, tornaram-se em suas maos
processos abstractos de deducgdo como mostra clara-
mente o decimo livro de Euclides (*).

Na Grecia, pois, comegou o grande movimento,
entdo presidido pela escola Jonica, que s6 termina
com a escola de Alexandria.

-

(") Laffitte—Les grands types de VHumanité v, 1° pag. 126.



— 32 ~

Tambem as bases do monumental edificio ficaram
definitivamente assentadas.

Para completar o desenvolvimento mental esho-
cado pelo fetichismo com a logica do sentimento, e
desenvolvido pelo polytheismo com logica das ima-
gens, foi ainda necessaria uma nova concepgao, que
determinasse a institui¢do da logica dos signaes, de-
senvolvendo a deduccdo e a expressdo. Tal foi sob o
ponto de vista intellectual, o papel do monotheismo
de 5. Paulo e de Mahomet.

Detestando o polytheismo, o espirito monotheico
nio podia ser simpathico ao uso de imagens por elle
tao elevadamente desenvolvido e nem tdo pouco po-
dia servir-se exclusivamente das inspiracoes affecti-
vas, que ndo apresentavam a precisdo necessaria para
as indagacoes exactas, nem a nitidez sufficiente para
permittir longos raciocinios. Desenvolveu-se, entdo,
0 emprego dos signaes que satisfaziam completamen-
te a condi¢do essencial para a facil deducgdo, que
devia ser o processo mais desenvolvido pela crenca
monotheica. Este emprego, porem, conduziu logo a
um abuso em extrem) prejudicial, quer ao coragdo
quer ao espirito e, certamente, mais lamentaveis te-
riam sido as cousequencias se o monotheismo orien-
tal, pela confusio que conservava dos dois poderes,
n#o corrigisse sempre o espirito divagador com reali-
dades praticas, e se as doutrinas de S. Paulo n@o
encontrassem na institui¢do do papado wm poderoso
moderador. Com a construcgdo monotheica, ficou a
mentalidade humana completamente desenvolvida.

Producto dos esforgos gigantescos da civilisacdo
grego-romana, e dos esforcos da evolugdo catholica,
formou-se no Occidente uma raca de elites, que con-
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servou desde muitos seculos todos os elementos das
geragoes passadas, corrigiu-os, desenvolveu-os, aug-
mentou a valiosa heranca, e assim construin a base
abstracta sobre o qual se tem desenvolvido o con-
juncto humano.

Pouco numerosos, esses bemfeitores da humanidade
820 dignos da mnossa mais profunda veneragao, de
nossa eterna gratidao como tendo empregado todo o
seu genio em esclarecer a nossa conducta, em pou-
Par os nossos esforcos e livrar nos dos preconceitos
da ignorancia e dos prejuisos lamentaveis das su-
persticoes.

A abstracc@o se por um lado é indispensavel ao
progresso da existencia humana, por outro, quando
mal regulada, torna-se nociva levando o espirito ds
mals inuteis divagagdes que constituem um verda-
deiro charlatanismo scientifico,

Que resultados nos podem provir da observacdo da
passagem de Venus pelo disco solar, para que gas-
tassemos com isso contos de réis, que uma melhor
disciplina theorica teria empregado em auxiliar a
a solugao de problemas que tanto nos convém resol-
ver? Estes desvios sdo devidos a falta de uma dou-
trina social scientifica, unica capaz deé corrigir as
inuteis divagagdes no dominio abstracto, que tantos
esforgos cerebraes tem inutilisado e desperdicado ta-
manho auxilio pecuniario.

Para regular o trabalho abstracto devem ser satis-
feitas as seguintes condicaes :

1*. E’ preciso que o poder regulador tenha, no
mais alto grdo o sentimento moral e social ;

2'. Que elle saiba discernir as indagacdes uteis

das que ndo o sdo} ;
Elementos de Algebra—-é
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3. Que entre as indagacdes uteis saiba distinguir
as que sio opportunas e sufficientemente preparadas.

A primeira condiccdo, sobre tudo affectiva, exige
uma concepc¢do synthetica; e as outras uma conce-
pcao analytica.

A concepcao synthetica cada um de nés a tem
perfeitamente instituida pela apreciacio do conjuncto
domestico. Cada individuo tem affeicdo a sua familia;
o0 amor inspirado por este conjuncto é a preparagao
para o amor universal, como o typo da familia ¢ a
miniatura da humanidade, onde o pequeno numero
de individuos é substituido por numerosas geracoes.
Qualquer pessoa, pois, acha-se apta a conceber pre-
cisamente a 1déa da Humanidade mediante uma
educacdo racional e sem preconceitos.

Esta concepc¢do é o resultado do concurso de uma
serie de esforcos de todos os eminentes pensadores e
sabios. Quantos sacrificios ndo foram necessarios para
chegarmos a idéa precisa da ordem exterior que
nos rege?

Nés devemos mais aos mortos que aos vivos.

E sempre que qualquer tem tomado a si a ousadia
de levar a effeito grandes construcgdes despresando o
auxilio dos trabalhos por outros ji elaborados, o re-
sultado tem sido deploravel. Que notavel differenga
entre 0 modo por que sahio Descartes em sua ela-
boragdo mathematica e o modo porque se sahio em
suas apreciagdes metaphysicas ! E se isto deu-se com
este espirito de eleito 0 que ndo seria das mediocri-
dades pretendendo seguir um tal exemplo ? Esta so-
lilariedade necessaria e digna ningiaem mellor sen-
tiu que A. Comte. Philosopho algum apreciou as




— i —

geragoes passadas tdo leal, tao francamente, com
tanta justiga e proficiencia como elle.

A construcgao abstracta da humanidade, fornece
0 conhecimento das leis que nos regem ; a nocao de
um ser collectivo emanada do coragzo, adquire mais
precis3o com o desenvolvimento das indicacoes intel-
lectuaes; o conhecimento da ordem exterior nos dis-
Poe 0 coragdo a aceitar voluntariamente uma digna
submissio. A alma sente deste modo muito mais
perfeita a sua unidade, o dever desenvolve-se muito
mais facilmente, a fé torna-se mais firme, a solidarie-
dade mais intima, a continuidade melhor determi-
nada e nés caminhamos guiados por uma doutrina de
amor que se resume na phrase eminentemente digna
viver para oulrem.

Fazendo o homem conhecer-se a si proprio, a abs-
traccao é depois por elle mantida em seus verdadei-
ros limites restringuindo-se s investigacoes exigidas
pelas necessidades reaes de nossa existencia no pla-
neta.

Todo esforco dirigido para qualquer fim alheio a
taes exigencias deve ser reputado inutil e desperdi-
cado. Examine-se os Jornaes da Escola Polytechnica
de Franca e entdose verd quanto esforco cerebral
inutilmente gasto, quanta divagacao lamentavel.

Convenientemente disciplinada, porém, a abstrac-
¢do é uma das faculdades que maiores servigos nos
prestdo. E’ baseando-se sobre as verdades abstractas,
modificando convenientemente suas condigdes que arte
tem podido elevarse a tdo subido grdo de perfeicio.

Quem antigamente era capaz de conceber que se
podesse contar o tempo sem que o sol se apresentasse
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para projectar a sombra da estillete sobre o qua-
drante ?

Quando esses homens primitivos chegariam a pen-
sar que se podesse saber o dia.do mez, as phases da
lua, as horas os minutos e os segundos por um ins-
trumento de menos de duas pollegadas de diametro ?

A arte foi primitivamente, o resultado de algumas
observagdes ; depois, a propor¢do que a contemplagao
foi se tornando abstracta, ella foi se aperfeicoando até
que seus resultados foram baseados nag indicacoes de
theorias abstractas.

A observacdo do movimento da sombra projectada
por um corpo em virtude do movimento diurne, deu
lugar a construcgdo de instrumentos destinados a
medida do tempo; mais tarde o conhecimento dos
phenomenos da gravitago determinou a construcedo
de relogios nelle baseados e muito mais perfeitos que
0s primeiros. '

A perfeicio artistica com o desenvolvimento do
estudo abstracto nem sé torna-se muito elevada nas
artes inferiores, como tambem estende-se a dominios
mais. complexos como sejam os dominios moral e
social. O conhecimento das leis sociaes nos permitte
formar verdadeiros homens politicos, e o das leis mo-
raes verdadeiros moralistas. Desde entdo o organismo
social péde ser convenientemente modificado, pre-
venindo-se as catastrophes e a anarchia a que a
ignorancia possa dar lugar no seio do sér collec-
tivo. _

Dirigir um individuo ou uma sociedade, compre-
hende-se, é tarefa muito mais difficil que dirigir a
construc¢do de um navio ou de uma casa.

Para dirigir o organismo social é necessario estar
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de posse da doutrina scientifica que nol-o faz co-
nhecer. S6 assim é possivel chegar-se a determinar
quaes as medidas a tomar, quaes as modificacoes
a fa-zer para que a ordem permaneca, para que o
movimento' progressivo se realise de modo mais
vantajoso.

Hoje entdo a questao estd mais complicada. A exis-
tencia de cada sociedade antigamente achava-se
isolada, por bem- dizer, de todas as outras, hoje
a0 contrario acham-se estreitamente relacionadas
entre si.

A humanidade se nos apresenta como um im-
menso organismo, onde tudo é harmonioso e soli-
dario, onde cada naco 6 um elemento concorrente,
cuja existencia influe poderosamente sobre a har-
monia geral do conjuncto.

O estudo das leis abstractas é necessario 2 todo o
homem, seja qual for o fim a que se destine; 6 in-
dispensavel 4 mulher para que ella possa desempe-
nhar com vantagem a sua digna missdo social.

11

Depois de ter estndado a abstraccio no modo
como ella se nos manifesta; de havermos apreciado
quaes as faculdades de nossa alma que concorrem
para realisal-a, e finalmente esbogado as condigdes
sociaes que determinaram sua instituicio e desen-
volvimento, nés vamos estudar o modo por que ella
se acha localisada em o nosso apparelho cerebral.

Convenientemente localisado, este poderoso auxi-
liar nos fornece imagens precisas dos objectos
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exteriores; activa a imaginacdo e por esta férma
actuando mais energicamente sobre a regido affec-
tiva, torna-se um elemento inestimavel para o nosso
aperfeicoamento moral. A vida subjectiva torna-se
completa, as idéas ganham a necessaria precisio e
os entes que nos sao queridos podem nos ser pre-
sentes a todo instante, por uma imagem que nos
despertara os mais dignos sentimentos.

Esta existencia intima excitando muito pouco a
actividade de nossos instinctos egoistas e desenvol-
vendo grande actividade nos sentimentos sympathicos,
nos dd a alma, pela pratica diaria de taes actos, o
aperfeicamento e a coordenacio que o estado real da
sociedade exige para sua estabilidade. A abtraccao,
pois, bem dirigida é de salutar influencia sobre o
moral do homem.

Uma theoria da abstraccdo comecou a ser susten-
tada desde que as nogdes abstractas poderam ser
constituidas, |

Recebendo as impressdes do mundo exterior e for-
mulando nogdes sem uma existencia objectiva, pura
creacdo de suas aptiddes, cuja verdade se lhe mani-
festava desde que elle procurava guiar a sua activi-
dade, o espirito humano foi naturalmente levado a
considerar a differenca entre o conjuncto exterior, |
concreto e o conjuncto interior subjectivo ou abstracto.

A Platao cabe a gloria de haver constituido uma
theoria das idéas, cujas difficuldades haviam sido
muito superiores para que Thalés as pulesse vencer
e Pythagoras fosse além de um simples eshoco.

Conhecendo completamente a doutrina da escola
de Pythagoras, Platao foi 0 seu legitimo continuador-
A sua exposi¢do, como judiciosamente observa Laffites
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é antes a de escriptor que propaga do que a de um
pensador que inventa. No Hypias a estabilidade das
nogoes abstractas e a variedade das impressdes, s3o
estabelecidas com grande verdade. O bello abstracto
é ahi estudado com clareza e correcgio admiraveis.
A distinccdo entre os factos objectivos, que podem
variar, € a nocgio abstracta que representa um modo
de s&r commum a todos elles, 6 admiravelmente sus-
tentada.

0 dialogo entre Socrates e Hypias é muito attra-
hente e elegante (veja-se Victor Couzin—Oeuvres de
Platon—vol. 4°, pags. 115 e seguintes.)

A’ simples leitura do Hypias vé-se o quanto é admis-
sivel 4 opinidio de Diogenes de Loerce, quando avanga
que Platfo em sua theoria do entendimento colheu a
maior parte dos materiaes na escola de Pythagoras.

A theoria das idéas ainda com Platdo é bastante ime-
perfeita 3 as nocoes abstractas, as construccgoes as mais
elevadas da abstraccdo, elle suppoe como s6 podenilo
ser obtidas péla intervencdo de um poder divino.

Assim 6 que, para elle, as creagles poeticas podem
ser realisadas independentemente da capacidade
mental e affectiva (o individuo, sob a simples in-
fluencia dos deuses.

Tratando dos poetas, diz/Socrates : «Tirando-lhes a
razio, tomando-os para ministros, assim como 0s pro-
phetas e o3 inspirados divinos, o Deus quer por €ss6
modo ensinar-nos que nio é de si mesmos que elles,
os poctas, dizem cousas tao maravilhosas, pois que
Thes nao assiste 0 bom senso, nias que elles sao orgdos
do Dens que nos falla por sen intermedio.»

Platio estabeleceu, assim, uma inteira indepen-
dencia entre o dominio ideial e a phase contempla-
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tiva, entre os dados objectivos ¢ a construceao
abstracta, de modo que, longe de corrigir os desvios
do entendimento, elle os facilita, reduzindo-o a um
simples jogo de nogdes abstractas, sem correctivo
algum exterior que 0 possa manter em seus limites
normaes.

No Phedon no dialogo entre Socrates e Simmias, a
associacdo de idéas 6 tratada com muito criterio e a
abstracc@o 6 perfeitamente esbocada. (*)

Apezar, porém, de todos os esforcos realisados por
Platao, o problema ficou ainda a resolver.

Os conhecimentos biologicos achavam-se ainda
muito atrazados; ndo havia nem esboco da theoria
cerebral, a intelligencia humana, péde-se dizer, tinha
a sua séde no espaco.

Se com uma semelhante localisacdo havia a conve-
niencia de levar o coracio a amar a abstracedo como
um don da divindade, havia tambem o inconve-
niente de ser o resultado por demais defficiente e
incompleto.

A abstracedo com as lutas religiosas e as discussoes
metaphisicas foi aperfeigoando-se cada vez mais, per-
mittindo as construcgdes scientificas, abrindo novos
horisontes 4 actividade cerebral, e desse pequeno
canto em que a methaphisica esperava gravar a
crénca em sua construccdo, principiaram a sahir os
raios que deviam fulminal-a e substituil-a por um
limitado conjuncto de verdades scientifica.s

Em seu comeco essas lutas fizeram surgir a phi-
losophia escolastica. Aristoteles foi a brilhante estrella
que primeiro attrahiu os olhares avidos do mundo

(") Victor Cousin—Loco. cit.,—v. 1,° pag. 222,
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cultivado. Depois delle appareceram Roscelin, Abé-
lard, e outros, mas o problema mental s6 teve uma
solucdo difinitiva passados muitos seculos.

Até Malebranche ainda a doutrina de Plutdo tentou
permanecer na arena, onde tantos annos de luta ha-
viam demonstrado sua incapacidade.

O espirito humano seguin seu continuo desenvolyi-
mento ; a discussdao dos erros partidarios exercitou
0 eercbro, desenvolven as faculdades e aabstragio
tornou-se mais pronunciada e vigorosa.

Foi Gall quem pringipiou este movimento. Desde o
comeco de sens trabalhos encontrou elle a hostili-
dade de Bonaparte e da Acadenia de Sciencias, e fi-
nalmente uma indigna velhacaria tentou reduzir uma
renovaciao scientifica, s6 comparavel 4 de Galliléo, ao
conhecimento do estado interior do cerebro pela sim-
ples determinagio da férma e dimensdes do craneo.

sta opposi¢ao ofuscou-se com as descobertas de
Gall, que de mais teve o cuidado de vulgarisal-as por
meio de cursos e publicagdes, das quaes a mais impor-
tante foi por elle reproduzida, com menores desenvol-
vimentos anatomicos, de 1822 a 1825 em seu tratado
sobre as funcgoes do cerebro.

Gall estabeleceu scientificamente estes dous prin-
cipios :

1* A alma é uma nogdo abstracta que representa
um conjuncto de funcgoes multiplas moraes, intel-
lectuaes, irreductiveis umas na outras, 2° Cada uma
destas funcgdes occupa um local particular em uma
por¢io determinavel da substancia cinzenta do ce-
rebro.

Esta ultima concepgdo era decisiva, porque a mo-
ral era assim dotada de um processo logico impor-
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tante, pois que seu ponto de partida era irrevogavel-
mente estabelecido na natureza humana.

Desde entao o cerebro foi considerado ndo como mais
um orgdo simples mas como um conjuncto de orgios
cujos tres grupos principaes correspondem 4 intelli-
gencia, ao caracter e ao cora¢do, que governa todo o
apparelho.

O problema da decomposi¢io da alma foi estabele-
cido por Gall, mas exceptuando-se a analyse dos
bons sentimentos, elle foi. sobre tudo, incompleto
no que diz respeito 4 decomposicao das faculdades
intellectuaes ; demais elle isolou exageradamente o
cerebro dos orgdos vegetativos e do systema nervoso.

Este insucesso foi, principalmente, devido a insuf-
ficiencia do methodo. Gall como todos os seus pre-
cursores tinha estudado o homem abstrahindo da
humanidade.

A resolucdo do problema final pertence a A. Comte.
Depois de haver creado a sociologia elle pode cons-
truir a theoria cerebral e sobre esta base systhema-
tica fundou a sciencia moral.

Por elle foi a concepgdo positiva da alma reduzida
com precisio a theoria abstracta e geral das func-
¢oes simples e compostas do cerebro, tanto interiores
como exteriores, sendo estas ultimas consideradas em
seu duplo modo activo e passivo.

Desde entdo deve-se considerar o cerebo como 0
apparelho que liga o corpo ao mundo e por interme-

dio do qual produzem-se suas accdes e reacOes quaes-

quer.» (1)

(1) Lamtte—De la moral e positive pag. 78.
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Elaborada a sociologia, tornado positivo o dominio
da biologia péde, desde entdo, ser scientificamento
assignalado 4 razdo abstracta um local definido de
modo que ella podesse a0 mesmo tempo despertar a
imaginagdo e o sentimento, ficando assim plenamente
resolvido o problema fundamental da moral.







CLASSIFICACAO DAS SCIENCIAS

O homem recebendo por intermedio dos sentidos as
impressoes que lhe s3o causadas pelo mundo exterior
constroe theorias abstractas, geraes, que fornecendo-
lhe um conhecimento sufficientemente exacto dos
factos que o cercam, permittem-lhe previsdes racio-
naes, rigorosas, inteiramente indispensaveis 4 accao
diffinitiva de sua actividade.

Por este modo fica compensada a defficiencia de
nossos meios de accao naturaes e directos, sobre os
corpos que uos cercam, pela energia da ac¢do que
nos permitte exercer o conhecimento das leis, facul-
tando-nos a introducio de agentes determinados,
cuja intervencdo no conjuncto de circumstancias em
que se realisa o phenomeno considerado, basta para
tornar em proveito nosso os resultados effectivos pro-
prios 4 cada caso.

Na applicacdo das theorias assim concebidas on
se tem em vista o estudo da existencia propria aos
COrpos organicos ou inorganicos, ou se pretende mo-
dificar de conformidade com 1déas sobre elles con-
cebidas, e de harmonia com as nossas necessiiades,
0 meio em que vivemos e entdo intervém factores
cuja exacta apreciagdo nos foi impossivel e outros
cuja cousideragdo ndo houve necessidade para a con-



strucgdo theorica, 0s quaes modificando as leis abstra-
otas nos levam a estabelecer uma serie de processos
desde entzo destinados a dirigirem a acgdo de nossa
actividade sobre o meio terrestre.

D’ahi a decomposicao de nossos conhecimentos em
theoricos e praticos. O grupo theorico decompoe-e
em dous outros distinctos ;: um comprehende as scien-
cias geraes abstractas, verdadeiramente fundamen- |
tacs,que estudam asleis geraes proprias a cada classe
distincta de phenomenos; o outro comprehende as
sciencias particulares, essencialmente discriptivas,
secundarias, ordinariamente classificadas de sciencias
naturaes.

0s conhecimentos praticos constituem as artes.

Nas sciencias geraes abstractas, as leis sa0 formu-
ladas sobre os elementos que a abstracdo permitte se-
parar de cada facto, sao leis geraes estabelecidas sem .
ter-se em conta da influencia de certos factores, cuja
intervencdo mascarava o facto constante e cujo es-
tudo entra no dominio das sciencias concretas. AS
Jeis, por exemplo de physica e chimica, que regem &
existencia vegetal, foram estabelecidas sem se levar
em conta as influencias athmosphericas sobre estes CO™
pos, facto que & botanica compete estudar ; as leis
da refracdo foram estabelecidas sem a consideragdd:
do estudo das modificagdes que lhe pode resultar da
constituicdo propria a cada crystal, estudo este que.
faz parte do dominio de mineralogia. Finalmente, né%
cciencias abstractas estuda-se de um modo geral 8-

modo de ser proprio_a cada grupo de phenamen®
distinctos, em quanto que nas sciencias particularés
tem-se em vista cstudar o modo de ser proprio a €2
corpo em §i, sua constituicdo especial.
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As artes tem por fim melhorar e encantar a exis-
tencia humana e estdo subordinadas 4s sciencias, que
fornecem a base subjectiva do suas construgoes.

As bellas artes, as artes estheticas, idealisando a
existencia, exaltando o sentimento, subordinando os
seus ideaes 4s differentes verdades estabelecidas no
dominio scientifico, concorrem para o aperfeicoamento
do nosso instincto de perfei¢do, para o desenvolvi-
mento de nossos sentimentos sympathicos; as artes
technicas, industriaes realisam os aperfeicoamentos
assim idealisados, por uma conveniente modidifica-
¢do do meio em que vivemos, e garantem o melhora-
ménto successivo de nossa situacdo material sobre o
planeta,

Para executar, pois, é necessario primeiramente
imaginar, tendo antes contemplado.

Sciencia, d’onde previsio; arte d’onds acgdo, tal é a
formula em que se traduz a relacio geral entre a
sciencia e a arte.

Além de constituirem a base indispensavel 4s artes,
as sciencias se nos apresentam como destinadas a
satisfazer uma necessidade intellectual propria 4
especie humana e vem a ser: a satisfacdo que sen-
timos quando ficamos conhecendo o modo por que se
realisa um facto qualquer. £’ tal a intensidade d’este
sentimento, que sempre que n6s observamos um
phenomeno qualquer, que ndo nos é conhecido, ou
que se apresenta de encoutro as leis estudadas, a
emogio que nos resulta é d: admiracio, espanto,
medo e até mesmo de terror. Assim é que na auti-
guidade os cometas, quando appareciam, espalhavam
0 terror, inspiravam as superstigdes as mais extra-
vagantes, eram excommungados, timidos, emquanto

-
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que hoje depois que Ticho-Brahé, Newton, Laplace,
Clairaut e outros tantos espiritos eminentes, demons-
traram que esses corpos estdo sujeitos a mesma lei
geral que rege o nosso systema planetario, hoje
0s cometas s@o recebidos com curiosidade, alegria e
satisfacdo, pelo imponente espetaculo que nos offe-
recem.

A mais importante talvez, diz Condorcet, das van-
tagens do estudo das sciencias, é de ter destruido
os preconceitos, e ter bem encaminhado a intelli-
gencia humana, obrigada a seguir as falsas direccdes
que lhe imprimiam as crengas absurdas, transmittidas
4 infaucia de cada geracdio com os terrores da supers-
ticio e o temor da tyrannia.

«Todos os erros em politica, em moral, tém por
base erros philosophicos, que por sua vez sdo devidos
a erros physicos.

Nao existe nem um systema religioso, nem uma
extravagancia sobre natural que nao sejam fundados
sobre a ignorancia das leis da natureza. Os invento-
res e defensores d'esses absurdos ndo podiam prever
o aperfeicoamento successivo do espirito humano. =
Persuadidos de que os homens, jimais poderiam sa-
ber de seu tempo mais do que elles sabiam, e que j
acreditariam sempre no que entdo acreditavam, elles

opinides geraes de seu paiz e de seu seculo.

Os progressos dos conhecimentos physicos sdo to
funestos a esses erros, que muitas vezes elles 08
destroem sem parecer os atacar, atirando sobre
aquelles que se obstinam em defendel-os, o ridieulo
aviltante da ignorancia.

A0 mesmo tempo o habito de raciocinar com jus-

-~
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tesa sobre o objecto dessas sciencias, as ideias preci-
sas que ddo os seus methodos, os meios de reconhecer

ou provar uma verdade, deve conduzir a comparar

0 sentimento que nos forca a adherir 4 opinido
fundada sobre essas causas reaes de credulidade e
aquelle que nos prende 4 nossos preconceitos e ha-
bitos, ou que nos forga a ceder 4 auctoridade; e esta
comparagio basta para ensinar a desconfiar d’estas
ultimas opinides, para fazer sentir que nao as acre-
ditamos realmente mesmo quando nos ufanemos acre-
dital-as, e as profiramos com a mais pura sinceridade.
Ora, este segredo uma vez descoberto torna sua
destruicdo prompta e certa. » (1)

Vejamos agora qual a classificagio que convem
adoptar para as sciencias abstractas, unicas de que
N0S occuparemos.

A idéa de uma classificacio dos conhecimentos
humanos data de longo tempo. Comprehende-se,
porém, que o estado incompleto em que se achava o
o estudo dos dominios scientificos mais elevados, a
imperfeicio da elaboracio nog dominios inferiores, a
influencia predominante de um regimen philosophico
pouco disciplinado, a tendencia exclusiva para um
especialismo nocivo, deviam ter sido por muitos se-
culos invenciveis obstaculos & todos os esforcos que
visassem semilhante resultado. Além disto o facto
de se querer fazer entrar na classificagdo as artes e 08
ramos concretos, junctamente com as sciencias abstra-
ctas, complicou sempre de um modo notavel a em-
preza, e por tal forma que dos espiritos mais elevados

(1) Condorcet, Essais sur les progrés de U esprit humain, vole 29,,

pag. 44.
i Elemenlos de Algebra—4
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que a ella se atiraram nem um s6 chegou a resultado
satisfactorio.

Entre as classificacdes imperfeitas e falsas de al-
guma importancia nota-se a de Bacon. Bacon baseou
a sua classificacio em uma divisio de nossas
faculdades, e, 0 que era natural, aceitando para isto
as 1déas biologicas de seu tempo, assentou uma
base fragil, que mais tarde os trabalhos de Gall e
outros deviam destruir inteiramente.

Tambem, diz Ampére, nessa épocha ndo existia em
nenhuma sciencia classifica¢ao fundada sobre as ver-
dadeiras relacoes de seus objectos, ndo havia mesmo
idéa do que hoje se chama uma nova classificagao.

" Como Bacon o havia feito, aquelles que vieram de-

pois delle ndo procurardo classificar sendo os grupos
de verdades aos quaes o arbitrio do uso havia dado
denominagdes, ndo sentindo a dupla necessidade de
grupar primeiramente todas as verdades de uma
maneira racional e de dar nomes a cada grupo assim
formado, e até entdo sem denominacdo ; finalmente
partia-se de um prineipio arbitrariamente escolhido
segundo o qual se suppunha que ellas se deviam ma-
nifestar. (1) ¢ 8

A classificac@io de Bacon foi mais tarde modificada J
por D’Alembert, que além de nenhum valor lhe
accressentar, manteve ainda a base primitiva de todo
falsa, que estabelecia a divisdo de nossas faculdades
em intelligencia, razio e memoria, 0 que a torna de
nenhuma importancia scientifica.

Ampére tambem tentou uma classificagdo ; apezar,
porém da grande justesa de muitas de suas obser-

(1) Ampére—Philophie des sciences—V 4° pag. 14.
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vagles geraes, sua tentativa nenhuma vantagem
sensivel apresenta sobre as anteriores. A nomen-
clatura é toda grega: o grande abuso das divisdes bi-
narias, a excessiva multiplicidade dos grupos, tornam
sua classificacao muito confusa e por demais obscura.

Finalmente temos como classificagdes mais impor-
tantes e modernas a de A. Comte, Spencer e Bour-.
deau. A de Spencer, a que ndo se pode negar alto
merito, nd@o é superior a de A. Comte, quer em
simplicidade, quer quanto ao ponto de vista philoso-
sophico que a instituio. Nao querendo citar a um tal
respeito o juizo de Littré, quem primeiro elucidon a
questdo, que pode ser taxado de parcial, nés vamos
dar o juizo de Stuart Mill, a quem é impossivel ne-
gar imparcialidade.

«Porem, diz elle, depois de haver dado 4s suas cen-
suras a attengdo respeitosa devida a tudo o gue pro-
duz M. Spencer nos é impossivel comprehender que
elle tenha provado alguma cousa. E’ sempre facil
achar algum defeito em uma classificacdo. Existe
muitas maneiras possiveis de dispor um grupo qual-
quer de objectos; ha quasi sempre alguma cousa a
dizer contra a melhor disPosirao, assim como alguma
cousa em favor da peior. Porém o merito de uma
classificacao depende dos fins aos quaes ella se des-
tina. Nés mostramos qualo fim a que se destina a clas-
sificagio de A. Comte. M. Spencer ndo provou que
ella nao satisfaz a esse fim, e nés consideramos que a
sua classificacio nao correspoude a um fim de igual
importanciay (1).

(1) Stuart—Mill—Auguste Comte et le positivisme—Trad, do in=
glez pelo Dr. Clemenceau—pag. 43.
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A classificacio de Bourdeau tambem nao traz van-
tangem alguma. (1)

A classificacdo de nossos conhecimentos abstractos
é tarefa de superior difficuldade, e como bem diz
Ampére, aquelle que a emprehender deve de al-
gum modo pairar acima desse vasto conjuncto, deve
distinguir perfeitamente as partes, assignalar a to-
das a sua ordem e seus verdadeiros limittes. Se elle
é feliz, se se acha 4 altura de uma tal empresa pro-
duziré um trabalho verdadeiramente util, onde o lei-
tor poderd ver claramente o objecto e a importancia
relativa de cada sciencia e o auxilio que ellas se
prestam mutuamente. Comte ¢ Spencer fordo os dois
homens que mais condicgdes reuniram para levar a0
termo e com vantagem semelhante tentativa. A so-
ciologia, esbogada por Condorcet, foi posteriormente
definitivamente constituida, a moral adquerio bases
scientificas bastante solidas e dispondo de taes ele-
mentos quelles dois espiritos eminentes nos apresen-
tardo duas classificacdes admiraveis, unicas que ac-
tualmente se podem disputar a primasia.

Como a classificacio de Comte nos parece mais
simples e mais racional nés a daremos de preferencia.

A classificacio das sciencias pode ser feita seguin-
do-se a ordem historica ou a ordem dogmatica.

O primeiro modo Comte consideron de uma ma-
neira bastante original, elevada e profundamente
philosophica. Para estabelecel-o elle apreciou com
raro criterio philosophico o desenvolvimento continu®
das produccdes do espirito humano em seu conjuncto
attenden 4s suas influencias mutuas e as influencias

(1) Bourdeau—Theorie des sciences—V. 1.
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do meio social em que ellas se deram, de modo que
0 ensino que até clle era constituido por uma esteril
enumeracdo de factos e especulagdes, tomou outra
dignidade, outra elevacdo, e desde entdao passou a
constituir a verdadeira historia da humanidade. O
segundo modo, unico de que nos occuparemos, CON-
siste em apresentar as sciencias segundo seu enca-
deiamento racional, sua dependencia mutua de modo
a poder com facilidade disciplinar cada um dos domi-
nios, limitando-o ao necessario para preparar o estudo
do dominio seguinte.

Comte ndo teve a pretencio de suppor livre de
qualquer objecgo a sua classificagdo; elle € o pri-
meiro a reconhecer a impossibilidade de constituir-se
uma classificacdo verdadeiramente rigorosa.

« Vé-se, com effeito, diz elle, que por mais per-
feita que se possa suppor esta classificigao, jamais
poderia ella ser conforme com o encadeiamento his-
torico das sciencias. Faga-se o que se fizer é impossi-
vel evitar inteiramente apresentar-se como anterior
tal sciencia, que terd, entretant, sob algumas re-
lagoes particulares mais ou menos importantes, de
servir-se de nogdes proprias a uma outra sciencia
classificada em uma ordem posterior. E’ necessario
procurarmos sémente que um tal inconveniente nao
se dé, relativamente ds concepgoes caracteristicas
de cada sciencia, porque entdo a classificagao seria
inteiramente viciosa.

Assim, por exemplo, parece-me que no systema
geral das sciencias a astronomia deve ser collocada
antes da physica propriamente dita e entretanto
¢lguns ramos d’esta sciencia, sobretudo a optica, sdo
indispensaveis & exposi¢ao completa da primeira.
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Taes deffeitos secundarios, que s3o estrictamente
inevitaveis, ndo poderiam prevalecer contra uma
classificacdo, que preenchesse, alids convenientemente
as condigdes principaes.

Taes deffeitos representam o que ha de neces-
sariamente artificial em nossa divisdo do trabalho
intellectual. »

Para fazer comprehender ainda melhor os diffi-
culdades da questao, para melhor fazer sobresahir a
existencia de uma parte da quest3io inteiramente
arbitraria, 0 eminente philosophp, considerando que
é seis o numero de sciencias distinctas que possuimos,
nos faz notar que, assim como seis objectos compor-
tam 720 disposigoes differentes, assim tambem as
seis sciencias podem dar lugar a T20 classificagdes
differentes, cada uma das quaes pode sempre, sob um =
ponto particular, apresentar vantagens sobre todas J

|

as outras.
Esta verdade ji d’ Alembert mostrdra muito cla-
ramente quando prefaciou a immortal Encyclopedia
de Diderot.
« 0 mesmo ndo acontece, diz elle, na ordem ency-
clopedica de nossos conhecimentos. Esta consiste em
reunil-os no menor espago possivel, collocando-se, -
por bem dizer o philosopho d'este vasto labyrintho
em um ponto de vista muito elevado d’onde elle possa
perceber a0 mesmo tempo as sciencias e as artes.
principaes, apanhar de um s6 golpe de vista os objec: /
tos de suas especulacdes e as operacdes que elle pode
fazer sobre estes objectos, distinguir os ramos geraes
dos conhecimentos humanos, os pontos que o0s sepa-
ram, 0s pontos que os ligam e entrever mesmo algt-
‘mas vezes os caminhos secretos que os relacionam-
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E’ uma especie de mappa-mundo, que deve mostrar
0s principaes paizes, suas posigoes, suas dependencias
mutuas, o caminho em linha recta que vae de um
'a outro, caminho muitas vezes cortado por mil obsta-
culos, que ndo podem ser conhecidos sobre cada paiz
sendo pelos habitantes ou viajantes, e que nao pode-
riam ser mostrados sendo em cartas particulares
muito detalhadas.

« Mas como nas cartas geraes do globo que nos
habitamos os objectos nos sio mals ou menos apro-
ximados e nos apresentam aspectos mais Ou menos
differentes segundo’o ponto de vista em que 0 obser-
vador é collocado pelo geographo, que coastroe a
carta, do mesmo modoa arvore encyclopedica depen-
derd do pouto de vista em que nos colloquemos para
apreciar o nniverso litterario. Pode-se, pois, imagi-
nar tantos systemas differentes dos cenhecimentos
humanos quantos mappas mundo de differentes pro-
jeccoes, e cada um d'estes systemas poderd mesmo
ter com exclusdo dos outros alguma vantagem par-
ticular. » (1)

A questdo, pois, consiste em escolher dentre todas
as classificacoes possiveis a mais em harmonia com
os factos observados, a mais natural a mais clara e,
<30 estas as condigdes que nenhuma das classifica-
coes estabelecidas satisfaz tao plenamente como sa-
tisfaz a classifigio do philopho francez.

Como dissemos, as impressoes que nos causdao 0s
objectos exteriores sendo recebidas pelo nosso cerebro
ahi se transform@o om idéas que constituem 0S ele-
Juentos fundamentaes de nossas theorias.

(1) D' Alembert, Discours sur I’ Encyclopedie, pag. 55.
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Ora, sendo-nos impossivel considerar ao mesmo
tempo a multiplicidade de idéas assim emanadas do
conjuncto exterior, torna-se indispensavel separar-
mos por meio da abstracgdo essas idéas em grupos
constituidos por idéas de especies distinctas, de
modo a podermos com facilidade e methodo apreciar
a existencia real, assim reduzida ao estudo desses
grupos, que traduzem modos de ser inherentes a ma-
teria apenas della separados por nosso espirito para
permittir uma exacta apreciacdo, s6 assim possivel.

O estudo dos séres fica, pois, substituido pelo estudo
directo e subjectivo de seus differentes modos de
existencia, de suas propriedades, que a observagio
nos leva a conceber. _

Entre estas prepriedades umas sdo geraes, isto é,
$30 communs a um maior numero de corpos, € como
taes mais independentes.

Assim, por exemplo, o peso, a extensdo, a impe-
netrabilidade, sdo propriedades communs a todos os
corpos, emquanto que a vida, a intelligencia, o amor,
sdo propriedades communs a um numero relativamente
muito limitado de corpos. Tambem, a cor, o peso, a
extensdo sio propriedades que nés podemos con-
ceber existindo independentemente da vida, da in-
telligencia e do amor, emquanto que estas jimais se
nos apresentdo isoladas d'agnellas. D’isto resulta a
conclusio de que os factos os mais simples sio sempre
mals geraes e mais independentes do que os factos

particulares mais complexos, porque emgquanto

0s primeiros podem por si s6 subsistir, os segundos
suppoem sempre a existencia desses factos mais sim-
ples, cuja concorrencia torna-se indispensavel 4 sua
realisagdo. Assim, é que o phenomeno da extensao é

4
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um phnomeno mais simples e mais geral que a me-
moria, a qual exige sempre um cerebro com certa
forma, certa consistencia, certa extensdao e uma con-
stituigdo toda particular.

As sciencias estudando os differentes modos de
existencia dos séres, nés podemos desde jd avancar
com seguran¢a que a lei a mais racional que deve
presidir a classifica 330, e que emana da mais super-
ficial observacio, & a seguinte, estabelecida por
Comte :—Toda classificagao positiva deve ser feita
segundo a ordem de generalidade descrescente e
complicaciio crescente dos phenomenos considerados.

Por este modo as leis estabelecidas e estudadas em
um dominio qualquer, servirdo de base ao dominio
seguinte, que lhe serd subordinado, segundo o modo
real de ser dos factos estudados em cada um delles.

Esta lei, como veremos, nem s se acha de confor-
midade com os nossos conhecimentos scientificos
considerados geralmente, como tambem realisa-se
espontancamente no dominio particular 4 cada
sciencia.

Nés podemos agora passar a estabélecer a classi-
ficacao geral das sciencias abstractas, tal como a
formulou o incomparavel legislador mathematico.

A simples observagio do conjuncto exterior, que
nos cerca, mostra-nos duas classes de corpos profun-
damente distinctos—uns inertes, nio podenao modi-
ficar suas dimensoes sendo por justa posi¢do de novas
camadas sobre as j4 existentes, sem que para isto
intervenha accio alguma do nucleo ja constituido,
manifestando uma existencia, pode-se dizer, illimi-
tada, inteira independencia entre suas partes ; OUtros,
pelo contrario, variando de forma e dimensoes d’entro
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de certos limites, caracterisados por um duplo movi-
mento interior de assimilacao e desassimilacdo, do-
tados de um movimento espontaneo, constituindo
uma individualidade perfsitamente unificada, apre-
sentando uma existencia de duragao limitada e va-
riavel : os primeiros classificio-se de corpos brutos
01 inorganicos e os segundos de corpos viventes ou
organisados.

Cada um d’estes grupos se nos apresenta como
caracterisado por um certo numero de propriedades,
em cada um d'elles se manifesto certos factos on
phenomenos, intimamente relacionados entre si, em-
bora perfeitamente distinetos, cujo estudo constitue
0s dominios respectivos da cosmologia geral ou phisica
inorganicu ¢ da sociologia ou phisica organica, segundo i
referem-se ao primeiro ou segundo gripo que consi-
deramos.

Entre os phenomenos que apresentdo os corpos
bratos, a observacao nos mostra que uns se achio
a0 alcance de nossa intervencio e podem assim ser
mais ou menos modificados segundo as exigencias de
nossas necessidades reaes, emquanto que outros pela
grande distancia em que de nés se manifestio achdo-
se absolutamente fora da accio modificadora de nossa
actividade. ok .

Assim, por exemplo, nés podemos fazer com que
um Corpo caia com mais ou menos rapidez, augmen-
tando-lhe on diminuindo-lhe o peso, collocando so-
bre planos com inclinagdes differentes ; podemos fa-
zer com que um pedaco de madeira queime com mais
ou menos facilidade secando-o ou humedecendo-0
convenientemente; podemos modificar o estado li-
quido da agua sugeitando-a a um calor conveniente

i
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ou a um grande resfriamento; isto, porém, limittado
4 superfice do planeta em que habitamos. O mesmo
nio se d4 para os phenomenos que observamos n’essa
parte do mundo vulgarmente denominada céo, pois
que a grande distancia que d’elles nos separa, nos
impossibilita inteiramente de poder modificar os fa-
ctos correspondentes, que assim ficio s6 podendo ser
explorados pela observagdo directa, desde entao tor-
nada sufficientemente rigorosa com o emprego de
instrumentos destinados a tornarem mais energico o
nosso poder visual.

Nao nos & dado, por exemplo, fazer accellerar ou
retardar 0 movimento de um planeta, modificar sua
forma, estudar sua constituicdo intima, etc.

Esta differenca fundamental determina na cosmolo-
gia geral a divisdo puramente subjectiva, mas ema-
nada da observacdo, em cosmologia lerresire e cosmolo-
gia celeste. ~ ’

Relativamente aos corpos organicos a observacdo
mostra-nos que ha phenomenos communs a todos.
elles, tanto aos vegetaes como aos animaes, € que
ha phenomenos particulares aos animaes facs como
a intelligencia, o sentimento, 2 memoria ete.

Os primeiros constituem a vida em geral e 05 se-
gundos representdo a existencia animal no que ella
possue de mais digno. Estes phenomenos caracteris-
tico dos seres animaes pédem ainda ser considerados
ou manifestando-se em cada individuo isoladamente
considerado, ou nos individuos considerados em sua
existencia collectiva, tio acentuada na especie hbu-
mana. D’isto resulta para a sociologia a divisdo ter-
naria, subjectiva, em biologia ou estado geral da
ordem vital, sociologia propriamente dicta ou estudo di-
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recto da ordem humana collectiva e finalmente moral
ou estudo directo da ordem humana individual.

Os phenomenos que constituem estes tres ramos
podem, como os da cosmologia terrestre, ser modifi-
cados, dentro de limittes determinados, pela inter-
vencdo humana. Para notar isto basta lembrar o
effeito que em nés produzem o alcool, o café, o fumo
e essa serie de medicamentos empregados pelos me-
dicos diariamente. Isto quanto a biologia.

Quanto a sociologia e a moral, basta-nos comparar
0 estado actual da nossa sociedade com um seu es-
tado sufficientemente remoto, on o estado do indivi- =
duo em sua infancia com o que elle é depois de con-
venientemente educado.

«As leis cosmologicas s3o essencialmente inde-
pendentes das leis biologicas, que n’ellas s6 podem
determinar modificagdes secundarias, quasi sempre
dispensaveis para com o meio inerte, ainda que in-
dispensaveis ao ser vivents. A existencia organica,
pelo contrario, acha-se inteiramente subordinada 4
existencia inorganica, mesmo planetaria, e de modo
que algumas alteracdes muito simples na constitui-
¢do de um astro impede de ahi conceber-se a vida.

A generalidade superior das leis cosmologicas é
ainda mais evidente pois que os corpos que ellas régem
exclusivamente predomindo, por tal forma que a vita-
lidade como que fica reduzida 4 uma especie de ex-
cepedo. Sobre nosso planeta, unico em que més
podemos conhecer as leis biologicas, a vida ndo é
possivel sendo nas camadas superficiaes, e mesmo
ahi a massa total dos séres correspondentes nao cons'
titue senio uma pequena fracgdo da massa inerte.

Assim, pois, sob o aspecto scientifico o estudo po-

4
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sitivo da biologia exige um conhecimento geral da
cosmologia, cujas leis principaes domindo sempre as
diversas funccOes vitaes. A subordinacdo logica é
ainda menos contestavel pois que a simplicidade dos
phenomenos inorganicos, consequencia de sua ge-
neralidade, os apresenta como unicos proprios 4 ela-
boragio fundamental do methodo universal.y (1)

Apreciados os motivos que nos levao a estudar a
cosmologia antes da sociologia, nos passamos a apre:
ciar cada um d’estes dois grandes ramos scientificos
em particular. ‘

As duas grandes sciencias em que dividimos a
cosmologia tem como objecto commum a Terra. A
primeira, a cosmologia celeste,—estuda as relacoes
reaes e geraes do mosso planeta com todos os outros
do nosso systema ; asegunda, a cosmologia terrestre,
—aprecia a sua natura particuiar.

Esta deve ser classificada depois d’aquella como
abrangendo phenomenos menos geraes, menos inde-
pendentes e portanto menos simples.

Com effeito, os factos que-se realisam 100 10SSO
planeta nenhuma influencia tém sobre os pheno-
menos celestes. As sociedades modificam-se, 0s indi-
viduos nascem e desapparecem, a superficie da terra
transforma-se sob a influencia da actividade humana,
sem que de tudo isso resulte a minima alteracao
para a harmonia planetaria. E 1o emtanto basta-nos
considerar a acgdo profunda que exercem 08 climas,
a successio periodica do dia e da noite, sobre a
existencia vital, para immediatamente avaliar-mos

(1) Comte—Systéme de politique positive—V 1, ‘pag. A4
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do quanto nos achamos subordinados ao conjuncto
celeste.

«Na Europa, diz Hypocrates, os homens differem
muito pelo tamanho e pelas férmas, por causa das
grandes e frequentes mutacdes do'tempo no correr
do anno. Calores intensos, invernos rijosos, chuvas
abundantes, seccas pertinazes, ventos impetuosos,
em summa, todos as temperaturas, ahi reinam suc-
cessivamente e se substituem constantemeante. Eis
porque a apparencia exterior do europeu differe de
wna cidade & outra. i

Os effeitos do clima fazem-se igualmente sentir
sobre os costumes, sobre o caracter, sobre e coragao
e mesmo sobre a intelligencia.

Isto vem ainda mais justificar 0 que deixamos -
dito sobre a subordinacio do conjuncto vivente ao
meio inorganico, ou por outra das leis sociologicas -
4s leis cosmologicas, pois que a palavra clima é em-
pregada por Hypocrates como representando as cir-
cumstancias physicas proprias 4 cada lugar. (1)

Os corpos celestes 86 podendo ser explorados pela
observacio directa, as nossas indagagdes a este
respeito ficaram sempre limitaas ao estudo dos phe-—
nomenos de extensio e movimento, que constituem 0.
modo mais simples de existencia dos séres.

Se nés, porém, considerar-mos 0s COrpos na super= .
ficie de nosso planeta, a questio complica-se evi
dentemente, pois que, n'ests caso, os corpos além
de nos manifestafem aquellas propriedades, exigem
para que sejam perfeitamente conhecidos e conve-

(1) Hypocrates, citado por Cabanis—Rappposts du physic el
moral de I'homme, pag. 421.



nientemente aproveitados, o estudo da constituigao
propria a cada um d’elles, o estudo do meio em que
vivem, das propriedades particulares que d’ahi
resultam ; complicagdes estas que se tornam inapre-
ciavels para com o conjuncto celeste, visto a immensa
distancia queyd‘elle nos separa & a extraordinaria
Tarefagao do meio que os cerca.

A cosmologia celeste deve, assim, ser classificada
e estudada antes da cosmologia terrestre, como
abrangendo nm modo de existencia mais geral, mais
mdependente e portanto mais simples.

Estas duas sciencias se nos apresentam distinctas,
quer consideradas sob o ponto de vista logico, quer
sob o aspecto philosophico.

No dominio da cosmologia celeste os phenomenos
estudados sao por tal modo simples que a deduccio
quasi que ahi péde ser exclusivamente empregada,
10 dominio, porém, da cosmologia terrestre a maior
complicagdo e variedade dos casos correspondentes
estabelece como predominante a logica inductiva,
que s6 ahi péde ser definitivamente constituida.

Os factos celestes pela razio de ndo  poderem ser
por nés modificados, trazem-nos ao espirito a no¢ao
preciosa de uma ordem systematica; por elles nés
comecamos a nos conformar com as leis que nos
dominam, a conter o nosso orgulho pela subordi-
na¢io continua a que nos sujeita uma necessidade
irresistivel ; elles tornam mais solidaria a sociabili-
dade humana, como constituindo uma fatalidade
commum a todas as geragoes existentes.

O sentimento do progresso, porém, S0 se NOS.

manifesta quando consideramos os phenomenos fer-
restres. Sao elles que nos ddo a primeira idéa do
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modo porque com uma intervengao convenientemente
dirigida, nés podemos melhorar as condices de
nossa existencia.

Se os factos celestes nos dispoem a aceitar a fata-
lidade systhematica, inspirando-nos uma sugeigao
inteiramente passiva 4 uma ordem absolutamente
inacessivel 4s nossas modificacoes, os factos terres-
tres. pelo contrario, nos estimuldo a actividade,
inspirando-nos ao coragdo o sentimento de um me-
Jhor futuro e dispondo-nos o espirito a ndo aceitar -
o dominio absoluto das fatalidades celestes.

Taes sio as differencas essenciaes entre os dois
ramos da cosmologia 0s quaes nés vamos apreciar
em seus respectivos dominios particulares.

A extensdo e o movimento, unicas propriedades
que estuda a cosmologia celeste, podem ser conside-
radas, ou como um modo de existencia particular '
aos corpos celestes, que s6 por ellas se nos podem
tornar conhecidos, ou como um modo de ser geral
proprio nem s6 a estes corpos, como a todos 0s outros,
que existem na superficie da Terra. :

D'isto resulta a divisdo objectiva da cosmologid
celeste em mathematica ou cosmologia abstracta & asiro=
nomia ou cosmologia concrela.

Considerada objectivamente, como acabamos de 0
fazer, esta divisio parece ndo ser muito rigorosd
yisto que os dois ramos estudam 0s mesmos pheno=
menos apenas considerados sob pontos de vista diver
s0s, mas uma tal supposigdo, perde de todo a impor=
tancia desde que consideramos a distinc¢do subjec
tivamente, o que logo nos faz evidente a impossibil
dade completa de estudar os phenomenos celeste
sem uma previa elaboragdo mathematica.

1:
|
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Com e{:}'eito, 03 movimentos celestes sendo muito
complicados pela influencia que os astros exercem
uns sobre os outros, torna-se necessario ao espirito
humano para chegar ao conhccimento de um facto
tdo complexo, partir de factos mais simples, em que
as alteragoes, -determinadas pela concurrencia dos
corpos, ndo se manifestem e cujo estudo faz parte do
dominio mathematico.

O mesmo dd-se para com a figura dos astros, cuja
apreciagdo s6 é feita com vantagem depois de uma
preparacio mathematica, constituida pelo estudo de
figuras, muitas vezes ideaes, muito mais simples,
melhor deffinidas, permittindo assim dedugoes mais
faceis.

Esta distincgio no dominio da cosmologia celeste
péde ser considerada como tendo sido a causa prin-
cipal do desenvolvimento da positividade racional
no dominio cosmologico, pela separacdo diffinitiva
que estabelecen entre a mathematica, base funda-
mental de nossos mais emineates theorias e typo ex=
pontaneo do verdadeiro espirito philosophico, e a
astronomia, cujas verdades sob a iufluencia de um
regimen retrogado, tantos dissabores custaram ao
venerando Galiléo, por afirmar que o sol era o centro
do systema planetario, e tantas perseguigoes ao illus-
tre Anaxagoras por ter avancado que 0 sol podia ser
maior que o Peleponeso.

Separada da tutella religiosa, a cultura mathema-
tich desenvolveu-se immediatamente, e mais tarde
foi um poderoso auxilio para garantir a estabilidade
das verdadeiras noges scientificas.

Quando Copernico apresentou as suas idéas sobre 0

systema do mundo, a opiniao religiosa foi um dos
Elementos de Algsbra—5
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mais serios obstaculos que elle teve a vencer; e certa-
mente este teria prevalecido se ndo fossem os pro-
gressos rapidos entdo realisados no dominio mathema-
tico: (1)

«A mathematica fica assim constituindo o termo o
mais afastado, onde nos possa conduzir & contem-
plagdo das propriedades da materia ; e nés nao pode-
remos ir além sem sairmos inteiramente do universo
material. Porém, é tal a marcha do espirito humano
em suas indagacdes, que depois de haver generali-
sado suas percepcdes até o ponto de ndo poder mais
decompol-as, elle volta d’ahi sobre seus passos, re-
compoe novamente essas percepgdes e féorma pouco a
pouco e gradativamente os séres reaes que sio objecto

immediato e directo de suas sensacoes. Estes séres-

immediatamente relativos ds nossas necessidades, sao
tambem aquelles que mais importa estudar. Asabs
tracgoes mathematicas facilitam-nos o seu conheci-
mento, mas s6 nos sdo uteis uma vez que a ellas nao
nos limitemos.» (2)

Considerando sufficientes estas ligeiras considera:
¢Oes sobre a mathematica, cuja apreciagio completa
mais sdiante a faremos, nés passamos a tratar da
astronomia, que embora logicamente possa ser con-
siderada como uma especie de mathematica concreta,
scientificamente merecerd sempre um lugar distincto
na classificacgo das sciencias preliminares, como re-
presentando, na phrase de d’Alembert, 0 monumento
0 mais incontestavel do successo a que se péde elevar
por seus esforcos o espirito humano.

.i
.

_i

(1) Laplace, Syst. du monde. X

(2) D’Alembert,—Discour sur I'Encyclopedie—~pag. 21.



SR

O estudo das leis astrenomicas livrou a humani-
dade das superstigdes e terrores que inspiravam nota-
veis phenomenos celestes; por elle nés nos iniciamos
no conhecimento da ordem natural que nos rege,
ordem que embora pressentila no dominio mathema-
tico, 6 se nos apresenta verdadeiramente consistente
quando considerada em relagdo aos imponentes phe-
nomenos celestes diurnos.

«A conviccdo, diz Humboldt, da regularidade que
preside ao movimento dos planetas, foi o que sob
todos os climas, mais contribuiu para fazer indagar-se
a ordem e a lei das ondas do mar atmospherico, das
oscillagdes do oceano, da marcha periodica da agulha
immantada e da distribuicio dos séres organisados
sobre a superficie da terra.» O facto de nds niao po-
dermos modificar os phenomenos celestes levou o
espirito humano a estudal-os, para melhor poder se
conformar com elles e fazer com que da fatalidade de
sua accdo pudesse resultar o maximo proveito para a
existencia collectiva. B é istp o que hoje nés vemos.
0 nosso calendario, por exemplo, é baseado 1o conhe-
cimento perfeito dos movimentos da terra; muitas
festas religiosos sio reguladas pelo movimento da
lua, que entre os musulmanos constitue a base do
calendario; a nossa navegacdo é baseada em obser-
vacoes astronomicas ; o diaé, geralmente destinado a0
trabalho, aproveitandu-se assim a luz solar, superior
4 qualquer outra, e & melhor disposicao do corpo ; a
noite 6 destinada ao descanco, 4 vida da familia.
Conformados, pois, com os factos celestes, noés os
estudamos e tiramos d’ells o maior proveito possivel,
ou 108 preparamos para supportar do melhor modo
sua influencia sobre as condigdes de nossa existencia.
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Os movimentos e as figuras dos astros, como dis-
semos, sdo estudados pela applicagio das theorias
geraes anteriormente estabelecidas no dominio ma-
thematico aos casos celestes.

A efficacia d’esta applicagi’o. porém, exige uma
exploragdo divecta da existencia d’aquelles corpos,
exploracao cujas difficuldades para serem vencidas
exigem no methodo universal aperfeicoamentos, que
a simplicidade dos phenomenos mathematicos apenas
deixa esbocados.

Assim é que no dominio astronomico a arte de
observacdo comecga a ser systhematicamente desen-
volvida e o methodo inductivo, cuja natureza esho-
ca-se imperfeitamente no dominio mathematico, fica
diffinitivamente estabelecido.

Como nao péde haver, observacdio sem raciocinio,
toda observagao puramente objectiva, é sempre acom-
panhada de uma certa elaboragio intellectual, que
lhe é indispensavel.

Este facto é evidente em astronomia, onde a obser-
vacdo de direcgdes simultaneas ou successivas é sem-
pre acompanhada de nma certa theoria, que o espirito
estabelece para construir movimentos ou férmas, que
a vista por si s6 ndo péde abranger. Esta simulta-
neidade da previsio e da inspecgdo, como observa
Comte, affectando as operagdes preliminares, apre-
senta-nos uma falta de precisio, que determina a
instituicdo das hypotheses scientificas, uma das pro-
priedades logicas importantes da astronomia, em
cujo dominio, melhor que em nenhum outro pode ser
apreciado um semelhante processo.

Por este modo apreciada em sua importancia logica
e scientifica, a astronomia constituird sempre a base
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objectiva de nossos conhecimentos systhematicos,
fornecerd ao nosso espirito a verdadeira natureza de
suas especulacoes, fazendo-nos profundamente sentir
que todas as nossas explicagdes reaes reduzem-se a
ligar os diversos phenomenos pela semelhanca ou
successio, de modo a podermos por meio de uns
prever os outros, e finalmense nos levard inevitavel-
mente a substituir as concepcoes absolutas pelas
nogoes relativas.

Taes s@o os motivos logicos e scientiticos que nos
levio a considerar a astronomia como um elemento
distincto na serie de estudos preliminares, e como
caracterisando essencialmente o primeiro grupo das
sciencias cosmologicas.

Vejamos agora a segunda divisio da cosmologia,
que completa o estudo da existencia inorganica —a
physica terrestre. :

Quando se considera os phenomenos relativos 4
existencia inorganica sobre a superfice da terra, con-
vem distiuguir dois casos perfeitamente distinctos e
inteiramente relacionados: um em que constitui¢do
intima dos corpos ndo é alterada, outro em que se
manifesta uma alteracdo mais ou menos profunda
nesta constituicao. Assim, por exemplo, a queda de
uma hola metalica, o aquecimento ou resfriamento
d’agua, sua evaporagdo, o som produzido por um
instrumento de musica, etc., sdo phenomenos que se
manifestdo sem que disso resulte modificacdo alguma
na natureza intima do metal ou do liquido, que con-
tinua a sér a mesma.

0 mesmo, porém, ndo acontece com a combustio
da madcira, do papel, com 0 enferrujatnentf), phe-
nomenos que desde que se manifestdo determindo nos
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corpos uma alterac@o profunda, tornando-os muito
differentes do seu estado primitivo.

Esta distincdo capital determina a devisdo da phy-
sica térrestre em dois ramos,respectivamente relativos
a cada um dos dois casos que consideramos— a phy-
sica propriamente dita e a chimica.

Como facilmente observa-se os factos physicos sdo
mais geraes, mais simples e mais independentes do
que os factos chimicos, a elles sempre snbordinados.
De facto, no primeiro caso os agentes sao estudados
em si mesmos, independentemente de qualquer reac-
¢ao mollecular especifica e no grdio normal em que
elles s6 modificam a constituicdo exterior dos corpos,
em quanto que no segando caso essa modificacdo

sendo interior, intima, seu estado acha-se necessa-

riamente subordinado ao dos agentes physicos que
concorrem para produzil-a.

A physica assim considerada, liga-se pelo estudo
dos phenomenos de calor, luz, gravitacdo ao dominio
astronomico, a0 qual fica subordinada; em quanto que
pelo estudo das leis electricas estabelece exponta-
neamente suas relagdes com a chimica della depen-
dente, e finalmente, pelo estudo das propriedades da
materia, ella estabelece, independentemente da chi-
mica, @ introducio indispensavel ao estudo da exis-
tencia organica, permittindo a apreciacio material
da conjunto humano.

Fica assim a unidade philosophica em parte esta-

belecida pela nnido da astronomia com a biologia,
por intermedio da physica e da chimiea.
Esta ligagio entre a biologia e a astronomia foi

muito vagamente esbogada pela antiguidade. Pytha-—
goras ensinava que 0 mundo era um grande animal,
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um ser harmonico, no centro do qual achava-se o
sol, principio de todo movimento, que era sua alma
e de cujas emanacoes se constituiam os outros astros;
0s astrologos subordinavam os differentes aconteci-
mentos da vida aos movimentos celestes, e preten-
diam explicar o futuro dos povos pelo curso doe
astros ; os cometas eram amaldigoados, como foi o
de 1759, pelo papa Calisto, como portadores da peste,
guerras e toda sorte de males.

Todas estas extravagancias nos deixam claramente
ver o presentimento que jd entdo havia da subordinacao
da existencia organica para com o conjuncto celeste.
A falta de um cabedal sufficiente d¢ nogoes scienti-
ficas com que entdo se podesse estabelecer positi-
yamente esta subordinagdo, era preenchida por um
systhema de nocoes as mais extravagantes e assim
evam satisfsitas as exigencias da epocha até que
necessidades mais importantes determinassem a ela-
boracdo de nogdes mais exactas, queé podessem sub-
stituir as primitivas theorias.

Esta renovacio comeca na idade media com 0
desenvolvimento da alchimia, que embora ainda muito
afastada da astronomia, pela imperfeicao dos estudos
physicos, as suas relagdes intimas com 08 phenome-
nos biologicos, permitiram desde entdo o ensaio de
uma concepcao encyclopedica.

Semelhante construccdo, porém, como era de espe-
rar, foi puramente provisoria, pela necessidade que
houve em preencher com as ideias chimericas da
astrologia o grande intervallo determinado pela falta
de estudos physicos, unicos que podiam estabelecer
a passagem racional da astronomia para a chimica.

« A sciencia celeste, que os antigos haviam estabe-

i
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lecido sobre nma base mathematica, ligava-se familiar-
mente ao estudo dos corpos viventes por intermedio
da chimica. Este esboco de hirarchia encyclopedica
foi certamente, como estado duravel, preferivel 4
anarchia scientifica que hoje prevalece. Mas, depois
de havel-o dignamente apreciado convém reconhecer
que um ultimo elemento tornava-se indispensavel
para permittir a constituigao final da verdadeira escala
elementar de nossas concepcdes abstractas. Entre a
astronomia e a chimica faltava uma sciencia funda-
mental propria a fornecer-lhes uma ligagio natural
que evitasse toda a aproximacio chimerica, Esta
necessidade que ji Roger Bacon presentira, s6 foi
dignamente satisfeita tres seculos-mais'tarde, depois
do desenvolvimento decisivo da physica propriamente
dita, sob a impulsio de Galileo, a qual ligando-se
ao estudo da astronomia e da chimica tornava desde
entdo apreciavel a unidade scientifica. A verdadeira
concepcao encyclopedica tornou-se d’ahi por diante
tanto mais demorada, quanto maior foi a preponde-
rancia simultanea do espirito de detalhe, que desviava
os sabios da apreciacdo do conjuncto.

Assim, pois, a evolucdo historica do espirito hu-
mano confirma precisamente em dois casos essenciaes
a grande lei que colloca a constituigio de toda dou-
trina intermediaria de conformidade com os dois
termos extremos de que ella deve constituir a ligagdo
final.» {Comte, Politique positive.)

Pelo lado logico, a physica se nos apresenta
como eminentemente propria ao desenvolvimento 0
mais completo do espirito inductivo, que s6 ahi fica
precisamente apreciado quanto 4 sua natureza e des-
tinacdo, como desenvolvendo e aperfeigoando a
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observacdo expontanea com o emprego essencial do
methodo esperimental, o qual inapplicavel em astro-
nomia, vai-se tornando de applicagio mais difficil
proporcio que se considera dominios superiores como
0 da biologia, sociologia e moral.

Falta-nos, para compfetar o estudo da existencia
inorganica, apreciar a chimica, cujo dominio refe-
re-se, como vimos, aos differentes phenomenos de
decomposicao, que representdo o0 modo mais compli-
cado porque se nos tornam conhecidos 0s cOrpos
brutos.

Considerada pelo lado scientifico, a chimica com®
pleta o estudo da cosmologia geral e elabora as bases
definitivas da biologia ; considerada sob o aspecto
logico, ella n3o nos apresenta acquisi¢ao alguma
nova para o methodo positivo e apenas limita-se a
eshogar 0 methodo comparativo proprio & biologi,
a estabelecer as nomenclatiras systematicas e a des-
envolver a logica inductiva, constituida na physica,
ahi melhor caracterisada em virtude da fraca in-
fluencia do espirito deductivo inteiramente livre da
influencia mathematica.

« Os phenomenos chimicos, diz Comte, 830 caractes
risados por uma actividade verdadeiramente interme-
diaria entre a que nos manifestam os astros e a queé
& propria aos corpos viventes. S6 a chimica péde per-
mittir um estudo racional da existencia vegetativa,
sobre a qual repousa a animalidade e mesmo a hu-
manidade. Sua intervencdo torna-se ahi duplamente
necessaria para apreciar o meio conforme as leis ge-
raes das diversas combinacoes.

Ainda mais, a influencia encyclopedica da chimica
prepara logo o espirito positivo para 0s habitos bio

*
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logicos, fazendo surgir o primeiro sentimento syste-
matico da hierarchia das existencias naturaes,
tendencia esta que ahi se manifesta immediatamente
quando se considera seu conjuncto como succedendo
aos da astronomia e o da physica. Uma tal successio
indica, com effeito, na actividade puramente inor- j
ganica uma progressao analoga, a que depois caracte- J‘
risa a expontaneidade vital, primeiramente vegetativa -
ou de nutrigdo, depeis animal ou de relagdo e final-
mente humana ou social. :
Sem duvida a serie cosmologica ndo comporta de"
nenhum modo os numerosos intermediarios que per--
tencem a cada modo fundamental da existencia’
superior, mas limitando-se aos tres grdus essenciaes
da existencia inferior: primeiramente mathematica,
depois physica, finalmente chimica, ndo é possivels
deixar-se de reconhecer uma gradagdo hierarchica®
analoga 4 da vida, pois que cada um d'elles modifica’
o precedente a elle se subordinando, semelhante=
mente ao que se dd nos diversos estades organicos.
A’ todos os titulos, poeis, a chimica constitue um
estudo mais elevado do que a physica, cuja destiz
nacdo principal consiste, no fundo, a fornecer-1he
uma indispensavel introduccdo, ficando assim a dll
mica subordinada 4 physica. P
A difficuldade hoje mvito esquecida em separar dor
estudos tdo visinhos, constitue a principal causa hiss
torica da longa demora que experimentou a evolugi®
das theorias chimicas, desde seu nascimento escolass
tico; pois que sua racionalidade nio podia surgi®
mesmo no estado metaphysico sendo depois da orgds
nisagdo distincta das principaes doutrinas physicas:
a qual permaneceu insufficiente até o seculonltimo.®
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Nos factos physicos a constituicao intima dos cor-
Pos ndo se altera, nos factos chimicos, pelo contra-
rio, 0 phenomeno caracteristico sao notaveis modifi-
cagdes que apresenta essa constituicdo, manifestando
uma actividade especial tao semelhante & exponta-
neidade vital que foram precisos muitos annos pard
que o espirito humano chegasse a separal-os deffini-
vamente.

Sob o aspecto physico os corpos so se differencio

pelo maior ou menor grio em que elles possuem as

propriedades correspondentes, sob o aspecto chimico
elles se differencao por ter cada um uma constitui¢ao
especial, que lhes dd propriedades chimicas diversas.
A prata, por exemplo, pelo lado physico, distingui-
se do ouro por ser um metal menos denso, ductil e
maleavel, etc., emquanto que chimicamente estes dois
metaes apresentdo constituicao muito diversa e pro-
priedades profundamente distinctas. —Assim é que 0
sal commum que nenhuma acgdo exerce sobre 0 ouro,
immediatamente ataca a prata, modificando-lhe a na-
tureza. Com a chimica fica assim completado 0 estudo
do conjuncto inorganico.

Resumindo nés vemos que 2 existencia fundamen-
tal do meio terrsstre ¢ primeiramente astudada em
seu modo mais simples constituido pelos phenomenos
de extencio e movimento, que a abstracgdo nos per-
mitte considerar isolados de todos os outros :—¢€ 0
dominio da mathematica, onde 2 simplicidade e ge-
neralidade dos casos correspondentes permittem 0 de-
senvolvimento 0 mais amplo da logica deductiva.
Estudadas as leis mathematicas, a sua applicacgio
208 casos celestes nos fornece as relacdes geraes e
reaes do nosso planeta com todos os outros do sys-
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tema solar: é o dominio da astronomia, onde comeca:
a ser constituido o methodo inductivo, e onde abser-
vagdo directa fica plenamente systhematisada. De-
pois d’isto a existencia inorganica passa a ser apre-
ciada de um modo muito mais especial, em suas
propriedades mais particulares, e nas modificacges
que nao acarretam alteracoes na structura dos cor-
pos: é o dominio da physica propriamente dita, onde
fica a logica inductiva completamente desenvolvida,
a experimentacdo diffinitivamente instituida; final-
mente no dominio da chimica a existencia inor-.
ganica é estudada em sen modo de ser mais compli-
cadoe particular, ficando ahi estabelecido o emprego.
das nomenclaturas systhematicas e eshogado o me-
thodo comparativo.
Consideremos agora a existencia organica.
Aqui a questio complica-se de um modo extraor-
dinario. Todos os phenomenos estudados nos dominios
anteriores concorrem agora para complicar os phe-
nomenos vitaes, sugeitos a leis que podem variar de.
uma maneira notavel. ]
« Consideradas sob este ponto de vista  do estudo’
das existencias ) as leis vitaes, a primeira cousa que
ellas nos offerecem é a notavel differenca para com
as leis physicas. As primeiras constantemente varia-
veis em sua intensidade, sua energia, seu desenvol-
vimento, passam muitas vezes com rapidez, do ultimo
grdo de prostagdo ao ponto mais elevado de exaltas
¢30; accumulam-se, enfraquecem-se alternadamante

sas mil modificagoes diversas. O somno, a vigilia, o
exercicio, o repouso, a digestdo, a fome, as paixﬁe.s.;
a acgdo dos corpos que cercam o animal, tudo O
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expde a cada momento a nu merosas revolucoes. As
segundas, pelo contrario, fixas, invariaveis, constan-
temente as mesmas em todos os tempos, s3o a origem
de uma serie de phenomenos sempre uniformes. Com-
parai a faculdade vital de sentir, 4 faculdade physica
de attrahir e vereis a attracdo ser sempre na rasao
da massa do corpo bruto em que se observa, emquanto
que a sensibilidade muda constantemente de propor-
30 na mesma parte organica e na mesma massa de
materia.

A invariabilidade das leis que presidem aos phe-
Nomenos physicos, permitte submetter ao calculo
todas as sciencias de que sdo objecto, emquanto que
applicada aos actos da vida, a mathematica ndo pode
Jamiis offerecer férmulas geraes. Calcula-se a volta
de um cométa, a resistencia de um fluide percorreudo
um canal inerte, a velocidade de um projectil; mas
Calcular com Borelli a forga de um musculo, com
Keil a velocidade do sangue, com Jurine, Lavoisier
4 quantidade de ar que entra nos pulmoes, é cons-
truir sobre areia movedica um edificio solido por si
mesmo, mas que tem de cahir por falta de uma base
estave] .

Esta instabilidade das forcas vitaes, esta facilidade
que ellas teem de variar a cada instante, para mais
OU menos, imprime a todos os phenomenos vitaes
um caracter de irregularidade, que os distingue dos
phenomenos physicos, notaveis -por sua uniformi-
dade. Tomemos para exemplo os fluidos viventes e os
Inertes. EFstes, sempre 0S mMesmos, s30 conhe?idos
logo que sejam analysados uma vez com exactldﬁor'
Mas quem poder4 dizer conhecer os outros por uma so
U mesmo muitas analyses feitas nas mesmas Cir-



— 0 e

cumstancias ? Analisa-se a urina, a saliva, a bilis
etc. tomadas indifferentemente em tal ou qual su-
jeito e de seu exame resulta a chimica animal. Seja;
mas ndo é a chimica physiologica. E'se me permit,
tem dizer, a anatomia cadaverica do fluido. Sua phy=
siologia compde-se do conhecimento das ipnumeras
variacoes que elles experimentam, segundo o estudo.
de seus orgios respectivos. A urina, depois das re-
feicoes, ndo é a mesma que depois do somno; ella
contem no inverno principios que lhe sio estranhost
no estio, quando as excregdes fazem-se pela pelle.”
A simples passagem do quente para o frio pédes
suprimindo o suor, enfraquecendo a exalagio pulmo=
nar, fazer variar sua composi¢ao |

0 mesmo d4-se para com os outros fluidos : 0 estudos
das forcas vitaes nos orgdos donde ellas se originamy
muda a cada instante. Estes orgdos devem tambem
experimentar alteragdes continuas em seu modo de&!
acgdo, e por conseguinte fazer variar as substancias’
que elles separam do sangue. » {1) N

Estas consideracoes de autoridade tao eminenté
como ¢ Bichat, vém consolidar poderosamente a né=
cessidade de estabelecer o estudo da cosmologia ans
terior ao estudo do conjuncto vivente. i

Os seres viventes nos apresentam tres ordens d&
phenomenos distinctos: uns geraes, communs a aﬂ%’
malidade e vegetalidade, taes como a nutri¢do, ©
desenvolvimento, existencia limitada, reprodu _'
outros s6 proprios aos animaes, tacs sdo, por exemts
plo, o sentimento, a intelligencia, a sociabilidad?,
o finalmente outros que caracterisam a especie hUS

(1) Bichat, De la vie et de }a mort, pag. 56.

i
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mana, taes como o aperfeicoamento systhematico do
sentimento e da intelligencia, tendo em wista um
completo aperfeicoamento da existencia collectiva.
0 estudo dos primeiros, isto 6, da vida em geral,
Constitue a Biologia, o dos segundos, isto &, da ordem
collectiva, constitue a sociologia propricmente dila e
finalmente o estudo dos terceiros, ou da ordem hu-
mana individual, constitue a moral.

Os phenomenos biologicos sendo mais simples e
mais geraes do que os phenomenos sociologicos, e
estes menos particulares e complicados que 0s factos
moraes, segue-se que a biologia deve ser classificada
e estudada antes da sociologia, do mesmo modo que
esta deve ser antes da moral.

E’ impossivel, com effeito, conceber a existencia
social sem primeiro suppor os individuos que a com-
POe em condi¢des normaes para 0 exercicio de seus
tres elementos essenciaes : sentimento, intelligencia
e actividade, os quaes se achao subordinados 4 vida
de nutri¢ao ; por outrolado emquanto a func(,lﬁ‘_‘ que
Caracterisa a vida vegetativa é commum a0s animaes
€ vegetaes, os phenomenos sociaes sO se man]fcs‘tﬁo
Nos animaes e sobretudo na especie humana—A vida,
POis, como nos mostrio os vegetaes, pode existir sem
a sociabilidade, emquanto que ¢ impossivel conceber
sociedade por mais rudimentar, sem ter supposto
Préviamente a vida.

Identicamente o desenvolvimento e aperfeigoa-
mento de nossas faculdades, considerados objectiva-
mente, suppdem sempre a existencia social, unico
modo de ser por que nés podemos fazer predominar
em nés os sentimentos sympathicos, sobre os senti-
lentos puramente pessoaes. :
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E’ erro, pois, querer-se corrigir criminosos pelo
1solamento. Scientificamente devia o jrocedimento
ser contrario, isto &, devia-se dar ao Criminoso uma
existencia mais intima com os seus semelhantes. Se
por este modo ndo se obtivesse a regeneracio, muito
menos se a obteria pelo primeiro e entdo s6 ha um
remedio e perfeitamente humano e social, em que
pese aos metaphysicos, esse remedio & eliminar o
individuo pela morte. o

Com a biologia fica estabelecida a passagem na-
tural do estudo inorganico para o estudo do conjuncto
vivente, em seu modo de ser o mais elevado, o mais
especial, cuja apreciagdo deve resumir o verdadeiro
fim de nossas especulacdes. ;

No dominio biologico o methodo comparativo -
torna-se dominante e perfeitamente caracterisado.
A comparacdio é ahi feita entre os differentes indivi- ,{
duos da grande escala subjectiva dos seres viventes,
entre os sexos, entre as diversas partes de um mesmo
organismo, entre as diversas phases que apresenta 0
seu desenvolvimento e finalmente entre as differentes
ragas ou variedades de cada especie.

A complicacio e solidariedade dos phenomenos
vitaes, sobre tudo quando considerados relativamen ‘
ao homem, objecto essencial dos estudos biologicos,
nos impoe 0 methodo comparativo como o mais racio-
nal, mais proprio e efficaz para as indagagoes vitaes.

« Assim, pois, diz Cabanis, quando se estuda €
homem é necessario sem duvida consideral-o sob um’
ponto de vista geral, que abranja em um s6 todo 0
conjuncto das propriedades e operagdes que consti-
tuem sua existencia, afim de apanhar suas relagoes
mutuas e a acgdo simultanea de que resulta cada

S
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Iﬂ?enomeno que se procura submetter 4 observacao.
Ainda mais, depois desta primeira apreciacdo que
fixa o objecto em seu todo, em sua disposicao geral,
0 estudo detalhado de cada ordem de phenomenos,
Sém o0 qual o do conjuncto systhematico ficaria ne-
Cessariamente imperfeito, exige que a observacio o
150le e 0 considere a parte. A severidade dos pro-
Cessos analyticos é sobretudo necessaria no estudo de
objectos, tao variados, tao instaveis e tao delica-
dos.» (1)

Se considerada objectivamente a sociologia estd
su_bordiuada 4 biologia, é incontestayel que subje-
- Clivamente 0s phenomenos biologicos, devem ser
considerados como profundamente influenciados pelas
pelas leis sociologicas, cujo conhecimento torna-se
assim indispensavel ao seu estado completo.

Estando, ainda mais, a biologia subordinada &
cosmologia, ¢ claro que o seu estudo deve ser pre-
Parado por uma instrucedo dosdominios anteriores,
de modo a ndo ficar a cargo dos purcs cosmologistas
a applicagdo das theorias cosmologicas aos factos bio-
logicos, s6 perfeitamente apreciaveis depois de um
Suficiente conhecimento da existencia inorganica e
da existencia social a qual elles achao-se subjectiva-
mente subordinados, Assim é que Descartes pretendia
submetter toda a natureza simplesmente ds leis geraes
da physica e do movimento. A circulagdo do sangue,
a digestao, os movimentos musculares, elles os ex-
plicava por meio de uma materia subtil ; comparava
as palpitagdes do coragio a uma fermentagdo. Os
animaes' erio para elle, simples machinas, o que de-
—_—

\ ; }
(L) Cabanis—Loc. cit. pag. 341. Elementos de Algebra—6
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terminou, mais tarde, a observagdo do incomparavel
Fontenelle, dizendo que da unido de uma machina
cachorro, com uma machina cadella nascia uma ma-
chinasinha semelkante, emquanto que dois relogios
unidos nunca se havido reproduzido.

Todas as especulacdes positivas, diz Comte, re-
pousam, pois, em ultima analyse, sobre um concurso
continuo entre a fatalidade e a expontaneidade,
causas respectivas da constancia e da variagdo. O
dogma fundamental do positivismo consiste, assim,
na harmonia fundamental entre duas sortes de leis,
a0 mesmo tempo antagonistas e solidarias: umas
exteriores ou physicas, outras interiores ou logicas;
em termos mais geraes e portanto melhor definidos,
a constancia das relacdes naturaes resulta da conci-
liagio permanente das leis biologicas com as leis
cosmologicas.

Atravez as nuvens metaphysicas, os verdadeiros
pensadores sempre presentiram mais ou menos con-
fusamente este grande dualismo, base necessaria de
todos 0s nossos conhecimentos. Desde Kant prinei-
palmente, tem-se comprehendido que as leis phy=—
sicas suppoem as leis logicas e inversamente.
Porém s6 a pura philosophia biologica podia pro-
porcionar uma verdadeira consistencia a ‘estas con= =
struccoes preliminares, nas quaes em comeco, as
funccoes intellectuaes achavdo-se irracionalmente
isoladas das outras funccdes vitaes. Desde entdo re-
conheceu-se que uma tal harmonia, de modo algum™
absoluta, é sempre duplamente relativa & natureza =
do organismo e & natureza do meio. Ella varfa, pois;
mesmo sobre 0 nosso planeta entre os diversos modos
ou grios de animalidade ainda que suas variagdes
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ndo possam ser arbitrarias. As especulagoes huma-
nas apresentam-se assim como consistindo principal-
mente em conceber esta ordem relativa, tanto quanto
comnportar nossa natureza e exigir mossa situacao.
Hste dogma fundamental, porém, s6 pode ser plena-
mente comprehendido e mesmo purificado de toda
tendencia para o absoluto, quando a n0gao das leis
biologicas propriamente ditas foi completada e sys-
tematisada pela nogdo das leis sociologicas.»

Antes de entrarmos na apreciagio da moral, con-
vem-nos eshocar ligeiramente o dominio da sociologia
propriamente dita. A sociedade composta de seres
humanos, apresenta como elles certos orgaos, func-
goes, uma certa disposigdo statica, cuja constituiao
e desenvolvimento acham-se subordinados a um con-
juncto de leis, que constituem o verdadeiro objecto
da sociologia. E’ necessario, pois, distinguir na so-
ciologia uma parte statica, em que sao estudados 08
elementos constituintes da sociedade, taes como : a
Familia, o Governo, o Poder temporal, a linguagenm,
a propriedade; e uma parte dynamica em que sé apres
cia 0 desenvolvimento da ordem assim constituida,
as modificagoes correlativas porque passam 0S ele-
mentos que a compoem. A primeira nos da a dou-
trina da ordem; a segunda apresenta a theoria do
progresso, assim considerado como sendo o desen-
volvimento da ordem correspondente.

0 methodo predominante na sociologia € 0 methodo
ou a filiagio historica, que consiste - essencialmente
no>uso racional de wma seriz historica, isto &, de uma
successao de acontecimentos, onde cada estado procede de
um estado anterior e prepara o0 sequinte, de modo a per-

miltir verdadeiras previsoes.
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Vejamos agora a moral, ultima das sciencias
abstractas e a que estuda os phenomenos mais comple-
xos e particulares. A individualidade humana scien-
tificamente considerada compde-se de tres elementos
essenciaes: o sentimento, a intelligencia e actividade.
O conjuncto d’estes tres elementos representa a alma,
cujo local proprio é o cerebro. Estes elementos, uma

vez estudados, resulta para nés o conhecimento das
condicoes a que elles devem satisfazer, para que esta-
belecida a convivencia social. esta seja a melhor
possivel. Este conhecimento nos fornece certas
prescripgoes, que mos permittem fazer com que 08
individuos jd incorporados a vida publica e os que
comecam a desenvolver-se, por um systema deter-
minado de educagio, se achem convenientemente
aptos a voluntariamente respeitarem e seguir essas
prescripgOes, baseadas essencialmente na nogdo do
dever.

A moral, diz Cabanis, é6 muito necessaria aos ho-
mens. Ella constitue para elles uma necessidade
quotidiana e de todos os instantes, para que elles 2.
deixem assim entregue ao joguete d’essas opinides
theoricas (metaphysicas e theologicas), cuja incerteza
e diversidade deviam por si sés bastar para fazer:
sentir aos homens, 0s mais obstinados na crenga d’a-
quelles a quem elles seguiam, o quanto era absurdo
e perigoso estabeléter sobre uma base tdo movel:
principios que devem ser etarnos. Elles procuravam:
longe desi o que lhesestava perto, e n’elles mesmo.
As regras da moral derivam-se das relagdes mutuas:
que estabelecem entre os homens, suas necessidades
e suas faculdades. Estas relagdes s3o constantes &
universaes, pois que a organisacio humana é fixa,
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ou, pelo menog, as modificacoes de que ella é suscep-
tivel n@o podem de modo algum influir sobre ellas.
E quanto aos motivos que levaram a praticar as
regras da moral, elles estam na utilidade geral, que
verdadeiramente as determina e constitue, nas van-
tagens particulares, ligadas ao habito de subordinar
Suas acefes e mesmo suas inclinagOes a esse bem
estar geral.

« Tal 6, com effeito, a base eterna, tal é a sangao
da virtude, cuja pratica é tao conforme 4 natureza
humana, a quem ella proporciona um contentamento
interior, independente de todo o calculo, e, que pela
agradavel necessidade das sympathias, de que ella
dessenvolve o aperfeigoa todos os movimentos, da ao
Coracao uma satisfagdo constante e acaba por tornar
s proprios sacrificios uma fonte de felicidades.: A
Necessidadae, porem, da moral deve fazer perdoar
a0s sabios da antiguidade o haverem querido dar-lhe
todo o apoio possivel, apresentando-a aos homens
como sendo a vontade de autoridades invisiveis, @
mesmo de terem imaginado outra recompensa para
aquelles que lhe ficavam fieis e outras punigdes para
0 que a ultrajavam, differentes dos da consciencia,
da ordem immutavel das cousas e das leis sociaes. »

O estudo da naturesa humana forma o verdadeiro
dominio da sciencia moral.

Este problema complicadissimo, cuja elaboragio
decisiva estd subordinada a um estudo completo das
leis sociologicas, foi porlongo tempo entregue ao0s
metaphysicos e theologos.

S. Paulo esbogou-o quando estabeleceu 2 lucta
permanente entre os bons ¢ maus. sentimentos: homo
duplez . '
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Mas a verdadeira base scientifica do problema sé
ficou assentada quando oeminente genio de Gall ela-
boron a sua theoria cerebral, cujas imperfeicies sio
justificadas se se attender dscondig¢des do meio em que
elle viven, e o estado de atrazoem que se achavam 4‘
as leis sociologicos, que tdo profundamente inffuem
sobre a evolucdo individual. :
Gall estabelecendo a pluralidade das funccoes da
alma e localisando-as no cerebro, substituio a lucta
entre a natureza e a graga, imaginada por S. Paulo,
pela opposicdo real entre as partes do cerebro onde
s@ acham localisados os nossos instinctos menos
nobres e mais pessoaes, e a parte anterior onde se
acha 0 que nés possuimos de mais nobre e elevado :
o amor e a intelligencia. Por esta forma fica deffi-
nitivamente estabelecido no terreno puramente seien-
tifico, o magno problema, rebelde a tantos esforgos -
e cuja solugdo s6 foi plenamente estabelecida muito
mais tarde depois de constituido a elaboragdo socio-
logica, apenas delineada pelo eminente Condorcet.
Partindo, pois, da consideracio do mundo apre-
ciado sob o aspecto mais simples, nés chegamos
gradativamente 4 consideracio do homem em o seu
modo de ser mais mais complicado e mais nobre : 3
existencia moral. :
No dominio mathematico nés consideramos os phe-
nomenos de extensio e movimento, abstrahindo dos
phenomenos physicos, chimicos, etc. Por conseguinte
se objectivamente estes ultimos se acham subordi=
nados aos primeiros, subjectivamente os primeir0f
acham-se comprehendidos nos segundos dos quaes
foram separados pela abstracgao simplesmente para:
facilitar a aprecia¢d@o. Do mesmo modo, quando con=
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sideramos os phenomenos physicos abstrahimos dos
factos chimicos, biologicos, etc.

Se, pois, estes ultimos factos s30 objectivamente
subordinados aos primeiros, subjectivamente os factos
physicos estam incluidos nos factos chimicos, biolo-
gicos, etc. dos quaes foram separados pela abstracao.
Racionando de um modo identico nés chegamos d
concluir que, se objectivamente os phenomenos ma-
thematicos s30 os mais geraes por serem 0S mais
simples, subjectivamente as nog0es moraces s30 as
mais geraes por comprehenderem todas as outras,
generalidade que decresce até ao dominio mathema-
tico, onde é a menor possivel.

Tambem esta ultima sciencia é de todas a que 1nos
fornece um conhecimento mais imperfeito dos seres,
pois 0s aprecia em sua existencia mals grossgira e
menos intima.

D’isto conclue-se, que assim como na classificaciio
que acabamos de fazer nés partimos do mundo para 0
homem, seguindo objectivamente a lei de generali-
dade decrescente e dependencia crescente, do mesmo
modo nés podiamos partir da considerac@o do hon{em
para o mundo, ¢ entdo a lei nos seria dada subjec-
tivamente.

O conjuncto d’estas sete sciencias constitue a sys-
thematisacao do dogma positivo, cuja cotfst}tm@ao
synthetica pode ser dividida por dois modos c-llslellctOS.
um mais objectivo e mais dogmatico, consistindo em
separar 0 estudo do mundo inorganico do.estudo do
mundo grganico, a cosmologia da sociologia, a apre-
clacio ga Terra, da apreciagao homem ; Ouffl{ mais
historico, ¢ mais subjectivo, consistindo na distincgdo
entre a ordem exterior e a ordem interior humana

-
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oumoral. D’aqui resulta, que na primeira divisao a
biologia constitue o' preambulo da sociologia e na
segunda representa o complemento da cosmologia.
Sob o ponto de vista pratico as vantagens que nos
offerecem as duas divisdes binarias s3o identicas.
A divis@o dogmatica caracterisa a actividade da Hu-
manidade, instituindo a reacdo total da vitalidade
sobre a materialidade, a divisio historica nos leva
a considerar o progresso destacando os phenomenos
Inorganicos, nos quaes primeiramente desenvolveu-se 3’
a positividade, dos phenomenos organicos, onde s6
muito mais tarde veio a ser reconhecida a invariabi-
lidade, cuja descoberta foi sempre difficultada pela
facil modificabilidade dos factos correspondentes. ;

Esta divisao binaria dd lugar a duas constituicoes
ternarias, cada uma das quaes apresenta proprie-
dades essenciaes, que as distingue completamente.
A primeira obtem-se considerando a economia uni-
versal segundo a progressio normal entre a ordem -
material. a ordem vital e a ordem humana.

Ella traduz melhor a continuidade, systhematisa a
invencdo abstracta e os progressos concretos. A outra
resulta da subordinagdo entre as leis physicas, intel-
lectuaes e moraes.

Ella traduz melhor a verdadeira unidade de nossas
concepedes ¢ de nossos esforgos, mostrando-nos cla-
ramente o fim social para que elles devem convergir
e a inspiracdo sob que se devem desenvolver.

Estas divisdes ternarias combinadas podem dar
ainda uma disposicio quaternaria constituida pela:
cosmologia, biologia, socialogia e moral. Ou entdo
pode-se obter a disposicio ternaria grupando oS
termos da escala encyclopedica dois a dois e assim -
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formar tres grupos binarios: um inicial mathemati-
co-astronomico, outro final, biologico-sociologico e
entre elles um intermediario, physico-chimico, que
estabelece a passagem do dominio logico para o do-
minio vital.

Separando, na primeira divisao quaternaria, a ma-
thematica da physica, no dominio da cosmologia,

16s obtemos uma disposicio quinquenaria, unica acel-
tavel, a qual apresenta a vantagem de comecar pelos

Phenomenos os mais simples @.accessivels.

_ A ordem em que deixamos classificadas as sete scien-
clas que constituem 0s nossos conhecimentos abstra-
ctos, 6 como vemos & que nos inspira a observacao
dos factos, e aquella geralmente presentida pelos
espiritos mais eminentes Bacon, d’Alembert, Am-
pére, etc. A. Comte, ndo fez mais do que firmara
elaboracao completa das vistas mais ou menos justas
d’aquelles notavers pensadores. A sua classificacao,
que deixamos explicada, é hoje aceita por mjlltDS
COmo a mais simples e mais philosophica, © regeltafa
Por outros pelos deffeitos que necessariamente sao
inherentes a taes produccoes. A nés parece que ella
satisfaz perfeitamente a questio do ensino, de parte
as justas objecdes a que estd sugeita, 0 que tambem
N0 falta e em maior numero a outra qualquer.
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APRECIAGAO DA LOGICA POSITIVA

Todas as nossas concepgdes sio sempre consti-
tuidas de uma parte objectiva, que comprehende os
Materiaes fornecidos pela observacao do mundo exte-
*or e de uma parte subjectiva constituida pela con-
Strucedo que as nossas faculdades intellectuaes
formam com esses materiaes devidamente apreciados,

ara obter estes elementos o espirito emprega a abs-
traccao de modo a poder considerar os factos geraes
dependentes das acces particulares proprias a
Cada caso, e que si se fosse levar em conta jémais
Permittiriam resultados aproveitaveis. Assim liber-
taqos dos elementos perturbadores que a realidade
Objectiva nos apresenta, comprehende-se perfeita-
mente que as theorias que chegamos a construir s30
“empre traducgdes approximadas e jimais precisa-
Mente exactas da ordem exterior. Por conseguinte,

esde que quizermos apreciar devidamente a ordem
na.t"}ral’ é necessario 4s leis theoricas, reunir o do-
Ini0 das vontades, que serdo representadas em sua
u uencia por essas perturbagdes que ndo 1noS .f01
POssivel avaliar, ¢ uma vez subordinadas s theorias

.deduzzdas d’essa mesma ordem exterior, sim phﬁcada

pela abstracqﬁo, completard satiefactoriamente a con-
“®peao da harmonia universal.

A
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Com as theorias nés temos em vista a descoberta
das leis geraes que presidem a cada classe de pheno-
menos distinctog, ou das que sdo relativas a todos
em geral, independentemente de sua diversidade.
Com a pratica nés procuramos melhorar a ordem
real levando em conta as influencias que a theoria
nio considerou por ndo comportarem uma exacta
apreciacdo. A theoria é, portanto, aperfeicoada em
sua realidade, em sua harmonia com a ordem con-
creta, com auxilio da pratica e esta por seu lado 6 =
guinda em suas indagacoes pelas indicacoes theoricas
que s6 podem formular previsdes verdadeiramente -
racionaes, e por este modo determinar os limites
possiveis 4 ac¢do de nossa actividade. Sem o auxilio®
da pratica que estreita as suas relacdes com a ordem

vantagem nos poderiam proporcionar; seriam chi-
meras sem importancia alguma apreciavel ; sem as
indicacoes da theorla a nossa actmdade seria mmtasa-

esforqos seriam inutilisados por trabnlhos ‘infructi
feros.

Hoje, por exemplo, ndo ha mais quem procure che: -f
gar a determinar o motu contingo, quem investigue
um modo de poder transformar o chumbo ou o ferr
em ouro; ji é muito reduzido'o numero dos que
entregdo a indagacdio das causas primeiras dos p
nomenos que observamos. E isto porque as leis th
theoricas nos tém levado 4 conclusdo de que todos 05
nossos esforcos a esse respeito serdo sempre mutelﬂ'-
desnecessarios.

Emquanto na ordem abstracta _procura-se apre
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as leis geraes dos differentes modos de existencia, na
Ordem concreata especialisa-se cada acgio pelo con-

Juncto de circumstancias que tendem a modifical-a.

A primeira §, por conseguinte, mais simples, pois

que cada facto ahi ¢ considerado isolado de todos
95 0utros; 6 mais relativa a intelligencia que a cons-
troe ; 3 segunda é mais complexa, 6 mais synthe-
tica, poisque ahi os seres sio considerados quanto ao
Conjuncty total de sua existencia real, ella é6 mais
conforme ag sentimento. A primeira acha-se essen-
“almente subordinada 4s leis cerebraes que garan-
®M 0°exercicio normal de nossas aculdades ; a se-
8unda essencialmente dependente das leis cosmolo-
Zlcag,

E" necessario, pois, distinguirmos a harmonia uni- '
versal como realisada pela concurrencia de duas
Ordens distinctas e intimamente relacionadas: uma
Construida’ em nosso cerebro, theorica, constituida
FOr um conjuncto de leis que nés concluimos dos ma-
teriapg que o mundo nos fornece pelos sentidos; outra
*Xterior percebida em nosso cerebro e a qual embora
Sutlicientemente explicada pelas leis abstractas, exige
Para syg completa explicacio a intervengﬁ({_ das
Vontadeg que entdo predominam, como predominam
a3 leis na grdem subjectiva. 1

A synthege final, que nés yamos muito ligeira-
mente esbocar, consiste em unificar essas duas 01-deus
. pela Sympathia, de modo a que fique normalment_e

4 actividade ¢ 4 intelligencia subordinadas ao senti-

Mento, ¢ que o individuo fique subprdinado 4 hu-
Manidade

0 Fetichismo, essa religido essencialmente sentif
Mental de 1ogga infancia, suppondo todos os seres

S e N L
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animados das mesmas propriedades que o homem,
0 unico typo n’essa época, sufficientemen te conhe-
cido ; apresentando todos os corpos como essencial-
mente sy mpathicos, pela similhan¢a que lhes suppoe
como typo humano, esbogou o methodo subjectivo,
que s6 muitos seculos depois pode sz rehabilitar
dignamente. Em essa synthese primitiva, porém,
o dominio das vontades era absoluto; a abstrac-+
¢io ainda ndo tinha o desenvolvimento necessario
para elaborar o estudo das existencias independentes
dos seres, embora, segundo a bella observacgdo de
Comte, ella ji se apresentasse na apreciagao do phe-
nomeno da morte. O theologismo desenvolvendo &
abstracc@o pela nogdo dos deuses, formulon uma 1
nova synthese toda objectiva que devia preparara =
instituicdo da synthese final subjectiva, essencials =
mente social, na qual se concilia a ordem abstracta-?
com a ordem concreta, por uma digna subordinagd0
da ordem estabelecida pelo fetichismo, em que predo=
minavam as vontades, 4 ordem legal em que predo- =
minam as leis, cuja exacta apreciagio s6 fo1 posswel 1
com o desenvolvimento que recebeo a abstraccdo 00 =
dominio theologico. Por esta férma as leis devem =
dirigir a razao pratica o empirismo, e este por se0
lado corrigird, completando, as affirmacoes theo rwa’ﬂ i
do doomatxsmo

de modo algum pode alterar a positividade de
conhecimentos abstractos, visto como o caracter paf' y
ticular da ac¢do porque ellas se nos manifestam,
torna necessanamente subordmadas s lexs gerd



Subordinagio sendo ignorala pela falta de conheci-
fento das leis geraes, comprehende-se que era muito
Hatural admittir o absoluto dominio das vontades ;
10 regimen actual, porém, essas leis geraes sendo
Completamente elaboradas, a admissio das vontades
? ellas subordinadas, para explicar satisfactoria-
Mente a verdadeira ordem coucreta, é tap legitima
0mo todas as hypotheses scientificas que sdo feitas
10 dominio da mathematica e da physica, as quaes
tio Voluntariamente acceitamos sem receio algum de
q'ue se altere a precisdo de nossas conclusdes defini-
tivag,

A incorporagao do fetichismo inicial 4 synthese

Bal, constitue assim uma condigdo capital, indis-
Pensave] a0 gey estabelecimento completo.

O meio inorganico era na concepcao fetichista
dotado gq todos os attributos da natureza humana.
40 mupgy comprehende tudo, diz Times, elle é
Alimado ¢ dotado de razio: é o que tem levado
Muitos philosophos a dizerem que o mundo era
Vivente e sabjo.

Clianthg que considerava o universo como Deus
OU Como causa universal e primeira de todos os
e.ﬁ'eitos, dava uma alma e uma intelligencia ao
Mundo ¢ erg 5 esta alma intelligente que pertencia
PrOPl‘iamenteédivindade Deus que, segundo elle,
®stabelecia syq principal séde na substancia etherea
°X este elemento subtil o luminoso que circula em
4bundanejg em torno do firmamento e que d’'ahi se
>SPalha a todog g astros que por isto mesmo par-
tlhag g, existencia divina.

M 0 segundo livro de Cicero, sobre a natureza dos

deuseg, um dos interlocutores prop0e-se & provar por
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muitos argumentos que o universo é necessariamente
intelligente e sabio. Uma das principaes razoes que 1
elle apresenta 6 que ndo é plausivel que o homem, %
que é uma parte infinitamente pequena do grande
Todo, tenha sentidos e intelligencia, emquanto que
esse Todo de uma natureza muito superior & do
homem n@o os possue.» (*)

Esta concepgdo de intelligencia no meio inorganico,
fazia com que a sua existencia se podesse modificar
em suas condicoes, do mesmo modo porque a intelli-
gencia do homem modifica as condicoes de sua vida,
esclarecendo 4 accdo de sua actividade as cegas im=
pulsdes de seu coragdo. Uma tal hypothese apresen=
tava como absurda, como inconcebivel a existencid
humana em semelhante meio, pois que as condigdes:
exigidas como indispensaveis 4 manutengao de nossd
organisagdo exigem uma maior fixidez do que esta
6 capaz, no meio que a cerca, tal como a noss& =
athmosphera. E este inconveniente desapparece ims
mediatamente desde que se concebe a hypothese pr* j
mitiva modificada de harmonia com a concepgd®s
scientifica da alma humana, isto 6, desde que =
conserve aos seres inorganicos ahi considerados af
fectivos, intelligentes e activos, tdo somente 0 sent=
mento e a actividade. Isto estabelecido, a actividade:
do meio, que na concepgio fetichica podia ser mo
dificada pela intervencdo da sua intelligencia tore
nando-a assim incompativel com a existencia AU
mana, torna-se nesta hypothese como sendo ceg®™
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mente impellida pelo sentimento para a harmonia
universal, cujas condicdes lhessio desconhecidas;
apresenta-se como sendo uma fatalidade que a acgéo
humana esclarecida pela intelligencia que lhe serd
exclusiva, modificard de harmonia com as necessi-
dades reaes de nossa existencia e do nosso desenvol-
vimento. Para aproveitar sinda melhor a sympathica
Concepcio de nossos antepassados fetiches, nés po-
fiemos suppor a Terra como tendo possuido tambem
lfltelligencia. antes da existenciado homem ; intel-
ligencia que ella entdo empregava em derigir seu
desenvolvimento de modo a estabelecer-se em condi-
€0es, quer quanto 4 sua propria constitui¢@o, quer
quanto ds suas relacoes com outros astros as mais
favoraveis 4 existencia do conjuncto humano. O uso
Prolongado desses esforcos intellectuaes foram enfra-
quecendo, diminuindo a sua intelligencia até que
afinal o seqy completo desapparecimento garantio ao
Meio a estabilidade necessaria para permittira exis-
tencia animal. Esta concepgio subjectiva estendida
4 t0dos os outros astros cujas relagdes com 0. nosso
530 verdadeiramente apreciaveis, completa a sys-
thematisagﬁo definitiva da admiravel hypothese de
N0ss08 avis.

ﬂfssim corrigida, a ideia primitiva, nos permittird
a3 1deialisagges poeticas de nossa existencia de modo
4 Podermos desenvolver os nossos sentimentos sympa-

€0s e aperfeigoar as nossas nocdes philosophicas,
Uma vez que esses ideiaes respeitem sempre a ordem
®8al que as sciencias nos levam a conceber. A poesia
erd assim um papel eminente em o regimen fiual,
0mo sendo das artes a mais esthetica, e, como tal,

% Mais propria ao desenvolvimento de nossas bonda-
Elementlos de Algebra—i
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des moraes, Passando muifo mais rapidamente que
a arte politica, da contemplagdo,dos differentes grdos
de existencia inferior, a contemplacdo dos attributos
mais nobres e dignos que constituem a nossa exis-
tencia moral, a poesia os ideialisa, exagera-os apre-
sentando-nos assim modelos, cuja imitacdo constifuird
sempre o caracter distincto de nosso aperfeigoamento.

Nenhum escriptor actual é mais realista que Ca-
moes ou Petrarca ou Dante; nenhum. Isso que por
ahi denominam aetualmente de eschola realista, &
uma simples manifestagdo de degradagio moral que
todos devemos lamentar e procurar estirpar inteira-
mente. A verdadeira poesia, a arte dos Camdes, dos
Petrarcas, é pura, nobre, elevada e eminentemente
encantadora. A convivencia constante em que nos
podemos achar com as ficgdes poeticas, typos de uma =
perfei¢io que devemos sempre aspirar, desenvolye-nos {
a sympathia, e nos vae tornando cada vez melhor =
dispostos a subordinar 0s nossos moveis egoistas aos
nossos sentimentos altruistas, de modo a podermos
realisar 0 grande principio base de todaa morali ™
viver para oulrem. i

Si a poesia fica subordinada 4 philosophia que lhe=
fornece as verdades 4s quaes ella tem sempre de res: =
peitar subordidando-lhes as suas construcgdes, pof =
outro lado a arte politica cujo fim é modificar dentro =
de certos-limites a ordem social, fica subordinada =
poesia que lhe fornece os ideiaes, de que ella se e
de approximar por modificacdes convenientes. 255
utopias ficam assim, desde que respeitem as verdades
scientificas, indispensaveis ao estado normal de nos
existencia, e tao legitimas quanto as utopias geome
ticas ou mechanicas, taes como um solido invariavei
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Uma superficie sem rugosidade alguma, um liquido
incompressivel, uma athmosphera com igual densi-
dade em todos os poutos, um movimento perfeita-
mente uniforme.

Estas consideracges deixam bem claro o quanto a in-
Corporacao do fetichismo 4 synthese final 6 necessaria
40 N0sso aperfeicoamento moral, pois que facilitando a
Contemplacio abstracta, permittindo, pela contem-
placao concreta, obter imagens muito mais vivas por
tma melhor apreciacao do conjuncto dos seres, fa-
2endo com que todos os outros seres se mos apre-
Seéntem muito sympathicos, como possuindo os mesmos
attributos que nés, desenvolvendo por conseguinte o
Sentimento, elle fornece um auxiliar poderosissimo
20 desenvolvimento das impulsdes poeticas, que como
Vimos trazem sempre como principal consequencia
4ma salutar influencia ds disposicoes affectivas de
0ssa alma,

Constituido na ordem concreta, o dominio das von-
tades, inspiradas pelo sentimento, é ainda necessario,
Para que um tal dominio nao se torne absoluto como
aContecen ng regimen fetichista, que a intelligencia
Yepresentada nos dignos cidadaos intervenha e apre-
Sente como preponderante o dominio das ls_zls, as
quaes se devem achar necessariamente subordinadas
todas esgag actividades especiaes. Ora as leis abstra-
°las que a intelligencia estabelece para explicar a
Ordem reg] compoem-se de dois grupos, umas uni-
Versaes e outras relativas a cada especie distincta de
Pheﬂ{lmenos, achando-se estas evidentemente como
Majg particalares, subordinadas dquellas, que d:'ella.s
810 inteiramente independentes. Por conseguinte a
Ordem gera], natural, fica composta de pelo con-
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juncto de leis universaes, pelos grupos de leis par-
ticulares e finalmente pela concorrencia das vontades
destinadas a substituirem as leis concretas proprias a
cada caso, e que nos sao absolutamente desconhe-
cidas, ficando estas subordinadas s segundas como
aquellas subordinadas ds primeiras, que constituem .
a fatalidade mais geral a que nos achamos sujeitos.
Assim contitue-se a synthese subjectiva baseada na
sympathia, pela consideracdo de subido valor moral,
de que toda a actividade que nos manifests a ordem
material exterior concorre constantemente para 0
aperfeicoamento universal ; pela certeza plena de que
ha uma ordem geral fatal que nos domina, a qual =
a devemos respeitar ; pela convicedo que nos dd, pelo )
amor que nos inspira da existencia de um ser superior .
aquem devemos nossos mais preciosos beneficios mo- =
raes, intellectuaes e physicos, e a quem devemos =
procurar conhececer para melhor amar e servir. :
A idefa fetichista como fica estabelecida dispoe-nos j;

na ordem concreta a affeicoar-nos & Terra, comoO
sendo 0 meio em que so realisa essa ordem material’
que nos rege, como sendol 0 planeta que nos fornece

as bases indispensavels 4 nossa subsistencia e a0
nosso desenvolvimento (1); na ordem abstracta, per-
mitte-nos a institui¢do logica dos meios subjectivos,
que nos fornecerdo o local ao qual podemos referir t0=
dos 0s phenomenos e que anteriormente erio exclusi-
vamente destinados a0s usos mathematicos; instituiga0

(1) Este facto todos podemos verifical-o em nés mesmos pelo amor
que nos prende a0 paiz em que nascemos, ao lugar onde passam 3.
nossa mocidadé. Os verdadeiros poetas tdm descripto este sentimento
de um modo sublime e real. F e
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dependente de uma perfeita distince@o entre o con-
Creto e o abstracto,e que s6 poderia ser obtida com a
fégeneracao scientifica, por estudos baseados em uma
eXacta apreciagdo da ordem exterior cuja immutabi-

lidade era primitivamente reconhecida e attribuida
a0s astros,

« Primeiramente o céo, a terra, os mares, o globo
brilhante da lua, os astros Titanicos, sao animados
POt um espirito divino, que espalha-se por todos 0s
membros do mundo, e esta alma que anima sua
Massa mistura-se a esse grande corpo. D’ahi emana
a vida dos homens, dos rebanhos, das ragas diver-
Sas, dos passaros aériod, dos monstros que vivem no
8610 dos mares. Esse fogo originado de principios
celestes entretem o vigor d’essas almas desde_que
ellas nao sa0 retidas por corpos grosseiros ou altera-
das por ligacdes terrenas e membros pereciveis. Km
e8te estado ellas temem, ellas desejam, se affligem
O se divertemy . (1)

A nova synthese estabelece a immutabilidade nas
“18 € nos impoe a submissio 4 ordem assim consi-

derada como indispensavel a0 nosso aperfeicoamento
mora] .

A nossa submissio voluntaria 4 ordem universal
fazendo €om que o altrnismo predomiune sobre 0
#801smo, d4 logar a wma reaccao benefica que nos
Y48 tornando a alma cada vez mais disposta a dar 4
vida collectiva og encantos, os prazeres, as alegrias
€ consplog que resultam da solidariedade nos senti-
fentos, da participacdo de cada um nas afilicgdes

.‘-\~—--'-'-—-—___
() "il’g--—Eneida—-Tra'du. franceza de Pongerville—pag. 212.
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dos outros, dos sacrificios mutuamente prestados,
‘ _ das abnegacoes sinceras e desinteressadas ; vae pre-
: parando-a a melhor apreciar as vantagens preciosas
que nos resultdo, os trabalhos fatigantes que nos
sio poupados, pela continuidade completa e digna-

mente acceita com as geracoes passadas.
«Antes que a existencia, diz Comte, dos instinctos
3 altruistas fosse systematicamente apreciavel, a sub-
missdo parecia ordinariamente degradante. Em todas
as religides locaes e temporarias que preparam
a religides universal e perpetua, 0 homem adorava
! deuses cuja felicidade consistia sobretudo em satis-
‘ fazer seus desejos quaesquer sem soffrer nenhum
jugo. Nio se podia entdo conceber que a felicidade
devesse resultar da obediencia, que parecia jamais
3 poder tornar-se volvntaria. A veneracdo entre 08
inferiores ndo era enobrecida pelo devotamento dos
superiores, cujas ordens ficavam arbitrarias segundo
d os typos divinos. Philosophicamente julgado, o des-
* envolvimento scientifico tende a fazer gradualmente
surgir uma maravilhosa apreciacdo, collocando 2 =
grandeza intellectual em uma exacta submissdo do =
;'.' t do interior para com o exterior. =
r' Hesitag@o ou divagacdo, taes ecram por um contraste =
decisivo as consequencias habituaes da anarchica
liberdade das abstracgdes metaphysicas, Ellas le# =
vavam a sentir por toda parte a necessidade de =
fundar a systematisac@o final do theologismo, sobre pr.
uma submissdo continua da razio 4 fé. (1) ’

Primitivamente as leis dos phenomenos sendo des- 3

A N T PRI TN SRy Lo SR I X, s

Vis

(1) Comte—Synthese—pag. 16.
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conhecidas, a sujeicio 4 ordem immutavel era inspi-
pirada pelo tferror; mais tarde imaginaram-se
vontades superiores, existindo independentemente
dos corpos, dirigindo a actividade d’estes ; podendo
modificar a ordem natural ; tornando-se essas vontades
caprichosas e deixando-se levar por meio de: rogos,

‘Promessas e sacrificios, affastando-se assim inteira-

mente essa submissdo inicial 4 or dem immutavel, a
qual 56 pode ser mais tarde dignamente rehabilitada
10 regimen scientifico, que apreciando as vontades
Preciosas que d'ella resultam, estabeleceu como o
trago mais caracteristico de nossa verdadeira rege-
€racao a subordinacio voluntaria ao conjuncto de
fatalidades que nos rege; a acceitagio de coragao,
da submissao 4 ordem universal, como unico meio
de podermos chegar 4 nossa completa rehabilitacdo
moral.

Unificadas pela synthese subjectiva as fatalidades
que nos dominam, o regimen final completa-as com
3 concepedo subjectiva eminentemente philosophica
d_o €spaco, que até o seu apparecimento s6 havia
81do instituida para os usos exclusivos do dominio
mathematico. Esta concepgio apresenta-se €OmO
absolutamente necessaria para tornar perfeita a con-
templacio intima do mundo, que sémente apreciado
Pelo lado puramente scientifico, deixaria de exercer
a benefica influencia sobre o sentimento, cujo aper-
fel(;oamento deve constituir sua priucipal destinacao.
) spaco serve como sabemos, no dominio mathema-
t1co para nos representar as formas ou os movimentos
0S corpos independente de sua observacdo directa;
“0m estas imagens nés podemos abandonar comple-
tamente a5 forcas interiores, a coustituicdo particular
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a cada um d’elles, e suppor essa férma abrangendo
uma certa por¢do d’esse meio denominado espago, ou
percorrendo n’elle uma certa extensfio. Esta nogdo
exacta deve ser scientificamente generalisada sup-
pondo-se o0 espaco como propric a representar o
mesmo papel para com os phenomenos physicos,
taes como a cor, o cheiro, 0 som e as formas das
vegetaes e animaes, ou por outra como proprio a
representar o estado estatico dos seres viventes. Esta
profunda concepcao subjectiva do espago representa
um complemento indispensavel 4 no¢do do mundo,
como permittindo a instituigdo decisiva e o uso geral
das imagens dos seres considerados. A importancia
que tem este auxiliar poderoso de nosso sentimento
acha-se perfeitamente esbocada pela civilisacao chi-
neza na adoracdo ao céo, cuja nocio o desenvolvi- =
mento muito imperfeito da abstraccdo ndo permittio

qual o haviam confundido as indicagOes astrolaticas. -
« Os chinezes, diz Dupuis, situados na extremidade :_
oriental da Asia, adoram o céo sob o nome de Tien, €
este nome designa segundo uns o espirito do céo,
segundo outros o céo material. O céo supremo Ot
Chang-Tien percebe tudo, segundo elles, e tudo com= =
prehende. . : )

«Os chinezes tém construido um templo ao grande =
—ser composto da reunido do céo, da terra e dos ele= =
mentos, ser que corresponde ao nosso mundo e qué =
elles chamam Tay-ki. -E' nos dois solsticios que 05 =
chinezes vio render culto ao céo. » ( Dupuis—loc0 =
—cit—pag. 29.

Modernamente a concepgio embora obscurecidd =
pela anarchia scientifica, que caracterisa a épocha

'y
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actual, foi estabelecida como inteiramente necessaria
4 unificagio das nocoes abstractas completamente
dispersas. O ether universal com que grande numero
de sabios eminentes pretendem explicar todos os
phenomenos physicos, da luz, do calor e da cor; este
8az tenue, imponderavel, elastico, penetrando por
todos os poros da materia é a prova mais evidente
de que o espirito hamano ha muito que presentio a
lecessidade da concepcdio de uma séde para os phe-
10menos que nos fornecem as leis abstractas. Esta
hypothese para ser caracterisada segundo a sua ver-
dadeira destinacao, basta ser concebida como sendo
Uma concepcao subjectiva instituida para fundar a
Synthese final. Assim apreciadas, a adoracdo dos chi-
Nezes e a ideia moderna do ether universal, devem
SCr consideradas como tendo preparado a instituicdo
0 meio subjectivo instituido pela sciencia mo-
derna,

A synthese subjectiva fica, pois, constituida pela
Unificagio beseada na sympathia, dos tres elementos
W0 conjuncto deve constituir sempre o objecto da
conyergencia de nossos mais elevados esforgos, o alvo
capital de nossas mais aturadas e constantes locu-

rac0es — a Humanidade, constituida por todos os
Sereg Convergentes, passados, presentes e futuros,
spirada em sua actividade pelo sentimento, escla-
recida pela intelligencia, que lhe é exclusiva—; a

®tra, dotada de sentimento e actividade e os outros
astros com o quaes as suas relagfes sejam verda-
de“‘{tmeute apreciaveis, e finalmente temos o Espaco
Passivo em gua constituicao, mas dotado do senti-
Meuto que nog permitte a construcgdo das imagens
¢ formulas, Ngs passamos agora a apreciar a logica
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que melhor convém a uma synthese como a que aca-
bamos de caracterisar. _

As nossas funcgoes cersbraes dividem-se em espe-
culativas e affectivas; as primeiras constituem a in-
telligencia, o espirito, e as segundas o coragdo, 0
sentimento. Toda especulagio estd sempre dependente
de uma impulsio affectiva que a coordena e a justi- -
fica. Sem um desejo anterior toda especulagdo seria,
necessariamente disparatada, sem ordem, sem desti-
no, emfim. Para pensar é preciso que antes tenha =
sido indicado pelo sentimento uma direccaio qualquer
que nos fornega os materiaes. g

Esta subordinag@o do espirito para com o coragid
é sancionada pelos principios da moral a mais antigd ™
de que possamos ter conhecimento. J4 a Igreja Ca='y
tholica ha muito ensinava que os desvios do espiritd &
provém de um vyicio no corac¢io. Entre as nossas s
faculdades affectivas convem fazer uma distincgad s
fundamental e essencial : umas sao affectivas proprid==
mente ditas e outras sio praticas. As primeiras for=
mam 0 cora¢do, as segundas o0 caracter on a activie.
dade. Dada a impulsio pelo coracdo, a intelligencid:
esclarece a conducta, e s6 entdo é que a actividades
intervem para executar. Toda accao qualquer fica:
sim sendo determinada por um sentimento e prepa
da por uma observacdo. Sem o auxilio da intellig
cia o sentimento seria completamente cego, comd
desde a mais remota antiguidade o fez sentir a sa
doria vulgar. Assim é que sempre que uma emo
qualquer nos deixa em estado de nao podermos pensafi
0s actos que em taes circumstancias praticamos$
considerados como verdadeiros actos de loucura € B
dizemos : a paixdo cegou-me, eu ndo sei o que fiz.
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Este facto justificado pela observac@o quotidiana
leva-nos a considerar subjectivamente a regido cere-
bral affectiva inteiramente alheia 4 toda communi-
€acdo directa com o mundo exterior, sendo-nos_este
Gouhecido directamente pela regiso especulativa e
activa com elle communicadas por intermedio dos
Lervos sensitivos e motores.
A regido especulativa recebendo pelos nervos que
© 830 correspondentes as impressdes causadas pelo
Melo exterior, leva-as 4 massa affectiva que recebendo
4 emocao reage sobre a parte activa que transmitte
Pelos mervos motores as contragoes destinadas a
excitar 0 movimento nos orgdos para esse fim desti-
nNados,
* Asregiges especulativa e activa podem ter esponta-
Heidade, isto ¢, actividade independentemente da
fMulacio da regido affectiva. A accio d'esta porém

9ha-se de absoluta nacessidade para coordenar,
Para dap direcgao 4 acgaio das duas primeiras, que sem
#8te coordenador affectivo tornar-se-hia desordenada
“1uteiramente jnfructifera.

. ara fazer qualquer cousa e pensar na melhor ma-
: neira de fazel.a ¢ necessario, sem duvida alguma, ter
antes sentidg o desejo de realisal-a. Esta verdade

} 18uz-56 na firmula seguinte: agir por affeigdo, pensar
: Parq agir,

12 pessoa, por exemplo, se acha na janella do
® Segundo andar de uma casa, vé uma linda flor
10 Jardim, ¢ deseja possuil-a, para enfeitar-se : estd
el 4 estimulacao dada pelo sentimento. Si ha falta
' € uma mtelligencia que esclarega, levando a pensar
. meio myjg conveniente de satisfazer esse desejc.b,
% actividade serg 30 sémente impellida pelo senti-
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"
mento, que 6 cégo em suas impulsdes, e entdo 0 pro--
cedimento da pessoa serd atirar-se directamente da
janella ao jardim onde estd o objecto desejado. St
porem, existe a intelligencia, ella intervem logo de-
pois, mostra que a quéda da janella é fatal, porqué’
a gravidade actua sobre os corpos, o que péde dez
terminar a morte ou fractura, e que o meio mais
conveniente é descer por escadas interiores que con=
duzem seguramente ao lonax observado. Este ¢

comprehende 08 N0SS0S iustinctos mais euergico;
mas tambem menos dignos taes como o instingil
nutritivo e sexual, os segundos constituem o altro=
ismo que abrange o que nés possuimos de mais alé=s
vado, de menos 1nd1v1dual, de mais nobre, taes como®
0 apego, a veneragd) e a bondade. Os primeiros i
mais energicos que os segundos e por este facto
indispensaveis ds nossas estimulagoes intellectus
que por elles s30 sempre determinadas, os segunde
porem, sdo inteiramente indispensaveis 4 coordenag
e umficagio de nossas digposicoes moraese inte.11
tuaes, que seriam absolutamente impossiveis 08
dominio exclusivo dos moveis egoistas, cuja opp
¢do mutua tenderia a inutilisar inteiramente os €si0
cos da actividade. ' '

As faculdades especulativas sio de duas s0
umas destinadas 4 concepedo, outras 4 expre

transmittil-as aos nossos semelhantes, com 08 _
convivemos, poupando-lhes assim trabalhos que ®
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' .tqrnariam desnecessarios, e ainda mais permitte-nos
- ®0Serval-as de modo a que possamos avaliar o seu
8rdo de adiantamento, aperfeicoal-as e medital-as
C0m justazy o perseveranca, finalmente, com ella
-v;ﬁca Plenamente estabelecida a solidariedade humana
'_ _que. leva as geracoes presentes a melhorar ¢ augmen-
K t?“'_OS. elementos elaborados pelas geracoes passadas,

* 0stituindo assim maior cabedal que deve servir de

458 4 existencia das geragoes que hao de vir.
~ BHstas quag funcges s6 se caracterisam perfeita-
- Mente quandp ¢ sor existente possue ja um certo sen-
ol 't_‘mefltﬂ, que o leva 4 vida de familia e mesmo a
. j%“"“‘encia social. A concepcao apresenta entao
_iﬁz;aghas?s distinctas e inteira'm'ente relacionadas,
et .. VEIS: uma em que o espirito colhe do mundo
3 :E::;l:r 0 materiaes o‘t_tjectivos de que necessita,
i t.i que estes mateleaes sao PIE}])O}"&dOS d.e modo
s tirem as theorias. Na primeira as impres-
58 cansadas pelos seres que nos cercam sendo rece-
24 ;ﬁ; _-?;..levam 4 construcedo das imagens ; na segunda
’El -,-:_ﬁ_tl_elas que d'ahi resultam sando combinadas, cons-
I, ___&j‘_lem 08 pensamentos: g primeir: phase constitue
.conte_mplagéo ¢ a segunda a meditacio. A con-
R ..mﬁgnatgﬁﬂ péde ser relativa aos seres ou aos aconte-
LN S. Assim as impressoes que nos vem pelos

ﬁdel 5 830 essencialments relativas 4s proprie-
ddes,

e

,CLPeizla ouvidos; por exemplo, nés s6 poden:&os- ter
Erolo bilt:lgnto das qualidades sonoras dos objectos ;
"9&0 B 08, da (_3,0_3', da forma, da grandeza, da situa-
:1 Gﬁﬂ'gl' ;tgg Propriedades, porem, se nos apresentam
ey, 8"00 ada*f' embora unidas por sentidos differentes.
~°" que nés Contemplamos o ser, a nogdo que d'ahi

[}
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resulta ficard confusa e vaga sempre que a attencdd
determinada por uma impulsio affectiva ndo nos leve:
a firmar mais certas propriedades e abandonar ou-:
tras que ndo nos interessem, cuja intervengdo so P
dera trazer uma complicacdo inutil.

Este trabalho exige um orgdo especial passivos
em si, que excitado de um lado por uma impressao &
coordenado por outro lado por uma impulsio affec
tiva, nos permitta desprezar, entre todas as impressy
s0es que se nos apresentam simultaneamente &
sentidos, todas aquellas que nos s@o indicadas Pel?’
movel affectivo, e s6 apreciar aquellas que nos PO
sam fornecer a imagem do ser contemplado : a COE%
templagio é n’este caso synthetica, concreta. Si 300&’
centracdo da attengdo for ainda mais energica, m’-‘-
particular ;si limitar-se 4 simples apreciagaio das P*™
priedades, cada uma de per si, a contemplagao di
abstracta, e os rgaos cerebraes correspondent?ﬂacﬁ'
uma d'ellas sdo inteiramente distinctos.

Elaborada , a construcgio sob a impulsdo €0 sents
mento, a expressiv é o estado final porque ell@
manifesta. Esta funcedo traduz sempre em 0 SeX
estado interior da alma. Nos seres inferiores ella X
ta-se aos proprios actos, emquanto qué 1105_5";_’_; 2
sociaes ella péde adquirir uma admiravel perfelé
como acontece com a especie humana. :

A regido especulativa, como dissemos,
pelos nervos sensitivos as impressdes exteriores
tua sobre a parte affectiva, ¢ esta transforma® d
em emogoes reage sobre a parte activa, -qqa
tuando sobre os nervos motores produz contrd
determinadas, que correspondem ao estado pa*
da regido affectiva. Por esta forma as CODYE
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~ POrSI 86 sdo sufficientes para fazer espontaneamente
- ®onhecer o estado intimo d’alma; sio verdadeiros
. Signaes do indicag@o de nossas emocdes interiores
~ “%pontaneas ou resentidas.

: Para exprimir os pensamentos e sentimentos bas-
ta-ngs, POr conseguinte, tornar voluntaria e usual

a3relacay entre g sensacOes e as contragdes corres-

po_ndentes.
: 0 signal sers,
15 ;cmu Sensaciao e uma
~ ‘embre Sempre a cont
.As T0ssas concep
tidag g, segyinte
i _:? Spirito for
i Wdependent
- Mlosien o

pois, a relagdo constante que liga
contragao, de modo que a sensagdo
ragao e reciprocamente.

¢Oes quaesquer sdo, pois, consti-
modo : 1.°, o sentimento e depois
Mam as imagens que nos permittem,
emente da presenca dos'corpos, conside-

conjuncto de sua existencia: 2.% o sen-

A .':11"_1'&111:0 actuando sobre a parte activa traduz por
;ﬁ{ "ﬁ:éo de signaes 3 elaboracdo a elle assim subordi-
.~ lady

-y b : .

% IN6s difin;
I Urso nopmql
.T .'_ Pnra 08 insp

remos, pois, a Logica como sendo o eon-
dos sentimentos, das imagens e dos. signaes

Irar as concepeges ém g

. 851y, HCEPCOes (ue clmwém as nossas ne
e s moraes, niellectuacs ¢ praticas.

B Dodiy Uzidas g5 g, sentimento, nossas concepgdes

o 4 %am, ¢ verdade, sep complexas, por uma elabo-

5o 003 Pénsamentos, considerados relativamente
Opery roqn;s corre§pondentes, mas um tal modo de
"ﬂﬁs&es 600 SG traria traballios muito penosos e cou-
arig, AS-.U a8, como tambem seria pouco volun-
% que lmﬁ‘genﬁ‘'ﬁmldolntlmanmx:ate hgada.as ds emo-
h.‘:.'l-'a'n flas" produzem na parte affectiva, e sua
Olugs, - © TePresentacio sendo-nos perfeitamente
» Permittem-nos um regimen logico muito

"
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mais ﬁreciao e mais rapido que o primeiro, porém.
tambem menos seguro e rigoroso, no qual em logar
da comparagao directa das emogdes devidas @aos pen=
samentos, comparam-se 4s imagens obtidas pela con=
templacdo correcta.

Ora, sendo-nos facultativo lembrarmo-nos em umt
instante qualquer que desejarmos, de imagens dé~
objectos observados em épocas passadas, compré
hende-se facilmente o quanto este modo logico de
proceder é proprio 4 facilitar por sua propria €%
pontaneidade todas as nossas concepgoes. Porémy
tambem convém notar que taes qualidades o apre
sentam como pouco apto a dar 4s nossas construccﬁﬁf‘;'
a precisdo e promptiddo que ellas exigem para qué.
nos possam permittir faceis deducgoes e inducg0®
completas. v

&_.

j
1
:
!
?
i
i

1

Para obter um tal resultado intervém entao 0%
gnaes que fixando as imagens, as tornam muito ¥
proprias 4 facil comparacdo, 4 apreciagao detalhad
sem confusdo, facilitando assim profundameﬂt"}f
raciocinios. Nés vamos apresentar um exemplo e
simples, que nos fornece um phisiologista fran
para apreciarmos a marcha geral da operagdd =es
rebral.

Supponhamos que um individuo apoiand0-5¢
uma pedra experimenta uma certa resistencid:
certo peso, e que depois contempla-a. 0_?9
actuando sobre os olhos produz nos nervos sensid’
yizuaes uma certa impressdo, que serd complexd | .
que o modo de existencia que a' vista P-adej." '
n-har é composto da cor, da férma, da grandest =
situacdo. . -

Esta impressio combinada com a da res®%
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que o sentido do tacto havia antes recebido, ligados
80b a assistencia do sentimento, que dd a impulsgo
i DPrimitiva, formam uma imagem, que actuando sobre
~ 3 regiag affectiva produz uma determinada emogao
& A¢ella desde entao intimamente ligada. A regido
affectiva  assim estimulada reage sobre a massa
4Ctiva, que actuando sobre 0s nervos motores do
- 91870 vocal, por exemplo, produz certas contragdes
=06 levam o homem a pronunciar a palavra pedra.
AR _Sllpponhamos agora que o mesmo individuo vé de-
EEREEOIE 6ata 10dra 5 cahir de uma certa altura. A vista
.‘tv fmlmmediatament.e impressionada pelo corpo, esta
g anfl'e_ssﬁo dete.rmma a recordagao da_ Imagem que
. _'®ormente j4 o mesmo objecto havia fornecido ao
- Strebro, o Imagem uma vez dispertada achando-se
B 856 m 0 i1 imamente relacionada com a emogao
r”;g:‘;e ella a.primeira vez, prnduzi'o, ac_tua. sobre' a
S gt affectiva, que por intermedio da regido activa
L 1Z 0 seu estado pela palavra pedra.
e -ojeég_'unda cousa que Impressiona a vista do obse?-_
i ;} mudanga de situagio que a pedra experi-
. --a ste facto levado ao cer?bro pelo orgdo viznal
MeSma  marcha que ji descrevemos e os
% '._-“-9_3 motores actuando, por exemplo, sobre os mus-
.03;112:: bragos 0s levaa acompanharem por um
Lo ElH0 deseoancignal o qaéda do corpo observado.
Ponham g que a pedra chega ao terreno e produz
Este facto levado ao cerebro pelo orgio
Wndo uma marcha identica, d& como
g, 2 00ntraceao no orgao vocal @ o homem
.o C132 Pedrg o,
modo geral, a marcha convergente

te seguein as regiges cerebraes para
Elemenlos de Algebra—S

hVD seg

— Mormal g,

X
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produzirem as construcgoes logicas de nossas con-
cepcdes. No regimen fetichista a logica do senti-
mento foi sempre dominante. Um estado em que =
todos os séres nos eram assemelhados, um estado por =
conseguinte muito proprio ao desenvolvimento da =
sympathia, devia necessariamente favorecer todo 0
dominio relativo ao sentimento. Os signaes limi-
tavam-se a contragdes : a mimica, directamente deri-
vada da reacgao affectiva sobre a parte activa. g

A abstracgio desenvolvendo-se no regimen poly= =
theico, as imagens pareceram dominar; a substi= =8
tuigio das vontades directas dos deuses fetichistasy
elas vontades indirectas dos deuses polytheicos; =
evou a 1maginacdo a construir novos typos que pi= =
dessem satisfazer 4s necessidades do novo regimen:

«Se sc nota que todas as nossas concepgoes S0
determinadas por um sentimento prepondamﬁm{.ﬂ
vér-se-ha o quanto a synthese fetichica deveu mos=
trar-se mais favoravel que nenhum outro regime®:
ulterior ao espirito constructivo. Ella indica directd=
mente 0 movel e o fim de todos os nossos esfor¢o®
especulativos. O polytheismo menos synthetico
secundou muito activamente pela institaigdo dasg
imagens. Incitando o desenvolvimento de nOS
faculdades deductivas pelo emprego dos signaes, %
monotheismo assegurou a sua cultura final. » {1 .

A doutrina moderna, como se vé, apreciando 48
damente as vantagens dos tres modos logicos: ¢
senvolvidos em cada phase da evolucdo social fal
concorrer junctamente, de modo a poder, based

Mm:i? udiffrent—Du cerveau e de Iinnervation d'aprés A- €08
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Sobre a theoria scientifica da alma humana, fundar
definitivamente 2 logica final.

O verdadeiro espirito da sa logica, que estabelece
0mo condicao fundamental de qualquer construcedo

2 subordinacao dos elementos intellectuaes e activos

40 elemento affectivo, foi plenamente presentido e
“Onsagrado pelo fetichismo inicial que, quer sob o
Ponto de vista (e doutrina, quer quanto 4s questdes

€ methodo, 4 incontestavelmente muito superior ao
*e8imen posterior,

Attribuindo a todos os corpos materiaes as affei-
€es Proprias a0 typo humano, essa synthese primi-
tya Constitue o eshogo mais bem delineado, o com-
Plement, Indispensavel da logica positiva.

Com ]l ficou definitivamente reconhecida a ne-
dade g, subordinagdo do homem ao mundo;
£0m o]], estabeleceu-se a preponderancia tio neces-
"aria g, Coracao, de onde foram tirados todos os
U8 Principios theoricos, e a cujas impulsges foram
evi 48 todas as suag contemplacoes sobre a ordem

AS nosegg Construccoes, como dissemos, sio sempre
:adchﬁes 4pproximadas da ordem material qne nos
e

88. Deste modo nos fica sempre uma parte que

* €6 modo, a satisfazer da melhor maneira
g:‘et::r POssivel a nossy vcrdzfdeir_a destinagio, a fa-
Veity 5 Urso das hypotheses, snm_phﬁcando-as. alapro-
B_ellesasztds para 0 n0sso aperfexgoamex.l to moral, em-
' %38, purificando cada vez mais o seu carac-

T . :
al g Melo majs seguro de fazer convergir os
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.sentimentos, as imagens e os signaes d elaboragdo de
nossas construcgdes quaesquer,

Esta observacdo por si s6 basta-nos para deixar
bem claro o quanto é racional e perfeitamente legi-
timo considerar os fetichistas que suppunham ao
mundo exterior a perfeigio moral, se m a qual o em-
bellesamento estheticose a explicagd o scientifica se-
riam insufficientes, dsnossas necessidades especula-
tivas, como os verdadeiros fundadores da verdadeira
logica,

« A todos os titulos a influencia philosophica do
fetichismo acha se admiravelmente couforme com o0s
melhores preceitos do positivismo, o que justifica 0
seu successo.

A preponderancia fundamental do coracdio sobre 0
espirito. que a systhematisacio final estabelece pe-
nosamente em um meio viciado pela theologia e pela
metaphysica emanou sem esforco da espontaneidade
primitiva.

Este unico principio da synthese humana conduzio
desde o comeco a constituir instinctivamente a verda-
deira logica, sempre popular, apesar das jaberracdes
doctoraes, aquella que faz dignamonte concorrer 08
sentimentos, as imagens e os signaes & elaboracdo
dos pensamentos. (1)

Estes preceitos logicos, desconhecidos pela pro-
gressio accidental que estabeleceu o ascendente extre-
mamente nocivo do uso dos signaes, sé foram con-
venientemente attendidos na incomparavel tentativa
da idade media. que, embora sem resultados, procu-

(1) Comte—Syst. de Politique vol. 3° pag. 120.

-
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! Movamente ensaiar 0 dogma da subordinacd@io do
~ ©8Pirito a9 coracgo, .

, ::LlA' stitnicio do culto da mulher, ahi tio digna-
08 tentada, ¢ a nogso sociologica d'essa subor-

» 2640 td0 indispensavel & organisacdo da verdadeira
"l. scientifica. A logica positiva é por conse-
% 3 te composta de tres elementos inseparaveis : 0
'-’m-.lhm"“to- que inspira e coordena; a imagem, q.ue
~8lderada activa ou passivamente constitue o obje-
‘Capital do dominio mental, e finalmente  os
S que nos permittem transmittir aos outros
Mbros da communidade de que fazemos parte, 08
oy sentimentos, as nogsas construccdes, estabe-
xdo POr esta férma, as nossas relagdes, a nossa

~Monia collectiva, de modo a permittir-nos o uso
'Pl?t“ dos materiaes elaborados pelos esforgos de
.¢ Antepassados e facultar, por conseguintg, a Y
itaigao completa e indispensavel da solidariedade .
Aa. Assim constituida a logica nem s6 facilita
4 abstractas, como aperfeigoa a medi-
Concreta, tornando-a mais precisa, mais vasta N
§ Consistente. . oo
Apreciacio anterior que fizemos da synthese
VA estes preceitos se nos apresentam com-

Bente satisfeitos. Assim é que o sentimento foi i ;
; dO Como preponderante na humanidade, BAEY
dbimando a terra e finalmente como vivifi- el
' = 5 dd P

o w L

~%s por conseguinte, dos tres elementos o que
% 10 triumvirato que constitue o regimen final.
S®IS 88 nos apresentam na assimilagdo esta-

,'-f'—’nt-“'mea dois ultimos seres e o typo hu-
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propria ; os signaes, emfim, cuja infleencia intelle-
ctual a instituigdo do meio subjectivo, como o consi- .
deramos, tornaria poderosa, se nos apresentam como
representados na propria constituicio do espago,
cuja natureza generalisada tornaZse apta 4 represens
tagdo de formulas quaesquer; 6 isto precisamente 0
que os dispde 4 sua verdadeira destinacdo. _
Tendo por fim inspirar-nos as construccdes que
melhor convém 4s nossas necessidades reaes, a logica
S€ 10s apresenta como s6 podendo ser difinitivamente
constituida com a construccao essencialmente social B

1 s gty

] -

da nova doutrina scientifica.

Reconhecendo a dignidade na subordinacao volun=
taria, a nova synthese corrige o espirito da pemicioﬂf_f'_
e esteril independencia que lhe havia attribuido hd
logica methaphysica, querendo regular o mund0o
sem primeiro ter apreciado a natureza humana o
comprehendendo a sua verdadeira destinacao socialy |
restringindo o papel da intelligencia a esclarecer
as impulsdes do sentimento a construir, respéls
tando sempre a ordem exterior, resolve comp}_
tamente 0 magno problema cuja solugio havia 51‘1?-'
frustrada aos esforcos dos dignos espiritos da idades
media : a subordinagio normal da intelligencia 3-_"1-’.
actividade ao coragio. A synthese preliminar elab
rada no regimen metaphysico, suppondo a existent!
dos seres inanimados como subordinadas 4 acgao €
seres ideaes, d'elles completamente independent®
estabelecia entre 0 homem e o mundo um inter
diario subjectivo, que relacionava e subordina¥é -
primeiro ao ultimo ; a synthese final elevando 8 0%
Cepedo social do conjuncto humano, substitue €

intermediarios pela 1n0¢ao altamente phﬂOsoPhici';_-
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humanidade, e 4 qual ella subordina os dois pri-
meiros elementos, unicos considerados no regimen
monotheico.

Entre o homem ¢ o mundo deve estar a humanidade :
,‘tal é a formula systhematica em que se resume 0
regimen normal. ; )

0 homem fica assim ligado ao mundo por inter-
medio da Humanidade, e a elld subordinado em o
Seu aperfeicoamento.

Por este modo completamente purgada do caracter
absoluto de individualismo que lhe haviam dado as
doutrinas metaphysicas. a logica tornada social,
dpresenta-se como muito propria ao ersenvoIviuzfento
L9 da Sympathia, proporcionando e facilitando assim _0

ascendente dos sentimentos altruistas sobre os moveis
| ®Boistas, pelo encanto das condiges de nossa exis-
ol tencia, pela idealisagao das bondades de nossa alma
 ©pela subordinacdo voluntaria e digna 4 ordem 1m-
= Mutavel que nos rege, e a qual nos cumpre conhecc.ar
- Para podermos sabiamente modificar de harmoma
0m as exigencias reaes de nossa situacdo.
N __COmO dissemos, a synthese final concebe a intel-
4 “I8encia s propria 4 humanidade, como sendo uma
.~ '® condicoes fundamentaes e indispensaveis 4 exis-
te‘flcla da ordem, inteiramente incompativel com a
“Xistencia desse attributo no mundo e no espaco,
©0mo hayiam supposto as crencas primitivas.

L .':"H.'._-‘ . E

L neBazeada na sympathia, a synthese final dev:e
& -m'cesSanamente considerar como mais valioso 0 regi-
3 f;.,‘___zn Sympathico estabelecido pelo fetichismo do que
|r+ : ge:n,st"“‘“:‘ﬁo methaphysics, que separando a fntelll-
i*.'\-’e-abcm de toda subordinacao para com o sentimento .
~ andonando com pletamente o ponto de vista social, .
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tendeu sobretudo a fazer prevalecer os sentimentos
egoistas, a desviar o espirito para as divagagoes
inuteis e inspirar-lhe as mais anarchicas pretensoes. =
Recebendo do mundo que o cerca por intermedio dos &
sentidos, as impressdes exteriores, 0 nosso cerebro =
elabora, subordinando ao sentimento, as nossas theo=
rias e estio como representacoes approximadas da
da ordem real sio completadas ainda sob a impulsa? ==
do coracdo, que institue, subordinando-lhe, o domi-
nio das vontades. Essencialmente synthetico, 0 Seﬂ.";
timento nos leva em primeiro logar a considerar &
humanidade para depois apreciar a economia Ul
versal sobre a qual se funda a sua existencid;
o espirito, reconhecendo primeiramente a ordemt
exterior, mais simples e mais geral, a ella -S“b."l
mette-se ¢ depois gradativamente passando ﬂth"“
nomenos mais elevados, mais particulares, & X%
tencia mais complexas, mais solidarias, em sett co
juncto, nos conduz & concepcdo da ordem humd
nos dois casos porém, o ponto de vista é sempré
mesmo; & a existencia collectiva, e o hem estar
conjuneto humano ; de modo que estas duas mare
completamente distinctas de nossas indagagoes &
vergem sempre para 0 mesmo ponto. Este duplo

de proceder se nos apresenta como sendo respect
mente proprio ao desenvolvimento da poesid © S8
philosophia. Idealisando a nossa existencia, sobreétt:
moral, a arte poetica constrée ideiaes, que permittt
0 nosso aperfeigoamento affectivo, devem,
quanto as verdadeiras nogdes scientificas, S€f &
porados ao regimen final em que o fetichismo.
predominar. '

Desenvolvido assim pelas construcgoes da 1059



¥ i
"‘35.1'1?5@50, 0 sentimento torna-se, em um tal regimen,
"':; Préponderante, e, corrigindo a insubordinacdo intel-
: -":{,_ﬁctual por uma disciplina sympathica, permitte o

i Sstabelecimento da completa unidade geral que deve
“aracterisar o regimen scientifico. Esta consideragao
- “Quivale a estabelecer a educacdo artistica anterior
3 _éijml"?iafx‘ﬁo scientifica, de modo que desenvolvendo-se
a Sympathia, e as idealisacdes concorrendo para o
.L;'?P_Brfei&‘-l)amento de nosso instincto de perfeicdo facam
g Oom que o espirito a comecar a elaboracio theorica, vd
| '}:cl;;‘zfnrado pela-sybordinagﬁo a0 coragdo, a acceitar
; r_h\fhr-da;qte a sujeicdo voluntaria, indispensavel &
~_“ddeira coordenagao.

~ Sssencialmente sentimental a logica final, tendo

_:_;,gr_ p-’:i“"il?iﬁ_ 0 amor, comprime o elemento cuja
P ePonderancia & a mais nociva, a mais incompativel
M2 ordem, 'a mais impropria para permittic a
“lematisacao final, pela sujeicio voluntaria a
°M natural que nos rege, nos dispoe ao ascen-
nt\e-..:d_o altruismo sobre o egoismo, condigdo decisiva
i 10ssa regeneragao. Caracterisada a logica posi-
"% 008 pussamos 4 completal-a apreciando a, insti-

90 methodo universal com que o%pirito

u.ﬁo tem obtido todas as suas acquisicoes. A

d -:.:gxistf‘-ncia organica; na primeira cada modo
er péde ser apreciado independentemente de
Outros: a extensao, por exemplo, péde ser
*°F considerada deixando de parte a situagdo
+ POrém tambem as reaccdes nos sio sempre
idas, como nos mostra o conjuncto de nosso

'mfl_a' inorganica, como fizemos ver, é muito
Simples, majs geral e mais independente

lderada independentemente do movimento ; & cor -
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as dimensoes dos astros sejam separadamente conhed™
cidas com precisdo, a reaccio total que resulta da

mos ; na existencia organica é precisamente 0 con=
trario que se d4, tudo ahi é solidario, concorre;
elementos além de apresentarem uma variacio muito
rapida ndo comportamn uma separacdo do todo se!ﬂ
que se deixem de alterar ; tambem em taes phenos
menos 6 0 conjuncto nos é satisfactoriamente conh
cido, emquanto que os elementos nos serdo senp
descouhecidos. No primeiro caso, facilmente comp!
thende-se, o espirito separando idealmente os elementos:
| que,concorrem para produzir o facto observados
. estuda-os isoladamente e depois passa a consideraga®
sobre a sua existencia : a marcha é pois, do sim
para 0 composto € uma marcha abstracta; no
gundo caso o espirito da apreciacao do conjunck
tal como elle se lhe apresenta, passa a aprecia¢
das partes concorrentes: a marcha é concreta
q_ualquer d’estes dois casos, porém, elle segue |
cisamente a regra fundamental e evidente dalogi*=
que nos manda em nossas indagagoes passar seit
do que nos é conhecido para estudar o que igno
mos. :

Esta diversidade fundamental, oue estabelece
natureza propria aos phenomenos ré_spect}ivos_', Lot
0 estudo do mundo ¢ do homem determina n0S ®
thodos correspondentes differencas capitaes, 408
torna profundamente distinctos. Emquanto 00 58
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10rganico as nossas hypotheses sao geralmente
Constitnidas por simples inducgdes, destinadas a mos-
frar a successao dos phenomenes, no dominio vital
ellas sendo relativas ao conjuncto, em que cada
barte concorre solidariamente com todas as outras,
- ellas " Sénos apresentam com uma complicagio muito
“Uperior elevando-se a verdadeiras construccoes, nas
g';lae;» deve estar bem clara a influencia que cada
dos elementos concorrentes exercia sobre a har-
iﬁ?;agid? todo, a ligacio e a sub'm'd'%nagio d’elles
Prego d" para com o todo; no primeiro caso 0 em-
ingﬂpara:qll&duqﬁo pl'ed()*mma, no segundo elle é
i diflfi 0 da dedugdo, ¢ o seu uso apresenta

dithculdades.
Onsiderado o ser vivente em geu conjuncto, a
- Zp:;?d?:g final so-brbe sua existencia deﬁpendc sempre
 ng, umae € precisdo de duas qpe}'aqoes__pl'ellmlt_;a-
R, . COI}SlSte em umo apreciagdo do todo ESS!"?I{II-
: y_nfhenca. deslinada a determinar as condigoes
" u:_::::‘iﬁres ou in!er.iores de toda a existencia ; oulra
Tiamen, h_ni’f;“d"mpi?r‘apan das partes, exploragio necessa-
e5tas pory fada, visto a multiplicidade ¢ a comple.s;dade

S Dartes,

TR 2 difficuldage capital esti sempre na construccdo
i ﬁonjlf; Ii;:)heze final. Observar o corpo, apreciar o seu
= “Der » G€P0Is as partes e com esses elementos

Pengay
sobre 0 modo porque elles se devem harmo-

E f uzrpg’::a Pm@uzir 0 que se observa, taes sio as
0 '%mPIica:f da' @dagagz‘io; na segunda estd toda a
n efinjg;,, +10. € n'ella que se elabora a construcgdo
B Vo, - * que deve explicar o conjuncto obser-

Oper y : :
Peracao carehral é, n’este caso, mals energica
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que no primeiro; a meditacio é mais forte e mais
importante que a contemplagao. K-
No estudo inorganico a exploragio é toda objec=
tiva: observa-se o corpo, abstrahe-se das proprie=
dades que ndo nos interessam, consideram-se as qué
se tem em vista estudar, e aprecia-se o modo por:
que ellas se estam realisando ; a construceao redt_lz?.-
se a hypotheses geralmente simples. p
A contemplagdo 6, pois, neste caso muito mai
energica que a meditacdo. S
O primeiro methodo, isto &, aquelle que o eSPI_."‘w
humano segue quando estuda os factos do dom
organico é dito subjectivo ; o segundo denomina
objectivo. O methodo subjectivo foi instituido P
fetichismo. Impellidos pelo sentimento e so conh
cendo 0 typo humano, os fetichistas foram levad
considerar todos os seres como identicos a elle,
- modo que assim suppriam pela meditacio 0 qu
observacdo nio podia fazer conhecer, e eram U
ralmente levados a partir dos phenomenos 03 M
complicados da exploragao do todo para a cODS
racdo dos detalhes, -
Empregado primitivamente na indagacdo <
causas, este methodo péde ser judiciosamente U
na indagacio das leis, pois que com uma pal.'t.?-“-
jectiva constituida pelos materiaes exteriores, 5
45 108sas concepgdes apresentam sempre uma Pe
subjectiva que comprehende as construcgoes.
Substituido o regimen fitichico pelo regimen
taphysico imposto pelas condigoes intellectud=
sociaes, foram os fetiches substituidos por entit
representadas por vontades exteriores aos seres €87
vernando-os. Esta mudanca determinou & C02%
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hecimento tornava-se necessario ao sacerdocio
m de que elle podesse explicar convenien-
®mente as vontades das diversas entidades. Tal foi
*fonte em que se originou o estabelecimento do me-
1‘1"_&0 objectivo, cujo emprego exclusivo é uma das
- Mais lamentaveis aberracoes da anarchia moderna.
- Uonvenientemente apreciado, 0 antigo methodo
_ _‘*_!‘l_l_’JBCtiVO, se nos apresenta como sendo 0 unico
“4paz de dirigir com proveito as investigacdes rela-
: ‘-?Fl?as 20s phenomenos vitaes, nos quaes as decompo-
4 Goes. que exige o methodo objectivo, tdo proprias
'_3--03.““‘10 do mundo, sio irracionaes e absurdas.
) "Fe_ltas estas observacoes, nés vamos considerar o
thodo universal como systhematicamente composto
tres phases distinctas : a deducgdo, a inducgdo e
mstruccao, A deducgao muito facil, muito vanta-
10s dominios mais simples, mais geraes, taes
0 da mathematica e da astronomia, vae-se tor-
difficil a proporcao que os factos se vao com-
_Ban_c__lo, que o estabelecimento dos principios diffi-
*8€, como acontece no dominio da physica pro-
e mn‘?f‘ dita, e mesmo no dominio astronomico,
2 ﬁ?::ldja a deduccao é mz}is complicada do que no
aipe ‘4 pura mathematica. Nesta phase do me-
‘miversal é preponderante o uso dos signaes
ndo eminentemente proprios a permittirem
AL 0 emprego de um tal processo.
UCCa0 apparece logo que a complicagdo dos
©10s ¢ sufficiente para tornar menos vanta-
: f&cd 0 emprego da deducgio. Verdadeira-
® esbogado ng dominio astronomico, este proces-

- 1a-8¢ perfeitamente caracterisado no dominio

S b

Fom® W
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physico, onde a difficuldade em estabelecer os prins
cipios torna o seu uso muito mais extenso que 0 da
deduccao.
Elle constitue o traco de passagem do method0"
objectivo para o methodo subjectivo, perfeitamentﬁ
delineado nas investigacdes biologicas. A construcgd
apresenta-se finalmente nas construcgoes sociolo=
gicas, que, na synthese final, devem coordenar to&ﬂgi
os materias elaborados nos diversos dominios antés
riores; n'elle deve por conseguinte predominar &
sentimento como unico elemento capaz de reall
a2 unificagio geral do dominio positivo. ol
A ordem que segue nosso espirito na marcha 4%
acabamos de tracar, isto 6, partindo da consideraGis
da ordem exterior e elevendo-se depois 4 Ol
moral, é a ordem philosophica ; ella tem por f
explicacio dos dogmas. A ordem inversa, ist
aquella em que ngs partimos da considera¢d® ==
factos moraes para apreciar depois a existencia 18595
ganica, desde o seu modo de ser mais compli
até 0 mais simples e mais geral, é mais sy nthe
n'ella domina sempre o sentimento e €0mMO
melhor destinada 4 poesia ; ella completa 0 culto
idealisagao dos caros objectos de nossa affei¢d0:
Considerando os differentes grdus em que--ﬂ 3
prego de inducgdo pdde ser vantajosamente tl.ﬂh“-’-(9
como no dominio. astronomico, que o institi®:
dominio physico, chimico ¢ biologico, nés P
facilmente perceber a grande aualogia qUé
entre a disposicdo das tres phases do method!
versal e a da serie encyclopedica das 5C
abstractas.
A lei que presidiu 4 instituicio d'esta B R

“irg
Iy
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Y€ nos apresenta a constituicao do methodo uni-
Versal ; assim & que a deducgao ¢ mais simples que a
 nducedg e psta por sua vez € mais simples que a cons-
'_'tf'“cgﬁﬂ que exige o concurso dos dois modos ante-
Hores. O mesmo se d4 tambem quando consideramos
- % phenomengs nog quaes esses differentes Processos
80 pradominantes,

~ Assim ¢ queq deduc¢aomuito desenvolvida nodomi-
M0 mathematico, cujos phenomenos sao bastante sim-
2 P_'PJ.S Para permittirem uma tal operacio e cujos prin-
“Iios sao facilmente estabelecidos para que a induc-
3 i:‘ia“- tenha qualquer desenvolvimento sensivel: a de-
' a‘-“’&‘ﬁo dizemos torna-se successivamente complicada
' -mp.mPOPQEO que se¢ vai apreciando os phenomenos
3 mz:; ?_18?&(1(5.3 e mais particulares, emquanto que o
e Q_G}u"ﬁl.,nductwo vai-se tornando melhor destinado ds
e ﬁlen(iees das questdes no dominio physico principal-
B @ Proporcio que as consequencias s3o tiradas
s facilidade e os principios estabelecidos com
.F"—‘; L?'% d“ﬁculdade; e, finaimente os dois metholos
‘ s .:.:cm"em 10 dominio biologico e sociologico onde o
ﬂ_r:‘” 9 :‘;“tuﬂ auxilio é indispensavel ao estabelecimento
S rm_.end::;l'ucqﬁes. Assim, de accordo com os pheno-
Crosen. . crvados, seguudo sua successio na ordem
; 5 n::—;ude dignidade e decresc?ute de generalidade
s conclgao do methodo umv.ersal' acha-se em
Pedicy Qrf%ancfa com a nossa disposi¢do encyclo-
o hi.coi‘ic-lenmas, estatuida sob de:pende{lcla. de
ida da observacao dos factos e inteira-

L1 - a
81:1 “otica dquella que acabamos de enunciar

L

L

_
- “m.

|

’R&s-i Ordinandg-q
dnn tando dq Observac@o dos phenomenos, o me-

B
- %’ 4 un 3 -
B tlVersal devia, como aconteceu, comecar a
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desenvolver-se por aquella de suas partes relativa a0 =
facto mais simples. Assim é que sendo os factos ma==
thematicos de todos os mais simples e goeraes &5
dedugao foi que desenvolveu-se em primeiro logars
e predominou por muito tempo, dando logar a
influencia profunda e lamentavel dos signaes, cujd
importancia exagerada ainda se faz sentir mesmo 10"
espirito do incomparavel fundador da. synthese finals
0 immortal Descartes, com quem as imagens COMET
caram a ter um uso systhematico, e a indugao ficOt
definitivamente iniciada. Este ultimo processo poré®
86 receben a sua verdadeira destinacao com BacO™
cujas vistas elevadas completaram as apreciag
precisas de seu digno contemporaneo. '
«Para estabelecer as leis geraes, diz elle, é nec
sario procurar uma outra férma de inducgdo d&"?
d’aquella que até hoje se tem empregado e qué®
serve nem s6 para deduzir os principios, com® =
chamam, como tambem as leis menos geraes, 8518
termediarias, e todas as outras finalmente. A in¢
¢ao que procede por uma simples enumeracdo é ¥
cousa pueril, que vae ter a uma conclusao prec
que uma experiencia contradictoria pode destr
que refere-se as mais das vezes a um numero de
tos muito limitado e a aquelles somente q}l_
apresentam por si mesmo & observagdo. Masa .“:‘
¢do que serd util para a descoberta e a demonstt
das sciencias e das artes, deve dividir a natiire
zendo reijeicd>s e exclusdes legitimas; € depo?
ter exclnido todos os factds que lhe convem &
nar concluir em virtude d’aquelles que ella adl
0 que ninguem até hoje tem feito ou ensaiadqi;
ser Piatao que serve-se algumas vezes d'esta 0558
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~ Induccao para tirar suas definicdes e suas ideias.
s, para constituir completamente e legitimamente
%t inducedo ou demonstragio, ¢ necessario appli-
Car-lhe uma porcdo de regras, que até hoje nao pas-
| Sram pelo esprito de homem algum, de modo que é
. Preciso para com ella uma occupagdo mais aturada do
~ quea que tem sempre sido destinada ao sylogismo ;
~ ®devemos nos servir d'esta induccdo nem s6 para
1 '-de.SGObrir as leis da natureza mas ainda para deter-
~ Minap g4 nogoes» . (1)
Assim elaborado em suas duas phases, o methodo
Uiversal completou-se definitivamente pelo positi-
YISO, que instituindo novamente e apreciando de-
?{dﬁ}mente a racionalidade e vantagens do methodo
g“tfle(}tivo dos antigos, no estudo dos phenomenos os
4l ‘ma-“"‘.COmplicados de nossa existencia individual e
p.. 7_'"‘;09_1 ectiva, constituio a synthese final, essencialmente
s 'j‘-u?“efflc_a. collocando assim acima da deducgdo e da
- 111 1C¢0, a construccdo.
 Mquanto o genio poetico fazia sobresahir o papel
& ‘ente das construceoes pela idealisacas das con-

; ‘:igfgﬁes'de nossa existencia, pela organisagao das uto-
- Sentimentaes, resultantes d'essa idealisacdo,

@chv;'dade pratica, inspirada nas producgdes poe-
48, o b

_.-aborava no dominio das artes especiaes 0s
- 1aes que deviam fundar a base monumental do
@a::m t° Ili-liversa‘l. Ja subjectiv.amente osbocado sob
. heia das impulsoes poeticas.

ng:fmo Para com os phenomenos os mais simples,
~ P¥® necessario uma certa inducco para obter-se
- \ : -~

- Novum organum pag, 6.
’ Elemenlos de Algebra—9
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0s principios dos quaes se devem concluir as conse-
quencias, isto realisa-se nos dominios os mais geraes;
em que os factos considerados s3o o0s mais simples.
como acontece no dominio da mathematica, no qual®
as inducgoes, embora sejam muito elementares, pelg_
facilidade com que os principios ali sao estabelecidos, =
jé se manifestam. A induccdo é sempre a base @8-
que se parte quer para deduzir quer para construil}';-‘s'_ :
induzir para deduzir afim de construir ; tal 6 a formﬂli
geral em que se resume a marcha normal do espl” §
rito scientifico. As verdadeiras construccoes COBSS
tituindo-se na filiacao sociologica, comprehend® 2t
que a institnigio da socivlogia era indispcnsa.vel
organisacdo difinitiva da logica final, cujos elem__., B
tos desorganisados, ora pelo dominio da inducgads
ora pelo ascendente exagerado da deduegdo, 5%
poderam tornar-se perfeitamente coexistentes e COBT
vergentes com a fundagao definitiva d’aquella s¢
cia, unica que podia unifical-os subordinando-08 8%
sentimento, pela incorporagao digna e eminentemen®®
moral da poesia & philosophia. Para bem se apX
clar as mds consequencias que traz sempre a insud
dinagdo do espirito para com o coragdo, e s¢ P&
assim avaliar da necessidade do novo regime
seado no amor, basta-nos considerar o que acon
com Voltaire. Espirito eminente, sagaz, perseverd:
poeta elevado, essa bella intelligencia estava, €8
faz notar A. Comte, muito acima da misso @
 cialmente demolidora de que elle se tornou 0
cipal chefe; mas o desenvolvimento insigniics
dos sentimentos altruistas, sobretudo da ven !
unicos cujua preponderancia lhe podia deixar FEEg
ber a verdadeira destinagao social, nao lhe PoS



il

as construccoes, ficando os esforcos d’esse genio ad-
mMiravel empregados a effectuar um desmoronamento
completo nas construcgdes realisadas por seus ante-
Cessores e contemporaneos.

Na logica, pois, como na synthese final, o senti-
l mento deve normalmente ser preponderante de modo
: a regular 0 emprego das imagens e impedir as las-
i timavyeis divagacdoes a que péde condvzir o abuso
!
l

dos signaes. Estes sdo auxiliares poderosos ndo ha
E duvida, mas o seu valor deve ser sempre devida-
Wente apreciado para que 0 espirito nao seja levado
| 4 attribuir-lhe, como acontece no dominio mathe-
.~ Datico, qualidades que na realidade "elles ndo pos-

Suém. Para mais clareza e precizdo sobre este ponto

168 vamos ouvir a este respeito um dos mais eminen-

%S pensadores britannicos. « Mas uma inferencia de

Hatureza inductiva bem que possivel sem o uso dos
| *8naes, nio poderia jimais sem elles estender-se
~ além g casos muito simples de que acabamos de
fall_‘“‘ € a0s quaes limitam-se muito provavelmente 0s
} *aclocinios dos animaes privados de toda linguagem
. C0nvencional. Sem a linguagem ou alguma cousa de
= eg““'ﬂlente 0s raciocinios da experiencia se reduziriam
fuelles que nao exigem proposigdes geraes. Ora,
:;nda' que rigorosamente nds possamos f:oncluir da
X Paﬂencm passada a um novo caso particular sem 0
l’” ;’:::imediarit_) de uma proposigio geral, nés s6 rara-
R Poderiamos sem esse soccorro nos lembrar a
s

';lg:: 4 eXperiencia passada e quasi nunca as conclu-
- . queella pode garantir. A divisdo do processo
ﬁ; etivo em guas partes a primeira verificando 0
': ""ﬂgtl;r:s 0 signal do facto dado, a segunda veriﬁcandr:'
'y £ CDCa ou ausencia d'este signal no novo caso, €

e e

TR T

Ny e
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indispensavel. As mais das =
cesul

-

natural e scientificamente
vezes mesmo o intervallo de tempos a torna 1o
saria. A experiencia que deve dirigir 0s nossos Jui
gamentos pole ser a experiencia dos outros homens, =
da qual uma pequena parte ndo p6de nos ser commi=
nicada de outro modo a ndo ser pela linguagem ; &
quanto 4 nossa experiencia propria ella é geralmentﬂ_'—'
muito antiga, de sorte quesi ella ndo nos fosse lem= =
brada por meio de signaes artificiaes, nés nao pod&ij'l
riamos (a ndo ser por Nossas sensacoes e emogoes 9” :
mais vivas ou pelos factos de uma observacio quo™—
tidiana e de toda hora) reter sendo muito pouce et
nossa memoria. |
Convém porém notar que quando a
ductiva ndo ¢ das mais directas e das mais manifestas =
quando ella exige muitas observagoes 0u experiencid® s
em condicdes diversas e sem comparagdo, § impos
sivel dar um passo sem a memoria artificial das P
Jayras. Sem palavras nés poderiamos bem, sl H1VESS
mos muitas vezes notado entre A e B uma liga
immediata e evidente, esperar determinar. B em i .
parte em que o ligassemos a A. Mas quando 2 11.8”—‘_‘*4 A
nao é manifesta, descobrir e determinar sé ella rea '
mente constante ou puramente accidental, 5!
temos alguma razio para contar sobre sua persis
cia em uma mudanga dada de circumstancias® ® =g
trabalho muito complicado para ser executad® =7
algum artificio proprio a. fixar exactamente %
branca de nossas operacdes mentaes. Ora, 2 L
gem é um artificio d’este genero, a difficuldad® :
em guardar a lembranga da significacd0 das PR
Esta condigio satisfeita nés podemos 108 g
exactamente de toda a marcha de nossos penfia ]

inferencia 18
®
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t0s, exprimindo-os por palavras que confiamos ao
“Papel ou a memoria.» (1)
Para tornar mais inteira ainda a semelhanca entre
4 constituicdo da logica e a da synthese final nds po-
demos referir cada um dos tres auxiliares do pensa-
mento a cada um dos elementos componentes da syn-
these subjectiva. Os signaes mais proprios 4 dedl.lqﬂ_o
Teferem-gp especialmente ao espago, cuja constitui-
£30, concebida como é pelo espirito positivo permitte
1em 56 a representacdo dos factos mathematicos,
0mo tambem a de todos os outros phenomenos ; as
‘Magens essencialmente destinadas a permittir a in-
ducego, cujo desenvolvimento s6 por seu intermedio
torna-se apreciavel sao relativas 4 Terrs, que fornece
- 4010850 cerebro os materiaes objectivos necessarios as
~ "18s construceges e finalmente, o sentimento refere-se
'5‘_ Humanidade na qual a subordinacdo do egoismo
30 altruismo permitte regularisar o emprego dos ou-
e tros dojs auxiliares.
stas combinagdes binarias entre os elementos
"eSpectivos da logica e taes series que resumem a
g fova Syathese, nos leva 4 divisio que a antiguidade

l__.
E. +L
1

3

g oot b
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es,‘f‘hadﬁ, basta-nos considerar que esta divisdo ter-

2 quivale inteiramente 4 classificacdo septenaria

K _0,_31121(1& da observacao dos factos que nos apresenta
: _spectaculo exterior.

I, avy . : . 3 =
"3 concebido na sciencia, em logica, physica e
- Morg],

ir ._ Para melhor comprehender a verdade de um tal

g

M effeito, o reducgio ternaria da serie scienti-




comprehendendo pela mesma razdo a astronomia,

de logica.

-l T e e A — - .
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fica, obtem-se facilmente considerando a moral com'ci_,:
comprehendendo a titulo de introduccdo 4 biologia € =
4 sociologia, cujo estudo torna-se absolutamente 1n

dispensavel 4 sua exacta elaboragdo; a physica comoO =
a8

physica propriamente dita e a chimica, e finalmenté
a mathematica pela simplicidade de seus phenomenos =
que lhe permitte desde o comego da iniciacdo ency=—
clopedica e apreciar as leis intellectuaes e mesmo
moraes, caberd muito naturalmente a denominaga® A
Em cada uma d'estas tres partes predominard 0 ele-
mento que lhe for correspondente na constitui¢ao da
10gica.Assim na moral, onde as construcgoes sdo ma
numerosas, o sentimento é preponderante para oS
regularisar o uso dos signaes e imagens, qué O
correm a um tal resultado; na physica as inducgt
sd30 muito mais importantes e frequentes e a8 Ak
gens predominam, embora sempre regularisadas P
assistencia affectiva, e, finalmente, na logica a8
ducdes tém um desenvolvimeato muito supel‘i‘-__’F‘r’
qualquer dos outros processos e os signaes si%
este facto muito mais convenientemente emprégt
que os outros dous auxiliares do pensamento.
Em qualquer dominio, porém, a operaga0 CEHEE
55 & perfeita com a justa concorrencia d'estes =
meios, indispensaveis & constituigio defin! '
nossas construcgdes quiaesquer.
Os signaes alem de nos facilitar a detlﬂ
nos auxiliam poderosamente o peusa\mento-1‘3";t
do-nos as imagens. Feita uma observagao gu&
constraida a imagem que d’ella resulta e rept :
esta pelo signal conveniente, este sempre 4%




~ Apresentar ¢ for percebido por nosso cerebro, desper-
targ o imagem que o determinou, a qual actuando
'_5;-°bl"e a regido affectiva, determinard a produccao,
- ®mbora mais enfraquecida, do sentimento que mnos
R domingy por occasidio em que observamos o facto que
~ ®lla represents .

Os signaes podem directamente corresponder-se
a '¢0}n ‘0 sentimento, mas a intervengio da imagem
E ) torna-ge indispensavel para que as manifestacdes
,__.'_Et_:timg sejam mais cnergicas e menos confusas.
L. Aseim, por exemplo, assistindo morrer uma pessoa,
& quem dedicamos sincera affeicio, nés sentimos

: 3&_‘“‘2583 de dor que ligadas aos differentes factos que
o 195 observaios, tornam-se intimamente relacionadas
:'-?:ﬁcé);lm:‘ Imagem que a obsgrvaqz‘m do espectaculo’do-
‘f'::éilgnmno]s apresenta ; esta imagem trarltiz-se por um
_ i"hﬁ'é(':tiv determinado proth‘lmdo pela accdo da Teg130
i 'iﬁnéiaa sobre a massa activa do cerebro, e nés pro-
. Hamos a phrase: Fulano morreo.
i;ﬁﬁ?: ta"fles depois de ’decorrido um certo tempo,
f'aﬂa 0“‘;11‘(!108 pronur}mar esta phrase, a'lmp.ressﬁo
ii'a'ta;mel:i 0 orgdo anditivo ao cerebro pode imme-
_omente despertar uma certa emocdo de pesar,
mﬂ&iesta serd fraca e indistincta ; se, porém, 0 sOm
tando sobre o regido affectiva esta reagir sobre
ﬁﬁif:?mulativa e despertar a imagem que nos
“*I1a o facto passado, apresentando-nos os rostos
: .'tmsc‘_ﬁ, 0s lamentos, o conjuncto emfim do qua-
%’;f);oso. que nos foi preseute, esta imagem ex-
% Tegido affectiva muito mais en>rgicamente
sug ntima ligacdo com as emogdes que o facto
i J,l'«au‘ % _P"’d“ZiO quando directamente contemplado,
o 38 10ssas emoqges muito mais intensas, muito

..I I" 'I ..
85




chegamos a imaginar que ella tem alguma semelhat
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mais distinctas e traduz melhor o sentimento primi=
tivo que elle nos inspirou.
Esta intima relagio entre a imagem e a' emogd0 i
que experimentamos contemplando o objecto que nol-a
forneceo, torna-se ainda melhor apreciada quando, =
considerando que muitas vezes embora um objecto
qualquer nos cause uma certa impresso desagra-
davel basta para que esta seja poderosamente enfra-
quecida que nés comecemos a mnotar mos objectos
considerados semelhanga com um ontro que nos é
affeicoado, e cuja imagem uma vez assim lembra'gf
nos desperta a emogio sympathica que lhe comes=s
ponde. o
« Quando uma cousa, di: Spinoza, nos affectd
habitualmente de uma impress@o de tristesa, se DO

ca com um objecto que nos affecta habitualment®
uma impressio de alegria da mesma forga, nds t€
mos 0odio e a0 mesmo tempo amor por essa cousd
Este estado de fluctuacdo é para a paixdo 0 _qug-i'
davida é para a imaginacdo. r

« 0 homem péde ser affectado de uma impressi®
alegria ou de tristeza pela imagem de umd oot
passada ou futura como pela de uma presente- -

«Porque, desde que o homem § affectado pela 1
gem de uma certa cousa, elle a vé como presefs
mesmo que ella ji nio exista, e elle s6 a imd8
como passada ou como fatura, quando a sua i
for reunida a de um tempo decorrido ou Pare.

~«Aquelle que representa a si a destruigdo do
elle ama é dominado pela tristeza; se rppresed
_conservagdo elle experimenta a alegria. Pord’
imagens das cousas que impliquem a existen®®
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Objecto amado favorecem o esforco da alma para
~ Imaginar este objecto, em outros termos, alegram a

alma ; a9 contrario, as imagens das consas que
 eXcluem a existencia do objecto amado, impedem
B S8t esforco da alma, isto 6 a entristecem. Aquelle
© U8 representa a si a destruicao do que elle odeia
~ Sentird  alegyia porque a alma se esforca por
-&‘ “_m_lg‘inar tudo o que exclue a existenca das cousas
~ “pazes de diminuir ou impedir a potencia de accdo
. 95corpos, em outros termos, esforca-se em imaginar
B tﬁa" 0 que exclue a existencia das cousas que ella
'y fletesta, )

- Aquelle que representa a si o objecto amado como
","F“ate Ou alegre experimenta essas mesmas aff ig0es
1% ,:-P-u"_‘]jle 48 imagens das cousas que implicam a exis-

 tenejy 4o objects amado favorecem o esforco que faz
‘.a,l-':g‘g: para fepresentar este objecto amado. Ora_a
s exprime g existencia daquelle que a expari-
&4 ella 6 relativamente a elle a passagem a uma

e ;_a'h_l_-“’g Perfeicdo, o em relagao 4 existencia do objecto

- ddoumg affirmacao.

B @011::; 1:; rePl'esentan?ms a 1n0sso espirito uma pessoa
Timan s 5ando alegria ao objecto amado, nés expe-
.a_ Haremos amop por ella ; se, ao contrario, nés a
"_*‘qﬁ;! ;:“3 £0mo causando tristeza ao objecto hmad?.
T _pf’“mentaremos por ella, o odio: approvagdo
Ragao, (1)
“Stag €Xactas consid
Ttanoeg

‘na

eragdes deixam bem clara a
“1a eminente que devem sempre ter as ima-
efficacia do todas as nossas construcgdes.

3 * POr Maller—Manual de Physiologia—vol. 1I,

i
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Para bem avaliar, para bem comparar, é necessario.
antes ter bem sentido ; para que as nossas especuld= &
¢es nos sejam uteis é necessario que antes de tudo
0 coracdio nos tenha indicado uma necessidade, 008
tenha inspirado por uma impulsdo, 2 indagar tal o =
tal facto, ¢ ainda mais 6 necessario que a concorrenss
cia dos dois elementos logicos, as imagens ¢ 08 sigs
naes seja, por elle assictida de modo a ficarem prevees
nidos os desvios que o ascendente exagerado !
qualquer d’elles possa produzir. A harmonia humat
6, pois, sempre constituida do seguinte modo : 0 8¢
timento nos inspira ¢ impelle; a intelligencia iﬂtﬂ._r
vindo nos esclarece sobre o melhor meio de che
ao ponto indicado; fica assim contitnida uma 1
gem intimamente relaccionada com o sentime
que a determinou, finalmente, a actividade excl
pelo estado que determinou a imagem na i€
affectiva, o traduz por signaes de modo a torna
teriores as construccdes que possam resultar
cercbro liga assim o exterior com 0 interior, ¢
bendo d’aquelles os materiaes necessarios is oS
construcedes, ¢ liga o interior ao exterior traﬁilifi :
por meio de signaes as contrucgdes elaborad:
regido intellectual sob a assistencia indispensd
parte affectiva. Para completar a compara 1
=8

s

anteriormente fizemos entre a constituigdo da
e a disposicdo do grupo ternario da synthest
tiva n6s vamos estender além a apreciagio da
nia que acabimos de considerar. :

0 espaco, como ‘dissemos, & ali considera
tendo uma natureza inteiramente passiva @
mente dotado de sentimento que 0 torna i
prestar-se do melhor modo a representar a8
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- ®Xacta apreciacio exigia uma séde conveniente ; sua
~ assimilacdo ao typo humano fica assim reduzida ao
- elementg affectivo. Para melhor, porém, tornar esta
. APreciagio nés podemos considerar, como fizemos para
- 2 Terrg o espago como tendo sido antes da existen-
| %8 humana, dotado de intelligencia a qual desappa-
- '8C€0 por um uzo prolongado, ficando d’esta forma o
- M0 reduzido tao sémente 4s disposicdes affectivas,
- POrem tambem com a fixidez necessaria e indispensa-
> Vel 4 existencia do conjuncto vivente, e incompati-
e .2om toda supposigao de existencia intellectual no
~ TeI0 exterjo; correpondente. Temos depois a Terra
B 0tada do santimento o actividade, e cujas differencas
Lo 29m a Humanidade reduzem-se a que na Huma-
.' Hdade o elementos renovam-se continnamente pela
Mtervencao da intelligencia, emquanto que na Terra
 elementog gz, perpetuos.
" firmar esta apreciac@o basta-nos considerar
- e ag o geraes da existencia material sio univer-
T {ﬁgfl € que as propriedades essenciaes do Mundo sdo

Adeiramente relativas 4s molleculas de sua cons-
I ll"ﬁo,

A S v

r

Intengjq
Rome

Cuja disposicdo péde nem s6 influir quanto
ade como tambem quanto 4 realisacao dos

_“10S correspondentes ; a primeira considera-
LZ com que ngs sejamos levados a considerar a
*encia da Terra (10 complexa como 0 ¢ a da Hu-
idads, que sobre este ponto parecia differir pro-
bte do planeta em que vive ; a segunda nos
._jelﬁan;onceber a sva oxis?encia como podend;.
or Orer ““lente a -da.Humamd'ade ser representada
®Progan, ® Indivisiveis subordinados ao conjuncto,
“itado p]a leis universaes, e unicas verda-

~Thents reqes, A comparacao entre 0 dominio lo-

-

i
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gico e a constituigio da synthese final fica assim
inteiramente completa e apreciada. E
A synthese final systematisando a vida subjectivé
iniciada pelo fetichismo, estabelecendo o ascendente’
affectivo, construindo como typos principaes, com 08
quaes devemos continuamente conviver, 0s NOSS0S
antepassados, as geracgoes presentes e futuras, Ui
planeta em que vivemos e aquelles que com elle 8=
relacionam, ¢ 0 meio no qual se movem, a L
final, diziamos, nos indica como condi¢ao capl
para a harmonia, a submissao voluntaria e com®
unico elemento capaz de garantir a completa unida(_lﬁ"f_
o amor. O espaco, a terra e a humanidade, tacs 959;;‘ '-
os elementos capitaes de nossas especulagoes ; & E4FEE
referem-se os signaes, as imagens € 0 sentimﬂt-?.'
elementos da logica que permittem € inspiram
nossas construccgdes, as quaes sao destinadas a facll_l.t.
0 mais possivel a dedugdo, a indugao e a cons-tf“gl‘
que constitaem as tres phases do methodo universst
cuja constituigdo systematica pode traduzir-sé ==
classificagdo ternaria dos nossos conheciment0s ==
logica, physica e moral. e
A denominacio de logica em substituicd0 &
mathematica, palavra esta inspirada pela lamen
pretencdo 4 supremacia que aspirou 0 method?
dutivo, e cuja pluralidade em si, jd Condorcet 3%
tao impropria, satisfaz plenamente 4 legitima a8
racao dessa sciencia quanto ao methodo, & a0 o
tempo tem a vantagem de affastar qualquer prete®
quanto a doutrina. it
A reaccdo inversa, diz Comte, desta sllb's—-t!??
purifica o estudo systematico do methodo, tor
inseparavel do de uma doutrina capaz d° e
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as partes essenciaes que s6 podem surgir apés
*roicios decisivos, os quas s poderiam offerecer a
- Simplicidade scientifica, unica que convém 4s apre-
Clagdes logicas, desde que sempre limitados 4 exis-
NCia plenmente universal, reduzida a seus tres ele-
Mentos necessarios : numero, extensio e movimento.
- Bstanacao s tem necessidade de que uma sabedoria
Stematica ahi venha artificialmente logar uma
‘liciente manifestagio das partes superiores do me-
40 que em principio ndo foram cacacterisadas
130 de conformidade com estudos menos geraes ¢
alg fOMPHOadOS. 1)







~ Uonsiderando as sete sciencias de nossa classifi-
%3620 seriaria condensadas nos tres ramos instituidos
| ’1?91"{._3_;I;_-'wlntigos——logica, physica e moral, nés nem sb
- Y98 collocamos em harmonia com o ponto de vista
3 ":'l-l,_mm'icm como tambem satisfazemos do melhor modo
_EXigencias dogmaticas.

-~ Studando em primeiro lugar a logica, depoisa
- Physicg por ultimo a moral, nosso espirito segue
- “Walments 5 marchs normal, partindo dos factos
e, mples, mais abstractos e mais geraes, para o8
08 Mals particulares e mais complicados. Por este
? Bcam logo elaboradas as leis geraes que regem
tencia material e ns reconhecendo a invaria-
® da ordem exterior, a ella nos sujeitamos
*Mamente, a modificamos na intensidade de
“Mentos, ¢ assim disciplinado péde nosso espi-
Dsideray convenientemente a ordem humana,
,_gda € subordinada 4 ordem material, exige
. 1aments o conhecimento d'esta para ser devi-
¢ Apreciada, Pt
d-‘!!llmio. abstracto onde se tem em vista gene-
‘412 poder Systematisar, é este 0 modo mais
® Qus melhor ge presta ao estudo dos pheno-
“0trespondentes 4 cada sciencia fundamental,

:
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Esta marcha de proceder 6 de tal importancia di=
dactica que nés a mantemos, embora ella se ache ems
desaccordo nem s6 com 0 desenvolvimento do €SP
rito positivo, que se nos apresenta o primeiro lugar.
nas indagacoes praticas e depois nas especulagnes =
theoricas, como tambem com 2 constituicdo norma}"
da sociedade. De facto, na sociedade normalmenf_'i?
constituida o sacerdocio, que representa a int§l
gencia e que corresponde 4 logica n0 OSSO triniie
virato scientifico, acha-se intermediario entre 0
Jetariado, que corresponde & physica, e as mulhere
ou a classe affectiva, que corresponde 4 moral. =

Se, pois, a constituigao final da sociedade estd 0%
harmonia com o desenvolvimento da positiﬁdﬂ-_!dl
apresentando em primeiro lugar a pratic, e d‘.’._P:
os elementos theoricos, por cutro lado acha-s¢ €0
desharmonia com a nossa serie terciaria, onde em P¥
meiro lugar estd a logica ou mathematica, 42RO 28
physica e finalmeute a moral, Esta inversao €%
logica e a physica, que nos apresenta a marcie oy
positividade comparada com a disposicio seriatl
‘tanto mais importante quanto ella nos deixa 1=
diatamente conceber a destinagao psseuclat
didactica de uma tal modificagdo. '

0 desenvolvimento encyclopedico p_ﬁﬁ_la g
achar-se em discordancia com 0 estudo l}lSt_‘_’
evolugao do espirito humano, porém
serdo plenamente justificadas attendend

traste que sempre se apresentou entre 88

abstractas e concratas, cuja conciliagdl -

nitivamente realisada pelo positivismo incory
poesia & philosophia.
Elaborando as leis scientificas,
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. Porciona ao genio poetico, essencialmente synthetico
. ©social, as bases de suas construccoes ; e este por
- Seu lado favorecendo e activando a elavacao do senti-
- Mento, coordena os elementos philosophicos, aper-
- b1C0a as nogoes scientificas e assim intimamente
ligados caminham a philosophia e a poesia, tendo

o

s

T i‘:mpre como ponto de eonvergencia o aperfeigoa-
. fento physico, intellectual e moral do homem.
B Esta intima conciliagio permitte a elaboragdo
. “Ompleta ¢ systhematisacdo definitiva do methodo
ke ‘Ezlgel'ﬁfll'. que desenvolvido em sua parte deductiva
- ﬁ&g;gm;nm fia logica, essencxalmentf: destinada 4 apre-
R iu?i zapflg:o, fica pleflamente instituido em sua
R ctiva na physica com o desenvolvimento
I'.':;i gsthematico da observagio, da experiencia e das no-
1‘-"-}}&2:;:;?38’ e finalmente em sua parte constru.ctiv.a.
Bt ¢ ‘ﬁqﬁo daOﬁ]}_Jelas I'lypo.theses blo.logtc.as ¢ a insti-
_‘;'.Oliﬂs 5 lacdo historica em _soc1-ologaa, ate‘a moral
b b'fke afivo aomma 0 methodo subjectivo, essencialmente
" lais o) sentnme.nto.;e ao qual devemos nossas
A “evadas acquisicoes.
"T*Wéfaa.ll)reg,ondzraDCia do sentimento no methodo uni-
Mo -ﬂprn;:m 0 concorrer a induccdo e a deduccdo,
! "l‘-lévad:tara ;EIOnstrucgiin- como sendo uma dedl'lc-
‘_’-f‘fﬁeﬂ.coswee; 1sada depois de uma serie de in-
Bjectivg 2hiy entes, a qual estabelece a sytl:'le_se
; armonia com a elaboragdo analytica,

sad . y
: 0: °°ml03 materiaes fornecidos pelo mundo

Cerehra]

b especial, e nos apresenta a synthese
g S b

Ordinada 4 analyse, a qual é inteiramente
Elemenlos de Algebra—10

SPensa contrariamente aos dous outros, um
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desenvolvida nos dominios inferiores, onde a naturezd, A
dos phenomenos permitte ao espirito, por meio da =
abstraceao, estudar as differentes propriedades isola-
damente. i

Uma tal subordinacdo leva a considerar a formuld®
encyclopedica como traduzindo a marcha gognida -
pelo espirito humano para 'synthetisar 0 conjunct
de seus conhecimentos, pela conciliagdo entre & 2
sia e a philosophia, cijo dominio por demais abstrd
e essencialmente analytico, s6 lhe permitte @
longas preparages as dignas apreciagdes synthett
emminentemente proprias ao geuio poetico.

Para exemplificar a superioridade sob o ponto
vista synthetico da poesia sobre a philosophia bas!
citar a immortal obra de Cervantes, onde a theor
da loucura'é esbogada de um modo incomparavel el
typo do cavalleiro de La Mancha. A

O problema humano resume-sé na subordindg
do egoismo ao altruismo, do progresso i '
da analyse 4 synthese. A primeira parte comed
se esbocar em nossa infancia individual ou C°
tiva, e se desenvolve com a continuacao da cof
vencia social ; durante a adolescencia 0
mento continuo do espirito condvz & subor
da analyse & synthese, por uma elevagao GO

da consideracdo dos phenomenos mais simpk?.
mais complicados attributos moraes, €, finalmen™
~ actividade impellida pelo elemento affectivo]
feicoado, j4 esclarecido pela anterior elaberagd®
culativa, cempleta e unidca a nossa existencid
dinando o progresso & ordem correspundcntec-n‘f_-
sob uma synthese puramente subjetiva, ngs 4%
banir como futeis as actuaes pretengdes &%
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“'f;lﬁ-cimento da synthese objectiva phantasiada pela
"‘f":\_i“i.h_al'phia academica, cuja influencia vae felizmente
- Senullificando com o ascendente continuo do novo
f{i’fgimen. unico capaz de obter a completa regenera-
‘l;io humana. Subordinando a intelligencia e a activi-
de ao sentimento, a verdadeira sciencia permitte 4
: h".tl‘a_cgﬁo o sen desenvolvimento normal, ao mesmo ¥ T
Mpo que a mantem nos limites de sua verdadeira '
estinagio social.
_'-Et_’:sancialmentc sentimental o estado final da exis-

.\I'._Bn{n.a humana previne qualquer insubordinagao do i
"-551’_!__1‘&0 para com o cora;do, naturalmente incom-
el com a harmonia moral, e exige o amor
0 unico elemento que deve presidir a systhema-
ﬂ?‘}aﬂ final de nossos materias scinetificos, cuja
' ..,]-_J“-r.a&‘_ﬁo constitue o dominio proprio 4s investiga-
~8 Intellectuaes.

Q“_entimento sendo o movel de todas as nossas
S e sendo seu apefeigoamento o verdadeiro alvo
3 que devem convergir os nossos esforgos, com-
E’n&ndfe-se que o sen ascendente d_»eve nece;ssa-ria-
es iy azer .desapopa:rect'zr como futeis certas distine-

_“HProprias e injustificaveis actualmente, estabe-
ont & synthese subjectiva, onde o dominio phylo-

PG achg.go dignamente incorporado ao conjuncto

om

=
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etico,
R" das 4 moral, a logica e a physica acham-se

o ha‘_"lﬁ(}nisgdaﬂ no dominio scientifico com a 8
‘ @ sociologia, que, mais de perto relacionadas g
110 affectivo, ngo necessitam como as pri- Wy

“® uma grande vigilancia para impedir as 2

o dispersivas e esforcos estereis. 8
wm’ﬁt“i.ndo a vida collectiva como o estado _‘ }
I .

!’ p .4
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para cujo aperfeicoamento devem concorrer n0ss0S
sentimentos, coorlena os materiaes elaborados pe‘l_
scisncias anteriores, e estabelece os limites dentl'q?
dos quaes devem manter suas investigagfes. i

Subordinada 4 moral, a mathemathica ou 1081
deve limitar-se systhematicamente ds investigagoss:
que exige a preparacao mormal para o estudo d" ,
sciencia final, e ds elaboracdes capazes de compﬂtt_"-’"
rem uma applicacao na physica, cujas nocoes devess
basear-se em suas leis. S6 assim é possivel liber=
tar-mo-nos d’essas divagacdes inuteis e pedantescs
dignos fructos da lamentavel insubordinagdo do €SP
rito- para com o oracdo ensinuada e mantida PO
falsas doutrinas metaphysicas.

Esta dupla destinagio da mathematica exp
motivo porque torna-se necessario no dominio P
cular d’esta sciencia manter certas theorias. q
embora ndo apresentem applicagdo alguma phys
sa0 todavia proprias ao aperfeicoamento d
questao de methodo. Denominada de logics, &
thematica fard immediatamente perceber sud
missdo social, e dispord o espirito a €6 acceltﬁ;
indagacdes tendentes a um tal fim, isto é, A% °
gacoes que lhe forem impostas pela sua orden
serie scientifiba. b

Limitada por longo tempo aos factos mais.
quados a0 uso do calculo, a logica apresentot
tarde verdadeiras profanagdes scientificas. que ™
do-a a esquecer sua destinagio moral e sua &%
¢io physica, fizeram-na pretender o primel™
na escala das sciencias. procurando explica!‘;

factos possiveis, por factos puramente numeries

%
=r

leis que lhe fornecia o estudo do sen prop

lica
gn
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. Minio, Estas pretencoes injustificaveis, trouxeram

- %Mo consequencia uma completa anarchia, que se
~ O8tencen afé 4s diffinigdes, em geral vagas, obscuras

. ° Muitas vezes inexactas. Subordinada, porém, &

o

- 9l a logica serd purificada pela influencia da

. gﬁﬂtrina positivista, que sempre lhe lembrari sua
ﬂs—.#??“ﬂafzao moral e o seu caracter verdadeiramente
B 081co. '
& A incor
Yy Bntre a po

Fil

Poracio que o regimen final estabelece
¢sia e a philosophia, nos leva a considerar
bi- ;ﬂ.ntﬁ_ ASsciencias como as arfes como concorrendo para
- & solugag completa do problema humano. A scien-
* 2 apreciando a ordem exterior e depois a ordem

};‘ltel“mr‘ p
_ 7_.5‘?;"“‘?3 € mais abstractos, e que nos apresentam um
1-:";?3“@01110 mais fixo e :nai§ regular, para os phe--
i3 vados, mais nobres, mais compli-

_._If_ll.enss majs ele
Ia‘.__OS € variaveis

=N Mathematicy,
Ordem exterior, tom por objecto a construccao
POS mais simples, mais fixos e mais regulares
j0 8tudo além da sua efficacia logica, concorre
‘z famente para aperfeicoamento de todos os
¥enientemente disciplinada, ella educard o es-
Pela evidenciy plena de seus resultados, e
' “ra 0 nosso aperfeicoamento moral,
ordina¢ao do interior para com 0

e tambem facilitando o estabeleci-
da unidadl! da

“eSenvolyerg g4

leis intellectuaes permittindo
T3630 dag ]ojs

physicas, e desde entao fard

rocede dos phenomenos mais simples, mais

primeira das sciencias no estudo

alma pela preponderancia do/
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sentir que as leis moraes s3o as unicas capazes de
realisar uma completa systhematisagio. o

A defiinicdo que demos para a logica comprehend®
um problema cuja solugiio é impossivel obter com
os recursos de que ella dispde. e

Um tal problema péde ser considerado como sendd
susceptivel de duas solugdes: uma concreta, S§
thetica, porém empirica, emanada directamente
culto, onde o sentimento adquire mais desenyol
mento que outro qualquer dos nossos attributos
outra abstracta, analytica e systhematica, emil‘ﬂ
do dogma, onde a intelligencia tem mais desenl
vimento e nos permitte obter construcgdes abtrd
formuladas por um estudo gradual dos factos simpies
e geraes a factos mais on menos complicados.

Estas duas solugdes s6 podem ser definitivamens
estabelecidas pela moral, unica sciencia em 4 i

ponto de vista social acha-se plenamente aprecid
0 sentimento convenientemente desenvolvido e &
telligencia sufficientemente disciplinada, pard
seja possivel a solucdo do problema human0, &
se reduzem as duas solucdes do problema gerd
logica. =
Nés devemos, pois, considerar a definicd0
demos desta sciencia como exprimindo o rest®t
final de que ella constitue uma simples phasé El
paratoria, e assim formulada somente com Oﬂ
previnir divagagdes inuteis e nocivas. Pl

e

~ Attendendo agora ao problema geral qué °1 3
por fim resolver em o seu dominio pafti°“¥-’? "
vamos dar-lhe uma outra definicao, que ’B

pletard com a definig@o systhematica ji estabe™
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~ que lhe lembrari sempre a sua verdadeira distinago
o ;_'.“I.HOI'&I.

B Estas nocoes elementares convem que fignem per-
fﬁif-'ltn'ente formuladas, pois que na maioria dos com-
- Pendios sap ellasapresentadas d> um modo vago,
= 9B5curo ¢ por vezes infelizmente falso.

- Noestado rudimentar de civilisagio das sociedades
manas as occupacoes do homem deviam ter sido
Mo limitadas : —a caga, pesca, alguma cultura de
.1eN0s, o fibrico de instrumentos destinados para
0, taes deviam ser as operagodes que lhe garantiam
stencia e permittiram a evolugao das pequenas
ades até o ponto de elevado aperfeicoamento
€ hoje as observamos. As especulagoes theo-
'Muito mais que os trabalhos praticos,deviam ter

190 limitadas : a5 primeiras nogdes numericas, ins-
fdas pela contemplagdo directa do mundo ex-
98, algumas nogoes geometricas, determinadas
ia Recessidade de medir os torrenos pertencentes a
% 8rupo e alguma nocoes astronomicas.
ReoA medida, porém, que a situagdo sobre o planeta
* Complicando, pela maior sociabilidade, conse-
©8 do continuy ascendente’ dos sentimentos
thicos, a medida- que as necessidades se foram

€ando e tornando-se mais variadas, e que a
- 44 actividade apresentou-se mais extensa, a
Ncia dog difforentes grupos, foi s¢ tornando
Yamenta mais complexa e mais pronunciada

M0 meio exterior ; as grandezas cujo conhe-

Mais de perto interessava a existencia col-
‘eSentaram-se mais compostas, em situagdes
U5, 0 que exigio para sua determinacdos

tebraes até ali limitados as operagoes




— 152 —

elementares relativas ao processo da avaliaggo di*:
recta. §

Mostrenzos com alguns exemplos 0 modo porqu
situacio das grandezas e suas dimensdes podem
ficnltar sua avalicao directa.

Supponhamos que se quer medir uma distancia
linha recta de trinta metros situada sobre um
reno perfeitamente horisontal. A primeira condi
que exige a medida directa é que a distancia a *
dir possa ser percorrida de uma 4 outra extremid:

pela pessoa que mede, isto satisfeito, a operacao €O

siste em fazer coincidir,a partir de uma das extrel
dades da linha, a grandeza tomada para a unidade €07
linha dada, e repetir esta operacdo até que a coin i_?"
dencia se realiss no extremo opposto, ou ent3o a_té',
a por¢do restante com a ultima coincidencid:
grandeza a medir, seja menor que a medida @ o
tada. Como vemos, a questao em taes condicoes
apresenta difficuldades, mas se nés !!llli'!’1“5’3"{"1“j
recta tendo grande comprimento e interromP‘I_}* b
um rio, uma montanha on um bosque, ji 2 m
directa torna-se impossivel. A mudanca da’j.s_l
¢io complica ainda mais rapidamente a qU&
uma recta de trinta metros sobre um terren®
sontal ndo apresenta, como yimos, diﬁiiculdﬂde_% 33
dida directa, mas se em vez de a concebermos St
no plano a considerarmos na posigdo verﬁc?'l .
ta0 torna-se muito difficil, pois que alem €&
exige um meio que permitta a pessoa que ™ =
var-se gradualmente segundo a vertical af!
der realisar a coifcidencia da unidade com
medir. Si nos considerarmos agora @ m
obstaculos e irregularidales que n0s

A3
-
b



ce da terra, a grandeza e a posicao das distancias
M que de nés se achao os Ccorpos que mais interes-
0 N0ssa existencia collectiva, taes como o0s outros
o 10530 systhema planetario, facilmente poderemos
Comprehender o quanto é limitadissimo o numero de
%3808 em que a medida directa torna-se possivel e
- "atajosamnte applicavel, relativamente dquelles em
‘__1__“3 030 convem ou é completamente impossivel um
- tal progess, -
; -..,__E*‘tﬁ accressimo notavel de difficuldades em rvela-
0 203 factos cujo conhecimento mais influencia
_ -xel‘.ce sobre o conjuncto humano, levou o homem a
' n{:ed}faqﬁes mais aturadas, a contemplagdes mais mi-
HClosas, convergindo para a determinagiio de um
do por que polesse fazer depender a determinacao
Stanlesas, que nao comportavio uma medida
€¢ta, do conhecimento d’aquellas em que fisse pos-
Semelhante maneira de determinacio. O modo
Q€ 88 estabalacem indirectamente as relacoes en-
. 9 differdantes membros de uma communidade por
ftﬁl‘iﬂedio de outros, devia naturalmente servir de

36 20 processo indirecto da avaliagio das gran-

que um individuo 4 tem necessidade
®¢er a0 individuo G, Pode acontecer que en-
BESsvas relacionadas com 4 haja uma F conhe-
3 _e- G' heste casg 4 pode cunhecer G por inter-
i deF Pode dar-se, porém, que 4 nao conheca
- conheca [ cop quem F tem relagges e entdo 4

TG Por intermedio de E e de F, e final-
4 pode 130 conliecer E mas dar-se com B, que
Gios. +. ¢ relaces com (7 que por sua parte é re-

d'o 2 D que mantem relagdes com E, e entdo
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A vird a conhecer G por intermedio de B, C, D, Ey &
: F cujas relagoes mutuas elle conhece e lhe s30 1n-
dispensaveis.
Tal foi naturalmente o facto social commum U
inspirou a construgao do processo indirecto 1o domi-.
nio abstracto. EES |
De posse do facto philosophico, que a observa
social lhe apresentava, o espirito humano ndo te¥
mais do que com a abstracgdo determinar as relagd®
entre 0s elementos (e cada facto com aquellesds
a medida divecta lhe fazia conhecer, e d'ahi
grande e incomparavel construccao abstractt
medeia entre os valores directamente obtidos
grandezas a determinar, e que constitue o noss0 &
poderoso auxiliar e a base essencial da logica—0 &
culo. : |
As difficuldades que podem comportar a avd
indirectas, a complicagao e zomplexidade da
construccao que liga os dois extremos da inVests
mathematica, torna-se clara se attender-mo
assim como o elemento que se busca pode 8%
immediatamente ligado a um outro cujo valo
podemos directamente obter, e cujas relaq_ﬁ&s. %
elle nés podemos determinar com precisd0s
tambem acontecer que este segundo elamoj__
mantém relagdes com o que se procurd, nd
susceptivel de avaliagio directa, mas estoja I
nado a um outro que comporte esta avaliag0 u:
por diante de modo que o numero de plem
termediarios pode ser mais ou menos nume
relagdes mais on menos complicadas.
Para esclarecer ainda melhor esta mOG%
mental nés vamos considerar um exem

s

i
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mples ¢ que comporta uma applicagio logica : a
Uéda de um corpo. _
Supponhamos que uma pedra cahe do alto de uma
torre cuja «ltura nés .queremos conhecer. E’ claro
©a medida directa é impossivel em taes condi-
5, 0u, pelo menos exigiria tralialhos penosissimos
t"'?:l'la difficuldades que impediriam inteiramente a
PHECISA0 do resultado. E' necessario, pois, adoptar a
: 1_{&930 indirecta e procurar fazer depender a altura
eum elemento cujas relagies com ¢lla nossejam
hecidas o que possa ser obtido directamente.
Assim  esclarecidos, nés comecamos a observar a
_,d_{a da pedra e notamos que o espago que  esta
0-1'1'8' na direccdo vertical da torre varia com o
P9, 1sto &, que quanto mais demorar-mos a obser-
O tanto maior serd o espago percorrido ; quando
' chega ao terreno o espaco percorrido serd
ﬁu;lflﬂﬂ_te igual 4 altura procurada, e terd se pas-
i Certo tempo a elle correspondente. O relogio
; ando directamente o valor do tempo decorrido,
U€stao reduzida a determinar pela experiencia
Y430 a lei que liga o espago percorrido ao
% 12 quéda dos corpos, e esta obtida e tradu-
'bstr'actamente, isto é, convertida em relagdo
-nt.j'? numerica, introduz-se na formula corres-
e 0 valor do tempo dado pelo relogio e de-
&8¢ o valor procurado do espaco, ou a altura
aar -
Qrgdn por esta forma o problema é simples,
' %mem" directamente considerado acha-se im-

oy
b
1

fiite ligado ao espago por uma lei simples:
“26¥mos abordar a questdo em toda a geue-
8t0 & levando em conta a variagio da




o
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gravidade, a resistencia do ar, suppondo a qué
obliqua, os elementos tornam-se mais numerosos,
relacdes complicam-se ¢ por tal forma que a solugdoss
completa de semelhante questdo ainda estd po&
fazer-se.
Portanto, quer o processo por comparagao direct
quer o processe indivecto fazem parte do domitd
mathematico, este ultimo, porém, é preponderante
o que verladeiramente o caracterisa. O primeiro
prega-se em um numero limitadissimo de c€asos
constitue a face mais simples, mais elementar
dominio goral, emquanto o segundo nos leva 1MECE
diatamente a perceber o caracter normal e as GE8
culdales inherentes ds suas investigagoes.
Difinindo-se a Logica como a sciencia qué
por fim a medida das grandezas, é impossivel ¢
dnzir o espirito a fazer uma idéa falsa d’esta SCIEEES
pois que rigorosamente uma tal defini¢do kbl
os dois processos de avaliacdo : mas a idéa sug
¢ muito vaga, muito obscura e difficilmente
comprehender a0 alamno que a recebe o alca
complicacdo que podem comportar as investis
logicas. :
A palavra medida nos desperta mais dep ‘*
idéa da comparagdo directa, facto para cuja taS=
ella foi naturalmente formulada, do que & ¢
nagio indirecta com auxilioc de uma CO
mental, abstracta, que s6 mais tarde, qual d
envolvimento da abstracggo permitio pode
venientemente elaborada.
Este facto, de capital importancia, é Pré®s
0 ‘que determina o defeito da difinigio que
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i:'f't_i'l'nar saliente a preponderancia do processo indire-
v -F:-tb.; desde que o problema geral pode ser formulado,
~ © 05 casos mais numerosos e difficeis puderam ser
- “¥idamente contemplados,
Se por um lado dizendo-se tao somente: tem por
- M @ medida das grandezas, deixa se geralmente com-
" ¥ehiendidos os dois modos de com paragio, por outro
““Oapresenta-se o inconveniente de deixar-se ficar
19¢80 do facto capital que se pretende dar a co-
(€T, vaga e obscura, pois faz-se suppor preponde-
A_‘.; 10 dominio da Logica, exactamente o processo
Cuj fmprego ¢ mais limitado, % cuja simplicidade
, nge de exigir grandes esforcos mentaes.
_Preciso, pois, difinir a logica de modo que im-
@tamente so possa comprehender a grandeza, a
‘iculdade que podem comportar suas indagacoes,
4fce de seu dominio, o caracter philosophico _
Mental de sua marcha geral, para o que basta
8¢ explicito em sua difinicao o uso preponde-
dooprocesso indirecto, ficando implicito e muito
__'cl[fflente capaz de subtender-se, 0 emprego do
&0 directo, naturalmente indispensavel.
81ca. pois, deve ser definida: a sciencia. que
MR a medida indirecta das grandezas por meio
f‘-”_' Conhecidas, cujas relagies com ellas sin preci-
derminadqs - ou, simplesmente: a seiencia que
ﬁ-’?}_u medida indirecta das grandezas.
t difinigay, muito naturalmente deduzida da
0 que fizemos do caracter fundamental das
: Q!-’{?s logicas, exciue difinitivamente a supo-
0 o 0&‘-1?3, Nec:ssariamente inspirada pela diffini-
“talmon gy dada pelos compendios especiues, do

= 90 processo directo, ¢ nos apresenta a




~ directa do quadrado do tempo correaponda'li,._ '
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mathematica como digna de constituir um elemento:
distincto na escala encyclopedica, como abrangendo’

uma immensa elaboracdo intellectual, extensivel 85
todos os phenomenos desde que elles possam COH=Z
portar uma avaliagio precisa, desde que 0s seus
mentos apresentem relacdes que possam ser deter
nadas com rigor. 7 _

Estabelecida assim a diffinigio mais racional qu®
convém 4 logica, encarada sob o ponto de vista ¢&
seu dominio particular, nés vamos aprecial-a quant®
as divisdes de seu dominio normal. i

Como acabamos de ver, as questdes mathemat!
apresentam em sua solugdo completa duas phe
distinctas e intimamente relacionadas: uma em 9%
se tem em vista determinar qual o modo de re
existente entre os differentes elementos que 0
nomeno apresenta; e outra em que estas relag
gendo traduzidas em simples comparacoes de
dezas, e consideradas independentemente do’ fact!
que ellas emanam, sdo sujeitas a processos log!
que permitem obter os elementos pl-(:'curad'l's
meio dos elementos conhecidos. Voltemos a0 €
plo jé considerado da queda dos corpos.

Como dissemos, a observagio mostra Queé =
um modo de dependencia entre o espago PE™
pelo corpo e o tempo corre%pondente, isto, porét
si 56 nada adiantaria para 2 solugio da qU
este modo de dependencia nao ficasse prec
detorminado. Para obter isto a experiencia.
gada conjunctamente com a observagao s30°5
adequados, e nos permitem conhecer que _B}'.
considerada vem a ser que 0 espaco varia B
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& parte concreta da indagacdo. Este modo de
Pendencia ou esta formagio \los elementos bus-
95 pelos elementos conheeidos, considerada entre
andezas dos elementos numericamente avaliados,
pPendentamente do facto qu:a forneceu, constitue
Parte abstracta, que efficazmente auxiliada por
bolos convencionaes, permite o emprego de pro-
S Convenientes, cujo fim é fornar claro, expli-
0 modo de formacgao do elemento incognito, a
43, belo elamento conhecido, o tempo.
';‘; Visto 6 faci] com

IR 4 prehender que uma vez que seja
Mesma o natyrezg

das formacdes ou 0s modos de
¥¥ldencia entre as diversas grandezas, que os dif-
es phenomenos nos apresentam, a parte abs.
Serd semprs identica, quer se trate de tempo
4%, quer de volume e pressdo, luz, calor ete.,
Patte concrata ao contrario variard necessaria-
?e-ide 4m a ontro facto considerado.
Parte abstracts €, por conseguinte, racional,

teiramente geral, em quanto que a parte

1.6 essencialmento especial, completamente
fada ag myyqq

exterior d'onde ella tira os
Ateriaes pela contemplagio e constroe suas
Comproval-as pela experiencia,
Iexg, uma vez obtidas com rigor, sio conside-

1encia, e a alaboracio apresenta-se entio

4 € gualquer sugestdo exterior.

U8 Loverrier entre as paredes de seu
e - udo determinon a existencia o espaco
et ﬁeptuno; assim é que o official desmarinka
Scerrado em sen beliche, a posicao do
mar, :

fominio abstracto, independentemente de
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0 caleulo, diz Portalis, que liga, que amplifi
que reduz, que compoe e decompde, nao: cria. |
turhilhges de Descartes provam que se péde caleu
chimeras do mesmo modo porque se pode congregét
verdades, ?

Consideradas quanto ao grdo de complicacao !
podem apresentar, as duas phases da solucao, coneré
e abstracta, sao identicas. Ora a lei logica ¢ mu
simples e dificil de obter-se, ora é facil de ser
coberta ¢ é muito complicada, e finalmente as d
partes podem ser conjuntamente dificeis, como ac0
tece com o problema geral da balistica em quenem:
a lei concreta da resistencia do ar nao é conhec
como tambem a elaboracao abstracta apresentd:
ficuldades que até hoje ainda nao foram vencidas:

A passagem do concreto para 0 abstracto © &
racterisada pela traducgao analytica das relagoes
muladas pela lei entre os elementos considerad0s,s
estes mesmos elementos, porém, aperciados ® :
plesmente sob a relacdo de grandeza, isto €
estabelecimento da equagdo.

Esta nassagem por mais simples que poss?
cer 6 por tal forma complicada que até hoje 0_5_--
phenomenos que nés podemos estudar no domint®
thematico sdo os de extensdo, movimento € cald

Em quanto a parte abstracta comporta Me
geraes, uniformes, com 08 quaes resolve as 4%
de seu dominio, a parte concreta nio gosﬁf-
podera gosar semelhautes vantagens, fican¢
terminacay das relacdes que existem entre 05
elementos que os differentes phenomenos P
sentdo, sempre limitada a cada classe partict
0 facto de ser a parte abstracta mais g"

L ¥
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EPﬂi‘ta concreta nos leva a estudala em primeiro lo-
~ o4, como abrangendo phenomenos mais simples
. S mais geraes, Assim considerada a mathematica, o
* %l dominio se nos apresenta como podendo abran-
. 88 uma classe qualquer de phenomenos: a questdo
i Y em que em certos casos o estudo 6 simples, em
- Utros muito complicado, e finalmente na maioria
©asos chimerica e impossivel. Nos phenomenos
,t_a'e_s_, por exemplo, os elementos que se nos apresen-
}39-_"330 por tal modo instaveis, varido de um modo
m;i-di.verso e tdo 1‘apidaz:nente fque, COMg observa
- wville, qualquer applicacdo mathematica a taes
- 1U8stdes sopia completamente esteril.

_'g-

*ar todas as questdes como consistindo em ultima
nal-T %6 em determinar certos elementos por meio de
L 98 conhecidos o cujas relagdes mutuas pode-se
g ler Precisamente.

disting3o estabelecida por Kant entre as ideias
- ?tidade e ideias de qualidade, tira, sem du-

-€Ctual, fasendg-g abranger tdo sémente as pri-
%5 Mas umg ] distinc¢do perdeu de todo a im-
©a desde que Descartes mostrou com a sua

Paravel creagag que os phenomenos de forma

* 98 phenomenos mecanicos, e finalmente

“‘Mente confirmado pelo genio de Fourrier,
190 as leis mathematicas dos phenomenos
que hoje 530 “considerados como consti-
w:g. Yamo distincto no dominio da mathe-
i Elementos de Algebra—10

T LN T

8iComente, porém,' nos é sempre permittido con-

LR T Y )

el

4 mathematica o seu caractor de universalidade

5 2 Wonh ! Ak el

—l e e
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. h
mathica concreta. Considerando, porém, quantos 0
resultados effectivos, que nés podemos obter co
'applic‘a(;ﬁo'da mathematica, é nec-ssario confess
0§ NOSSOS UL0S reaes jamais excederdo com prov
o dominio de uma parte muito limitada da physicad
propriamente dita. i
Na classe de phenomenos mais simples d’este do-
minio, nos phenouenos celestes mesmo, Cujo ¢
mais complicado é sempre mais simples que o M
simples facto tervestre, a questdo jd se difficulta por.
tal forma, quando nés pretendemos tratal-a COM B2
generalidade, que até hoje as nossas solugoes @
e tal respeito sdo todas aproximadas. Se considerar
agora a instabilidade numerica que se apresenta B
factos chimicos e que é tdo notavel nos factos Vil
e ainda mais, que todos estes motivos concorret
influenciar os factos sociaes e moraes, facilmente P
deremos comprehender o quanto s@0 limitados &
factos capazes de comportar uma applicagio logi®
0 emptrego, pois, da mathematica ficard assim
tado ao dominio astronomico e a um pequeno I
o ‘de factos physicos, ficando excluidos 05 factcs
L complexos e todo 0 dominio da physica organiC
Os phenomenos athmosphericos, por exem_p}@i‘
fa(_',tos que pertencem ao dominio da phySi.
priamente dita, mas que, embora determind
concorrencia de elementos conhecidos, aP
" uma tal variabilidade que a parte concretd
- o estabelecimento da lei ou do modo de de
~ cia que enfre elles existe, e a passagem par
minio abstracto, em cada caso particulat €

© Clmetaimp.
RS "*'4%‘9?”@&:113@“@& res

- o
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®mpre da consideracio de que a parte concreta
- 92 conhecida, estubelecendo a pressio e a tempe-

atura as mesmas em toda a massa gazosa, o que
€ mais que um recurso de que nos servimos,
te a impossibilidade de poder obter a verdadeira

~ Nos phenomenos muito complicados, mesmo que
Conhegamos as leis que os regem, a reduccdo
rélaqﬁ_es por estas traduzidas 4 simples compa-
0 de grandesa, ou o estabelecimento das equa-
Correspondentes, é, na maioria dos casos im-
vel com o pequeno numero de elementos ana-
08 de que podemos dispor.
S 830 de um modo geral os limites da logica
lathematica, quer no ramo abstracto, quer no
' Concreto,
. ‘:";-B"Passamos agora a aprecial-a em sua organi-
*0 Particular, objecto principal deste capitulo.
Parte abstracta, como dissemos, sendo mais
* Occupando-se com idéas mais simples, e sendo
cor e_??“_..to de vista logico, independente da parte
oy 2 ella necessariamente subordinada, nés a
Nap.. S Considerar o estudar em primeiro lugar: é a
.- Presidia a nossa classificacio confirmada na
L1630 particular desta sciencia fundamental.
%01da a parte concreta o estabelecimento do
-° dependencia, dado pela lei, entre funcgdes
~ 48 grandezas consideradss constitue a
stabe €cida esta, para chegar a tornar claro
9 modo por que o elemento procurstdo se
0 pelos elementos conhecidos, o0 espirito
A uma serie de transformagdes ade-
S, Cujo cq{';ﬁrhcto constitue o calculo.
.




" é de todas as sciencias a mais perfeita em virtude €

r

= A=

O caleulo &, pois, a base fundamental de nossts
conhecimentos positivos e, embora elle seja €%
muitos casos impotente para nos dar solucoes prect

grande simplicidade dos phenomenos que elle €0
sidera e nao pelo emprego dos signaes geraes, CON
erradamente pensou Condillac e depois a maiona &
especialistas. 3

Occupando-se tZo sémente com as relacdes BUE
ricas existentes entre as grandesas que O0S pha“
menos nos apresentdo, o calculo torna-se eminei
mente proprio a tornar precisos nNOSsO8 GOPh_
mentos, e nos proporciona a vantagem de poder”
estudar por um mesmo trabalho analytico, phe!
nos inteiramente diversos. e

O calculo comprehende duas phases distin
uma em que se precura,uma vezesbelecidasas 4t
do facto estudado, passar do estado implicito e
se acha o modo de dependencia dos elementos
curados para com os elementos conhecidos; I
estado explicito correspondente; outro qu”_cg
desde que isto é obtido, e que tem por fim avés
formulas achadas de modo a determinar 0% F
procurados. A primeira parte constitue 0 domiBs
algebra, a segunda constitue o dominio da
metica. ; z.

O calculo compde-se assim de dois ramos
ou calculo das funcgdes, e arithmetica ot C&
valores. | .

Esta denominagio de algebra, querem
Ménage que seja devivada do arabe algi®®
significa restauracdo de uma cousa desagré.q‘.’.__.‘i“i
pensam com Herbelot, que.ella origina-s¢ =

e
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de Geber, philosopho, chimico e mathematico celebre,
denominado Gicebert, pelos arabes, e a quem atribue-
se a sciencia da algebra.

A primeira derivacdo, porém, é mais geralmente
aceita, pois além de mais racional acha-se mais em
harmonia com os factos historicos

Fstas duas phases do calculo existem quer nas
questdes mais complicadas, quer nas mais simples;
algumas vezes, porém, as relacdes consideradas sido
por tal férma simples, que a phase algebrica elabora-
s¢ mentalmente de modo que a questido traduzida
pelog caracteres exteriores, apresenta as funccoes em
0 estado explicito, o que a muitos faz suppor a exis-
tencia nnicamente da phase arithmetica.

A arithmetica representa o elemento mais geral,
mais abstracto e mais independente do dominio ma-
thematico. Reduozida a puras investigacOes nume-
ricas, ella deve ser considerada como constituindo o
dominio mais exacto, melhor caracterisado, embora
menos  desenvolvido do caleulo onde o conjuncto
algebrico intervem s4 como methodo e jimais como
doutrina propriamente dita.

Com a arithmetica comeca a manifestar-se em nés
0 primeiro sentimento das leis objectivas e subjec-
tivas, com as previsdes ahi estabelecidas sobre os
acontecimentos, as quaes nos levam a conceber a
existencia de uma ordem immutavel dentro e fora
de nés.

0 dominio da arithmetica ¢ limitadissimo em com-
paracdo. ao vasto dominio algebrico. Sabendo-se
avaliar as poucas formagdes elementares de que nés
dfst’mBSu 4 questdo arithmetica torna-se muito
simples, pois qne, por mais complexa que seja a
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formacdo a avaliar, a questo reduz-se sempré
avaliagio das funcgoes elementares que a com|

Se attendermos a que a avaliagio de uma func
reduz-se a transformal-a em outra equivalente, £ |
podemos, em rigor logico, considerar 0 calculo 3%
thmetico como uma applicagdo do calculo alge}?
que constitue o ramo mais importante do domit |
abstracto da mathematica. Ll

Tambem o dominio arithmetico ndo & ta0 FEStHER
cOmo $¢ possa suppor. :

Os problemas mais transcendentes aprese]
sempre como ultima phase de sua solugao a avall
de um élemento desconhecido por meio de Ume
terminada combinagio de elementos conhf_&mdﬂs"

A construcedo de uma taboa de logm‘lfhm“;s-

taboas trignometricas, sio do dominio anth“_‘g
a resolucdo numerica das equacdes, que.consl_
parte mais importante da algebra superlof'-_ﬁﬁ-b
terisada, pode-se dizer, pela phase aft ¥
sendo ahi a phase algebrica muito secuﬂdf-‘_nﬁ

Passemos agora ao dominio concreto da md '.
tica. 2

A mathematica concreta comprehend® tfﬁ-ﬁ-'- '
respectivamente relativas aos phenomenos de €3
movimento e calor.

As duas primeiras classes nos p
mente considerar como reduzidos todoS
factos. e

Com effeito, se nés considerarmos no m?-_
0s corpos inteiramente immoveis, 8 SU% e
86 se nos tornard conhecida pelos Ph_‘"_’%é‘., .
forma, grandeza e situagdo; se suppozer™® gﬂ 3

ont

odemos |
0s

mento & claro que alem daguelles pheno™
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mos de considerar o movimento como um modo de
ser inteiramente distincto.

Assim, pois, conforme a feliz concepcao de Blain-
ville, o universo. sob o aspecto statico s6 nos apre-
senta phenomenos de extensio, e sob o aspecto dyna-
mico os phenomenos de movimento.

0 ramo concreto, portanto, apresenta a divisio
binaria: ¢ Geometria e Mecanica, comprehendendo esta
,de um modo geral o estudo dos phenomenos de calor
ou a Thermologia.

Referindo-se 4 concepcdo de Blainville, diz Comte:
« Mas, ainda que esta concepcdo seja sempre logi-
camente possivel, a difficuldade esti em especiali-
sal-a com a necessaria precis3o e seguil-a em cada
um dos casos geraes, que nos offerece o estudo da
natureza, isto 6, em redusir effectivamente cada
questdo principal da philosophia natoral, para tal
ordem determinada de phenomenos, 4 questio de geo-
metria ou de mecanica, 4 qual racionalmente se po-
deria suppor referida.

Esta transformacdo, que exige antes de tudo gran-
des progressos no estudo de cada classe de pheno-
menos, ndo tem sido realisada até hoje sendo para
com os phenomenos astronomicos, e para com uma
Pequena parte daquelles que considera a physica
terrestre propriamente dita.

' assim que a astronomia, a optica e a acustica
tornaram-se finalmente applicagdes da sciencia ma-
thematica em certas ordens de observagoes.

.Mas estas applicagoes ndo sendo por sua natureza
Mgorosamente circumscriptas, seria assignalar 4 scien-
¢la um dominio indefinido e inteiramente vago, con-

fundil-as com ella, como faz-se na divisio ordina-
\
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g

ria, td0 viciosa a tantos respeitos, da mathematicd
em pura e applicada. :
A geometria tem, como a mecanica, por bas
observacdo do mundo exterior. '
Limitando-se em principio ao estudo das form
apresentadas pelos corpos observados, a geometé
estendeu sen dominio a proporgdo que a abstracg
se foi desenvolvendo, até que com a instituiga0 8=
espaco ella pode abranger o estudo de todas as f0F5
mas imaginaveis, permittindo-lhe esta concepg‘-ﬁf_'f; &
damental a consideragdo da extensdo intltlta[Ji{llfl"--’{1
mente de todo outro qualquer modo de exist_ell..‘;?
Propondo-se a medir a extensdo, a geometrid 5
sempre em vista fazer depender a avaliagdo '
) rada da avaliagio de elementos cuja medida PO :
ser directamente obtida ; ora, a unica e?ten y
capaz de comportar com precisio uma medid2 |
recta é a linha recta, d’onde conclue-se qués
metria tem sempre por fim reduzir a avaliagt
volumes, das superficies e das linhas, G simples com,
coes de linhas reclas. :
Para resolver o seu problema geral da me_dlﬁ_?
directa da extensdo, a geometria estzﬂ?ﬂ‘-lf"?_ﬂ 5
base necessaria e indispensavel, o estudo ds
priedades das linhas e superficies, ou m‘ell'w.l‘* g
os differentes modos de geragdo ou definigd®s
prias 4 questdo estudada. BEscolher d'entr®
definicdes as mais convenientes e adeq“ada?:' g
que se considera é, como observa Comfe, ’{
por bem dizer, consiste a verdadeira diffict
_taes questdes. Conhecidas estas pl'OP"“-’-&
relagdes entre os typos abstractos estudado
paco s\llzbjectivo e os typos concretos,
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melhor estabelecidas, de férma que se possa saber a
qual dos typos abstractos deve ser referido com a
necessaria precisdo o typo concreto observado.

A geometria para abranger o estudo de todas as
formas imaginaveis, péde seguir duas marchas com-
pletamente distinctas: ou péde considerar todas as
indagacoes relativas ds propriedades de uma mesma
forma o deixar as de todas as outras, como relativas a
formas differentes, mesmo quando entre ellas exista
algumas analogias ; ou péde considerar tod as as in-
dagacoes semelhantes, por mais differentes que sejam
asférmas a qne ellas se referem, e assim separar todas
as questdes relativas a propriedades realmente dis-
tinctas das formas consideradas. A primeira marcha
foi a dos antigos, a segunda caracterisa a phase mo-
derna, desde Descartes.

No primeiro caso o estudo é feito em relagdo aos
sées, e a geometria denomina-se, como propde Comte,
feometria especial ou geometria antign ; no segundo
caso o estudo é relativo 4s propriedades, que podem
ser commnns & muitas férmas diversas, e a geometria
denomina-se—geometria geral ou geomelria moderna,
até certo ponto impropriamente classificada de geo-
metria analylica.

Com a mecanica termina o estudo do modo de
existencia mais simples e mais geral.

Collocada entre a geometria e a physica, a meca-
nica deve ser normalmente destinada a ligar o domi-
nio logico ao dominio da physica, sobretudo pela
theoria do movimento, e a0 dominio geomet:ico pela
theoria do equilibrio. A sua constituicdo € baseada
sobre duas nogdes fuudamentaes, uma logica e outra
physica. A primeira & constituida pela instiuicao

-~ —w— -
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Miculdades sugeridas sao por demais es[’mh
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abstracta da inercia, cuja importancia ahi é eq
lente a de que gosa no dominio geometrico a nogaoy
espago, e que deve ser considerada como consisHne
na impossibilidade em que devemos suppor 0s co¥]
de poderem modificar spontaneamente a ac¢ao
forcas a elles applicadas, facto naturalmente et
nado da observacgio da ordem exterior, sob & asst
tencia da abstracdo. 3
A segunda nogao 6 reprasentada pelo conjunct?
tres leis, obiidas pela observagio e esperiencia €
pectivamente descobertas por Kepler, Newton @
lileo. ) -
O problema capital da mecanica pode ser Se¥
referido a uma combinagio de movimentos, SegUAs
os dois modos geraes por que esta se pode dar
composicao divecta, ou por communicagio -
determinada pm sua copt:-atenma No prlmel.

giste em determmav 0 movnmento rasuitante ‘1‘*
istencia de muitos outros, ji conbecidos POES
estudo previo, em que cada um foi considerado?
damente; no segundo caso, tornar-se necessario
binar o movimento total de cada corpo !
considerado, com o0s das outras partes 40
systhema, couvenientemente diffinido pOl' L
tituicao qualquer. '
A questio inversa Lorrespoudenta a gada_
partes d'este doplo  problema, 6 & aeelt“

que [iossamos com vantagem iuteatar S
371'3 { '
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T -
- Este duplo problema fundamental assim estabele-
Cido, convem distingnirmos no dominio da mecanica
+ Oponto de vista statico do ponto de vista dynamico.
motores que actuam sobre um corpo para dar-lhe
Ovimento, podem achar-se em condigoes quer de in-
Usidade, quer de direccdo, que a simultaneidade de
A8ccdo sobre o corpo neutralise a acqlo resultante
modo que este permaneca em equilibrio, o que
. %43 possibilidade de estudar-se as forgas indepen-
- ““itemente do movimento, modo que muites vezes
evalece na avaliacao das forcas, cujos effeitos so
OGEM ser sufficientemente conhecidos pelas suas
- £E8S8S0es mutnas,

ta distineedo entre a concepedo statica e a con-
PS0 dynamica, determina na mecanica a divisio
“Malicae dynamica, conforme os phenomenos con-
If;dos 530 relativos ao equilibrio ou ao movi-
stituida assim pelo calculo, a geometria e a
~“Hlca, a logica apresenta uma composicao seme-
n o da sciencia final, na qual a sociologia é o
Re0to intermediavio entre a biologia e a motal,
00ra mais complicada e menos independente
mﬁ??ente ﬂist‘ufctz‘; de todas afs outras. Sg,;l_!.e-
. _n.‘!.'ﬁs na constitnicao da logicaa geometria
02, e representa a sua base fundamental, em
84 mecanica rcpresenta 0 complemeuto

ada a mecanica cuja efficacia, nos limites
“a logica, reduz-se a constituir a ligagao
S€iencia ¢ a physica, e a concorrer com 0 .
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A
sen estudo especial para o nosso aperfeicoamento
tellectual e moral. Tal é o motivo porque deve
considerar Descartes como o mais eminente dos
gisladores da mathematica.

A logica apreciando em primeiro lugar as
numericas, depois as leis geometricas e por ulti
as lels mecanicas, segue a marcha mais cont
niente, mais natural 4 sna destinaqﬁo social, qUé
lhe impde partir dos factos mais simples pard €
dualmente ir ter a phase synthetica, espontane
mente: emanada das impulsoes affectivas de 10
antepassados. ‘

Com esta marcha fica o desenvolvimento da inic
¢ao individual identico ao da iniciacdo da eSPe"( '
uma vez purgada das divagacdes inuteis, conven
entemente qy-themat1=ndo permitte dar-nos & €8
cagZo necessaria 4 nossa missdo social dentro de ©
praso determinado. Disciplinada, a logica dev!
entregar a0 estudo systhematico do espaco, 5%
zendo assim uma lei que lhe foi imposta pelo abore
suas tentativas, sempre que procurou transpot.
limittes. O calculo restringido a sua Ver ad
missdo, fornecerd 4 geometria e & mecanica 08 "_
proprios a tornarem mais intimas sias relagoes ©

mesmo tempo, facilitando o desenvolvimento €518
de cada uma dellas, apresentara sua distinCg
damental como necessaria @ completa systh :
¢d3o mathematica.

Sempre dlstmctos, o caleulo authmeﬁ >

calenlo algebrico, que deverd ter enpecml.
vista a coordenagﬁo da logica, fucto este G& =4
A lmportanc;a pois a elle devemos attribuir 88




— 173 —

- @es algebricas no dominio da mecanica, tdo preju-
- Wtiaes a0 methodo quanto 4 doutrina.

0 ealeulo algebrico, directamente originado das
est0es numericas, deve tambem ser considerado
€mo tendo tido uma origem geometrica, embora
Uirecta, o que lhe garante certa independencia,
4z de prevenir que de novo a anarchia scientifica
‘Subordine a sua origem arithmetica, como ainda

“Oncorrendo para a fundacdo completa da philo-
hia mathematica, pela coordenacio que estabelece
dominio geometrico, o calculo das funcedes,
Otdinado o sua destinacdo concreta, recebe uma
Ntajosa reacciio, que nem s6 elimina suas anar-

RoAs Prétencoes a constituir uma logica universal, -
"0 tambem previne toda e qualquer divagacao

eCessaria que possa inspirar a influencia meta-

lando a sua iissao geometrica, elle deve ser
frado, salvo seus uscs numericos, nio como
oy Ciencia distineta, mas simplesmente como um
fH0do; Proprio a facilitar e generalisar as inves-
u"’-.‘s’"ga‘-’!metl‘icaS. as quaes elle deve ser sempre
ado.
Hrar da concepcao cartesiana todas as van-
ue ella podia ‘proporcionar, foi, necessario
' 0 caleulo, que reduzido a sna antiga cons-
f__“'ga fornecia fecursos sufficientes para ela-
ae SStudo preparatorio das propriedades dus
* Seudo impotente para dar uma solugav satis-
-9 Questdes de rectificagdo, quadratura e
- Objecto final do dominio geometrico.
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Wallis, o primeiro discipulo de Descartes, COMT
prehenden perfeitamente as vantagens de abordd
taes investigacdes e applicando o novo methodo |
tenteoua necessidade de constituir-se um novo calewio:

“cujas bases ficaram assim delineadas. ﬂ

Emquanto a reduccdo da medida da extensdo
mitou-se a figuras rectilineas, a reduccao da avalia
dos comprimentos, arcos e volumes, 4 simples compas
ragao de linhas rectas, pode ser realisada com mais 0%
menos difficuldades; mas loge que se pwﬁ'ﬂb
estender ¢sta marcha a todas figuras curvilinsas, ©
embaragos tornaram-se muito serios e as solug

impossiveis.

Archimedes pretendendo reduzir as figuras e
vilineas 4 elementos rectilineos, apresenta, n& ant
guidade, a idéa, que convenientemente combit?
com a concepgdo cartesiana, devia determind®
apparecimento do calculo de Leibniz.

« A theoria das seccdes conicas, o methodo
empregar, seja para a coustrucgio dos logar
metricos, seja para a resolugio dos problom:
descoberta de algumas outras curvas estences
dominio até entdo limitado da geometria.
medes descobrio a quadratura da parabola j B0
superficie da esphera, e foram estes 08 I“'ml
passos n'essa theoria dos limites, que deter
ultimo valor de uma quantidade, aquelle de q‘.ﬁ
se aproxima continuamente sem nunca Podﬂ
gil-o; n'essa sciencia, que ensina, ora 3 2%
relagoes das quantidades desvanecentes, 0ra @ £
do conhecimento d'estas relagoes 4 determiné

grandesas finitas; nesse calculo, emfim, %%
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lho que com justeza, hoje denominado pelos
emos de caleulo do infinito. » (1] '

om effeito, Archimodes decompondo as figuras
Meétricas em seus elementos rectilineos, ideiaes,
00 dquelles, que procuravam generalisar as theo-
~ ESpeciaes, como emprego do calculo, 2 introdu-
POr sua vez nas equacgdes elementos artificiaes
Substituicio 4s grandezas naturaes, muito com-

Telagoes assim apreciadas nem s6 ficavam me-
‘traduzidas, e podiam ser mais facilmente ela-
Nl % como tambem, n3o sendo especialmente
HVas a esto on aquelle facto particular, convinham
G {1.0 das propriedades, e offereciam completa
Idade.
Este aperfeicoamento no calculo, ficou com=
* # Tevolucag geometrica emanada de Decartes,
V¥olucao o menos valiosa realisada por Lei-
dominio alg:hrico.
) do infinitesimal tem por fim reduzir og
lexos a casos simples, suppondo as formas
€0mo idealmente composta< por elementos
r"’%inﬂﬂs ;. apresenta uma destinacio ¢ uma
denticas as da concepgdo corpuscular
-"d‘a-_ physica. Os elementos artiriciaes
5 pelo novo methodo e que na antiguidade
108 por processos especiaes, ahi desap-
lante yma operagdo regnlar, uniforme
ie adequada a uma completa genera-
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A incorporagdo do calculo & geometria, &
vemos, tio necessaria 4 ella quanto indispens
vel 4 algebra. Se o calculo permitte & geometr
a generalisagio de suas theorias, a coordend
completa de seus elementos; a geometria SUDOEE
nando o caleulo a sua missdo concreta, impedo-4*
os desvios anarchicos, tao faceis nas investig
abstractas. :

Isntituido o calculo infinitesimal, amatheﬂlﬂ_i!-.
ficou inteiramente systhematisada com a sud 8RS
ca¢do no dominio da mecanica onde termina 0 esti™=
do modo de ser mais simples e mais geral.

Impotente para resolver as questdes especid
dominio mecanico, o calculo transcendente, deve
limittarse a coordenar e desenvolver os factos gor!
como bem claramente deixou ver o gemio
nente de Lagrange em sua Mecanica Analyticds
conseguinte, sob o ponto de vista philosophicOs &g
gebra se nos apresenta como sendo um SIHP=
trumento racional, destinado a ligar entre 8! %
elementos constitnintes do conjuncto math
Reduzida a seu papel normal, ella deve
generalisar as inducgdes e coordenar as d
modo a.permittir a construcgdo de theorias
temente simples. "

A systhematisacio da philosophia mat
pode, em resumo, ser considerada como O
pela creacic de Descartes, completada pela.
de Leibniz, systhematisada na obra del
finalmente apreciada e definitivamente CE28
por Comte. -

educs

111!

.
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A falt& de disciplina no emprego daabstraccao de-
f!!}_anu no dominio mathematico desvios, cuja mé
encia ainda hoje sentimos e lamentamos.
_lgehra, em virtude da simplicidade dos factos
€ 5e occupa, pouco ou quasi nada influenciada
utella religiosa, tao sensivel nos dominios su-
®, adquirio muito antes das outras sciencias
tvado grip de perfeicio, que bem cedo devia
40 espirito d’aquelles que d’ella se occupavio
h-z_;..P-r-etB“QiO de collocal-a a altura de uma sci-
Hhiversal, que tudo podesse explicar, do mesmo
s '-POE_ que The era possivel explicar os factos sim-
Mitadissimos do conjuncto inorganico.
_'t'_OdOS 0s abusos, todas as tentativas especu-
D Fesultados, todas as divagacdes, todo esse
£ ¥ariadissimo o desnecessario do calculo, esse
105 _1.nstrumentoeimjo uso nos estd fatalmente
UM resumido numero de casos physicos.
Bt‘larmos, no dominio algebrico, a lei do
£? % Serie logarithmica e outros casos em
Manisfostao verdadeiras leis ‘do dominio
abstracto, todas as mais nogdes consi-
Um tal dominio nao apresentdo nenhuma
$30 meras hypotheses constraidas por nosso
'Elemenlos de Algebra—12

-
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cerebro, sem que para isto exija a sua reali

objectiva, algnmas vezes real, mas impossive

maior parte dos casos.- : -

Comprehende-se, pois, com taes disposicoes

uma epocha em que era nptavel a indisciplina :

sophica, em que cada espirito se especialisava €8

nuamente, comprehende-se o quanto devido ser

e graves os desvios em uma sciencia onde ta0 8

independencia pode ser mantida para com 0 &

exterior, actoeste que faz desaparecer 0 unico 0%

e culo capaz de manter limitado o desenvoIVIEEE

' abstracto. ;

Separada da arithmetica e da geometria, 3 &

limita o seu papel 4 resolugdo das equacdes, 15

a tornar explicitas as relagoes existentes impH

mente entre as grandezas conhecidas e d€

| cidas, as quaes representadas por symbolos

permittem ao espirito 80 attender as relag0es:

nando secundaria a questdo de avaliaga0, &=

comega depois de estar obtido o estado explici¥

¥ Antes de ser levada a restringir-se ao séd

deiro papel encyclopedico, por sua subordind&

dominio concreto, a algebra procurou invadir

minio das sciencias superiores ; quiz tudo

quiz estabelecer para todos os phenoment

equivalentes, e assim como se explicava Pﬁl '

a quéda dos corpos, pretendeu-se tambem

da concarrencia, em materia de heranga

naturaes! | Desde Pythagoras que estd ®

anarchica de estender o calculo a phenome=

periores, se comeca a manifestar. -
«Porém devo observar, diz Cabanis, S5

! (Pythagoras) foi o primeiro que applico”
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iR 30 estudo do homem; que elle descobriu entre os pe-
: }ﬁDdos dos movimentos febris, do desenvolvimento e
- “Crescimento dos animaes, e certas combinagdes ou
- I”?E.ﬁﬁ'qﬁes regulares de numeros, relacdes que a expe-
- Mencia dos secnlos parece, ter confirmado e cuja expo-
- YC systematica constitue o que em medicina
' homina-se doutrina das crises.» (1]

~ Eaalgebra esqueceu assim sua missio geome-
trica; desligan-sa do conjuncto de todos as outras

Scienc; : .
‘“lencias ; foi roputada um calcalos sublime, uma

:zzﬁsla inCOmparavel que de antemdo estal:)cleci'a
__na?'eis“flmsdgeraes sobre todas as hyp-othc_;-ses imagi-
A ¢ deram-lhe a pomposa denominacio de logis-
L/ _a-u:e‘f“. °ste exagero prejudicial teve como causa a
A :im(i};z da instruccao enc'yclopedlca. unica capaz
A Data 2% ‘1‘1_3! a conveniente cultura algebrica,
¥ ff'd'o'miq}le 0 espirith se achasse apto a poder estudar o
10 Geometrio e mecanico.

Sl .....,omﬂte-pi'alismo ¢speculativo comegou a apparecer
e -0‘.1}1:! 0 caleulo 'algebrico. pre-tendeu tomar 0, pri-
B 1 podifarllna serie das sciencias. Na arithmetica
O ERR i Elle surgir, pois que, apezar da universali-
E.‘,"agpu fcta das nogdes numericas, por toda parte
k. .L'fﬂft}i'bc:l:els- ellas acham-se sempre subordinadas aos
~ ng 08 correspondentes ; na algebra, porém, essas
_. _,,n:'_ ) u.ll':;ando-se indeterminadas, pf.»,rdeudo, p’m:-
 tiviggg, - I:’O Caracter que lhes garantia uma posi-
' alterna, porém directa, desappareceu 0

L ¥ 1 “l.':...--___.-‘)tl
‘1...Jil.¢u."ll1"mf.n\...k.:| T
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mais poderoso motivo queé podia manter justamente
limitadas suss pretenco’s, e desde entdo pode desen-
volver se em seu dominio a pretengdo absurda de
querer explicar os factos mais complicados como con-
sequencias dos mais simples; pretencio em grande
parte favorecida por geometras retrogrados, a quem
a falta de uma verdadeira disciplina philosophica,
tornava incapazes de apreciara necessidade palpi-
tante de acabar com taes anomalias.

Kant logo que o espirito mathematico pretendeu
levar seu dominio ds questdes da methaphysica,
procurou por um paradeiro a semeihante movimento
distinguindo as idéas em duas cathegorias: idéas de
quantidade e de qualidade, sendo as primeiras as
unicas que deviam ser tratadas no terreno mathe-
matico.

Semelhante obstaculo, porém, foi completamente
destruido, pois que a algebra por si s6 mostrou 8
pouca importancia de uma tal distincgdo, e mais
tarde a concepgdo de Descartes levou-lhe um golpe
decisivo, deixando claro que todas as especulagles
geometricas podem ser reduzidas a questdes nume-
ricas, reduccdo esta que seus successores estenderam
avs phencmenos de equilibrio e movimento, conside-
rados pelos methaphysicos como ndo podendo soffrer
esta transformacdo.

Com a renovagdo Cartesiana a algebra apresen-
tou mais um motivo para assegurar-lhe o primeiro
lugar no conjuncto scientifico, allegando a univer-
salidade das Jeis de extensdo e movimento. _

Desde entio ficou o materialismo mathematico
ligado a0 materialismo desenvolvido em cada ume
das outras sciencias, cada uma das quaes procuravs




— 181 —

dominar, pela auzencia de um lago subjectivo que
lhes podesse indicar a subordinagfio normal dos phe-
nomenos, uns em relagio aos outros.

0 materialismo mathematico apresenta pois duas
phases : nma abstracta, esfencialmente methaphysica;
ontra concreta, como positiva, mas tambem tdo ille-
gitima e anormal quanto a primeira.

Vejamos- quaes os fundamentos em que se baseou
0 materialismo abstracto para querer pretender dar
ao calenlo o primeiro lugar na serie das sciencias.

Venecido deffinitivamente, como foi pelo caleulo o
obstzeulo que =e lhe apresentou da futil distincgdo
das quantidades e qualidades, era necessario mostrar
os verdadeiros limites de realisacio do principio do
materialismo abstracto. que estabelecia a sugeigdo
necessaria de todos os phenomenos a leis finalmente
numericas.

[ exacto que todos os phenomenos gae nos apre-.
sentaa ordem exterior s6 podem ser modificados
quanto a sna iniensidade, e que suas variagdes sao
numericamente reguladas; porem, tambem é exacto
que muito raras vezes nos é possivel traduzir em
nossas theorias mathematicas os factos exteriores que
estudamos. _

A excepgiio de um pequeno numero de phenomenos
do mando inorganico, todos os mais hdo de eterna-
mente ficar excluidos de poderem ser traduzides por
equagdes, como pretendeun fazer crér o desmedido or-
gulho dos espiritos metaphysicos.

Me¢smo no dominio abstracto todos os esforgos tém
sido até hoje compl:tamente inuteis para levar a al-
gebra alem da resolugdo das equagdes dos quatro
primeiros gréos.
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A creacdo do calculo trancendente se por um lado
veio abrir um campo mais vasto para o dominio &
gebrico, por'outro, alem de mais dificil, veio torn:
patente o quanto as dificuldades que se vao apresen=
tando est@io em grande disproporcio com os nossos
recursos intellectuaes. o
Convem, pois, a bem da moral e da razio, discipiss
narmos nossos esforgos quer theoricos, quer pratic
limitando-nos tao somente a investigaces de Q&
n0s possa resultar alguma utilidade real; convem
abandonarmos por uma vrz, como em extremo prelae
diciaes, todas essas divagacdes theoricas in“t_-
mantendo-nos nos limites em que dignamente PH%
samos utilisar os nossos esforcos, e procurar 845 4
tar de questdes que estejam ao alcance da nossa 1
telligencia e que nos sejio indicadas por uma J&
e indispensavel subordinacio social. .
Toda cultura algebrica isolada, salvo o dese s
vimento necessario que exige sua destinagao e
clopedica, que niio vise o desenvolyimento % |
destinagio physica e moral, deve ser repelli
verdadeiros geometras modernos como inutih
dantesca. o
Nés passamos agora a tratar de um outrd
cuja exagerada importancia, tio apregoadd:
materialismo abstracto, tem tornado viciosa '._1
ciagio do calculo, incutindo no espirito 498
comegam nogdes inexactas, obscuras, felizme
energicamente repellidas pelos nossos mais emit
professores. '
A questao de que pretondemos falar é @ o
papel desempenhado no dominio mathemﬂq
signaes, ahi empregados como um meio
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ente proprio para facilitar o emprego tao frequente
deducedo. |
» A anarchia a tal respeito chegou a ponto de pre-
- tnderse dizer que o calculo das relagdes nada mais
~ " que o calenlo dos valores quando deixa-se de em-
. Pe3ar os algarismos para adoptar-se as lettras como
% Symbolos muito mais geraes ! De modo que é com-
- MU ouyir ym estudante dizer, que uma formula,
5! S04 que deixa de ter todos os seus elementos
© Dressos por numeros e passa a tel-0s expressos
‘ “jj_'_l_e&f'a-*, passa, por esse simples facto, a questao
-"-j_;r&_“‘_“mio arithmetico para o dominio algebrico!
"mﬂ::?al?ﬁﬂ a8 nogdes absurdas, inﬂt.lenp.ia_s de um
alismo impossivel, que podem inspirar aos JO=
Sestudantes a maioria dos compendios geralmente

0 8¢ quer negar a importancia da annotago, 0
88 diz 6 que ella nada creou em leis, e que
~“Hendentemente d'ella as theorias se podiam cons-
v Ni; ?mho,"a com outras difficaldades. R
00 Ioram os signaes algebricos que crearam 08
| tP10s da algebra, do mesmo modo que ndo foram
: ,_3I5:‘f1$snos que crearam as leis numericas; quer

Tl et outros foram descobertos pela intelligencia
r;ﬁ; €in uma justa apreciagdo do _mundo_; -a.jq_ua_l
| 168ar a taes descobertas sentio a necessidade
ta de ajudar e poupar a accio cerebral, insti-
™ pam i330 um modo especial p 0 mais van-
. ""g! traduzir idéas ji apreciadas, de modo 2

., ¥ presente por uma justa relagao entre
D »a'-“-”-'—:ﬁ»‘_.sengag‘.;o correspondente.

*C que s tem necessidade de falar re pe-
%8 de uma cousa, outras rasoes ha, além
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da economia de espaco e tempo, para fallar-se o mais
breve possivel. De que obscuridade seriam envolyi
as demonstragoes geometricas se todas as vezes qué
palavra circulo devésse ser empregada a ella se sW
stituisse sua diffinicao ! Nas mathematicas e em.
applicagdes, onde a natureza do processo exige
a attencdo seja constantemente concentrada €
distrahida, sempre sentiu-se e com razio, a nec
dade de uma semelhante concentragio nas exprést
soes. ‘

Desde que um mathematico vé que tem mui¥ :
vezes occasido de fallar de duas mesmas €0
junctamente, elle estabelece immediatament®
termo para as designar todas as vezes que ellas
acharem combinadas, como quando nos calculos al

bricos elle substitue, por exemplo (a"‘+b°_)-

-{'—i—-div. por P, QouS, nem sé tendo em VR
abreviagdo das expressdes symbolicas, mas tamh
simplificagio da parte puramente intelle'ﬂit_“"a;
suns operacdes, dando ao espirito a faculdade de
~ exclusivamente sua attencio sobre as relag
quantidade S com as outras quantidades da d
sem ser inutilmente distrahido pela considera
differentes partes de que se compde S. A
Independentemente, porém, da necessidade €
reza, ha uma outra razdo ainda para dar-se U
curto e resumido a cada um dos resultados
importantes da abstracgio, obtidos no ©
nossas operagdes intellectuaes. DSSiS‘“"nqo'
fixamos sobre ellas nossa attengdo, as co
continuamente diante do nosso pensamen

damos o0 nome e esta recordacio suggere )
s 2
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10 ; emquanto que se em lugar de nomes es?eciaes
_ facteristicos nés, nos houvessemos servido da
- Munigo e outros nomes para exprimir 0 set_ltido,
% A combinacao particular de termos ji habitunal-
ite empregados para outros fins na que o fixasse

‘Meémorja, :
86 16 temos necessidade de tornar permanente em
%0 spirito uma certa combinacdo de idéas, nada
'ta'o"'pmpl‘io para isto obtor como um nome especial-
Be consagrado para exprimil-a. Se em lugar da

g~ 40 limite de wma quantidade, » os mathe-
gt icos tivessem de representar a idéa que ella tra-
tizendo, «o valor de que uma quanti'iad.e ap-

Ma-se de mais a mais seja crescendo, seja da-

endo, de tal sorte que a differenga torne-se me-
e qualguer quantidade dada, sem nuuca
568 nulla,p ngs teriamos sido provavel:mente-
10s da majop parte de verdades as mais impor=
" U8 t8m sido descobértas pela relag@o exis-
"'.d&“t"e as quantidades de diversas especies @
> -,_.}mittes » (1)
taine‘?eSSidada que o espirito sente de represen-
o Nidamente o5 differentes elementos de seus
0s, se nog apresenta bem clara, para poder '

razdo, pela observacdo do mundo na

Social.

M extremo fastidioso se em nossas conver-
ariag tivessemog, de enumerar cada pessoa
%gdafiiﬁa. suas relacges de filiagdo etc, para ‘31'::
ne que so trata de um grapo determina

- i v
ML

L ; -’“’_I"Sm-. de Logique—V. 2°, pag. 253.
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de individuos ligados pelo sentimento do amor; Sefi=
tindo isto, o espirito, para facilitar seu trabalho
facilitar dquelles a quem se dirige 0 co:npr.ﬁﬁ
del-o, representa um tal grupamento de indivi
que a abstraccdo permittio constituir umi typo €55
cial onde os elementos guardam cntre si determiis
das relacdes, sob o nome de familia, ficando assifs
questdo reduzida para os differentes casos cSPECE
a uma simples particularisagio desta formula g€
pela juncgdo do appellido de cada familia; e 5!.5??&
dizemos—a familia Souza Oliveira, Rodrigues dasis
ete., muitas palavras emfim, resumem, um cOnJie
de qualidades as quaes sempre que t’i«eéem‘lﬂ‘?
empregadas englobadamente as poderemos SubSHE
pela unica palavra que representa o sen COR i'_l
agua, mel, azvite, etc., sdo palavras que Fest 3
conjunctos de determinadas qualidades e 4
podemos enunciar em substituigio 4 enume
cial de cada uma das qualidades correspon
para dar a conhecer o corpo por ella represenies
Entre as grandes vantagens que os signacs
xeram a0 dominio mathematico e que todos!
cordes a reconhecer, e o papel creador qué
lhe querem attribuir na descoberta dos pH
vae 0 abysmo que medeia entre a desco
leis intellectuaes ¢ o emprego das palavid
cilitar os raciocinios, eatre a descoberta
tronomicas e o emprego das lunétas. =
0 desenvolvimento da algebra teve 1083
epocha em que era notavel a anarchia
uma epocha em que o estudo dos de
 hia inteiramente o espirito do ponto de VIS
juncto e d’ahi toda essa multidao de idéas
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Obscuras, vagas que t3o falsa nogdo leva a
3¢ do dominio do caleulo.
-~ que & certo ¢ que os antigos geometras sem o
'_"_dos signaes abreviados de que hoje fazemos em-
ego 10s legaram principios importantissimos, des-
48 Immorredonras que constituem a base solida
) 4 qual se eleva o nosso edificio mathematico.
- .igndes de que actualmente dispomos datam
| fmf‘tOdus do seculo XVI, a representacio das
:Vii:;ges conhecidas por lettras s6 foi estabelecida
) Mprega dos signacs geraes alem das vantagens
Qog,. 52tladas convom para facilitar muito tanto a
60 como a inducedo.
:e:fante aptidio nfo se nos péde apresentar
"tra't :»fnente do que em exemplos 0s quaes, para
~Aremos pelo emprego da lingnagem ordina-
p: 0 émprego dos symbolos geraes. N
eimpl_o typo aquelle que sempre foi apresen-
e 08 n3.“311101'8!5.-_{_z;ecmwtms é 0 seguinte :
e dividir o numero 660, por exemplo, em tres
. endoa primeira maior do que a segunda de
o ﬁl-_s:g::idﬂ maior do que a terceira de 45. Sem
. “Presentacdo por lettras, isto 6, usando
> 8em vulgar, o raciocinio devia ser o se-

1,

3¢ Cchegar 4 conhecer as tres partes pro-
°f1dente que nos basta conhecer uma d’el-

AMos que § conhecida a terceira parte,
"0°; para termos a segunda temos que

198 acerescontar-lhe 30 o que equivale a
TCeira a somma de 30 e 45 ou 75.
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A terecira parte sommada a 45, mais a te
parte sommada a 75, mais a terceira parte deve %
ignal a 660, d’onde conclue-se que tres vezes 8 W8
ceira parte, mais 45, mais 75, ou tres vezes @
ceira parte mais 120, deve ser igual a 660. O
o triplo da parte procurada mais 120 é igual a
segue-se que esse triplo é menos que 660 de 120,
é, 6 igual a 540. Se tres vezes a parte procut
igual a 540, esta parte é igual a 540 dividid.
tres ou 180 ; a segunda parte serd igual a 180—_
45 ou 225, e a primeira igual a 225 mals
255. - ; :

- Vejamos agora empregando a annotagdo al;gﬂ‘ v
0 quanto torna-se simples e couciso 0 l'ab'“”?‘l
Seja z a terceira parte, a segunda serd @ =2
terceira -+45-1-30; d'onde x-]-m—|—45+t+‘45 I
660 (1) 3 z1-120—=660. 3 #=660—120 2= F

A questdo pois uma vez traduzida sob a formt
ficou reduzida a uma serie de deduccdes muHEE
simples e rapidas. '

Para gravar bem a vantagem que realisa0
dos signaes, nés vamos complicar um pou
mesmo problema.

Supponhamos que se quer dividir 0 BUf
em quatro partes, sendo a primeira maior
gunda de 30, esta maior que a terceira de
maior que a quarta de 18. e

Suppondo conhecida a 4* parte, S8
tar-mos 18 teremos a terceira parte, COREEES
se a ella juntar-mos 45, teremos a segiiess
mesmo que juntar & quarta 18 mais 45 045
cida a segunda, si a ella juntar-mos 30¢ =
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0 que equivale a juntar 4 quarta 30 mais 45,
18 ou 93.

quarta parte, pois, mais a quarta sommada a 18,
‘4 Quarta parte sommada a 63, mais a quarta
' Sommada a 93, deve ser igual a 990 ; d’onde
0 vezes a quarta parte mais 18, mais 63,
93 é igual a 990.

se_qu_atro vezes a quarta mais 174, é igunal a 990,
=~ Sidente que quadrapulo da parte procurada é
que 990 de 174 ou é igual a 816.

o’ o2 0 quadrupulo da parte procurada é igual
on & parte ¢ igual a 816 dividida por 4
204 D'aqai conclue-se que a terceira parte vom
18Ul a 292 4 sogunda a 267 e finalmente a
Slra a 297,

Annotacio algebrica, a questdo seria :

.. Zaquarta parte, a terceira serd x}-18; a
= ”_‘. Serd x-153; a primeira serd x-+93, C
Sy o634 x 193000, 4x-}-174=090,
ot 204, Nés podiamos ainda para melhor
o ‘._'_"—es-‘{hi_'l' as vantagens Jda linguagem alge-
.é'i’_?nzphcar mais o problema augmentando o
0 gey . Partes em que deve ser dividido o nu-
08 casos, porém, que deixamos tratados
4 nenhuma duvida deixar a um tal res-

= ma idéa do modo por que 0s antigos tra-
e ‘Ls;_ef‘i calenlos, nés vamos transcrever .g;l_a' '

M“"'Gmah'quec. de Mary. uma parte de um
“MCas de Burgos, que florescen mo

» Trata-se de uma questdo.em que 8'_143';
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e 6 a somma d'estas incognitas.

Elle representa uma das incognitas por uma
a outra serd, portanto, 6 menos 1 cousa ; 0 QU
da primeira elle chama 1 census, o da @
serd : 36 menos 12 cousas mais 1 ceusus,
que a differenca dos quadrados vem a ser : 36
12 cousas.

Por conseguinte tem-se : _

12 cousas igualam 36 menos 8 i?f' iguala

Com os signaes deqque usamos isto se esCIe¥s
12x=36—8 =27 &

Tmagine-se agora quando os calculos fossem ;
plicados o quanto deveria tornar-se fastidiosa €7
portavel a annotacdo antiga. Quantos progtes
deve 0 espirito humano a simplicidade € o8
que lhe proporcionou o emprego da annoi
derna !

Os exemplos citados bastam para mostrar
dadeiro merito dos signaes empregados no =
cuja necessidada é forgoso concordar, do mes™m
que convém nio exaggerar sua efficacia 8°

De todas as linguagens por que nos pOSEs
primir nossas idéas, a linguagem algebricds
testavelmente é a mais vantajosa. e

Oucamos A. Comte : .

« Quando estiverdes bem convencidos
comparacdes multiplicadas, da superioridacs

' gnagem algebrica, quando para nés esta SUEZS
for um facto sensivel e incontestavel, ¢
facilmente a causa, isto é, a vereis bem 3
simplicidade dos signaes algebricos,

£u

21l
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recisio e clareza que olles trazem aos raciocinios:
Veis de referir isto 4 observacgio geral da influen-
 dos signaes considerados como instrumento pata
nsa"mento; verels (que a mesma rasao que em
190883 linguas nos faz designar por uma s6 palavra
i € antes exigia muitas, nos leva tambem a sub-
tuip longas periphrases de nossas lingunas vulgares _
% signaes da lingna algebrica: haveis de ver, g
L 1e3Umo, que a algebra nio 6 outra cousa que
* lingua mais aperfeicoada, e que possue em ele- 1
0 grdo as propriedades, que nossas linguas tam-
¢ ® POSsuem mas em grio infinitamente menor, e
“0¥0s haveis de convencer, emfim, que toda esta
“808a superioridade da algebra sobre nossas lin-
€ devida 2 este unico facto geral : os signaes séo
" Mais proprios para o raciocinio quanto maiores
m_,-ﬂrpm de idéas mais vigorosas, que realisam sem
Tarem obscuros : » .
et 0s dar um exemplo em que se poderé
<% 3 simplicidade, concisdo e claresa da lingua-
“8ebrica, relativamente 4 linguagem vulgar.
4630 qua existe ontre o espago percorrido
e BOVimento uniforme e o tempo gasto em
giiolo, traduz-se do seguinte modo em lingua- | _ -
lgar i
20 Percorridy ¢ igual ao espago percorrido na 5T
“”‘PJ multiplicado pelo tempo.
s rmula my;to longa o espirito simplificoa e
POruma majs simples e equivalente em que i
Pereorridy o substituida, o a phrase espago Ll -
il '3 Unidade de tempo, 6 substituida por uma -
con . locidade, que traduz a mesma idéia e



— 102 ~

Esta, ainda longa, foi substituida por uma
mais concisa e que ficou aceita como enuncia
lei caracteristica do facto, eil-a:

O espago é proporcional ao tempo

Esta lei a linguagem algebrica traduz muitd
simplesmente e com mais clareza e concisd0
guinte formula:

e—vt

em que cada palavra é substituida por uma Uf
letra, e 0 modo de dependencia claramente @ COS
samente indicado.

Em linguagem valgar nés dizemos: 0 V2
uma fraccdo ndo se altera quando multlphcam
dois termos por um mesmo numero. Bm lingW
algebrica esta phrase longa é substituida peld

3 cdo seguinte:

axe a
3 bXe

cuja sxmphcndade. concisdo e clareza ext
riamente superiores as do primeiro modo G
ciar sulta a simples vista. I
Relativamente 4 generalidade ndo ha EﬂP.a“ y
alguma da linguagem algebrica para COL 3.8

- gem valgar. Assim, por exemplo, a palavtﬂ'
é tio geral como sdo os symbolos a €
palavras velocidade, espaso e tempo, traduze
geraes como 0s symbolos v, e, ¢, €c, Gu
respondem em algebra. i
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A linguagem algebrica, porém, comparada 4 lin-
- BUagem arithm etica, se nenhuma vantagem lhe leva
i bre 5 simplicidade dos signaes e concis@o na repre-
- *0tacdo das idgas, lhe 6 superior em relacdo 4
- Beneralidade,
e F‘Sta- Supertoridade apresenta co mo principal van-
'ﬂg'em a possibilidade de poder descobrir com o
- P20 do primeiro modo de annotagdo, principios
fTc--]vu""'ﬁ*’scfﬂ)t,’-rta com o segundo modo seria difficul-
et - D30 impossivel. O habito em que o espirito
€ reduzir os elementos numericos, impossibili-
Xtraordinariamente de manter prolongado o
10Cinio sohre 5 transformacdo das relagoes. A lei
mial, por exemplo, muito claramente demons-
A com d annotacdo algebrica, torna-se difficillima

*M0 impossivel de descobrir com © emprego dos
n.smm_

Mﬁn} d'esta vantagem, incontestavelmente a de
tenn.. POFtancia, a linguagem algebrica ainda
1ta sobre 5 lingnagem arithmetica a vantagem
Shegar o formulas geraes em que o modo de for-
. 8randeza procurada é claramente tradu-
-qm“l“ applicaveis a todos os casos que
1 do considerado pelos valores numericos, 0
™ @ annotacao arithmetica ¢ impossivel, ha-
**Ssidade de rongvar o calculo para cada um
*Considerados embora s6 differentes quanto
~ DUmericg daq grandezas. |
SBuagem algebrica, pois, ¢ superior em sim-
0UCis30 4 linguagem vulgar e & superior
de 4 linguagem arithmetica, 0 que a
to Mais propria aos raciocinios geraes,
: Elementos de Algebra—13
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porque : é mais facil fazer raciocinios geraes com sig
geraes, do que com signaes particulares. !
Estabelecidas estas consideracdes, vejamos qua®
as férmas mais convenientes is relagdes algebn
quer elementares, quer transcendentes. o
A algebra, como vimos, tem por objecto, qﬂ-?“de_
considerada isoladade sua destinacdo concreta, t0F5
explicitas as formagoes ou funccdes implicitas: =
0 que vem a ser uma funccao ou formagao i
Em geral uma grandeza diz-se funégao de 0¥
outra, quando as variacoes de seu valor sé ‘_Gh-
subordinadas, segundo certa lei, as variag0es d°_- -

quer diz-se funcgdo de um outro, quando suas hlat:
coes dependem das variagoes d’este outro. .
No movimento des corpos, no ar por exempl
velocidade depende da densidade do ar; BOEZ
meno do tiro, o alcance depende das qﬂaﬁda&@
plosivas da polvora e da férma do projectil et
Esta denominagao de funcgdo € no domini?.
thematico uma das mais insuportaveis a4
feitas pela anarchia scientifica. Tanto tem <
propria para traduzir no dominio biologic® &
dynamico de um orgdo on a manifestaca® %
convergente de muitos orgdos, quanto de 1S
e obscura para dar idéa da nogio matbemarey
a indisciplina theorica procura com ella ¥
Uma grandeza quando formada por outras 2
entre si por meio de relacdes definidas, deve
riamente variar- sempre que aquellas qu® ==
tuem passarem por quelquer modificagd0:
Por conseginte, a palavra emprla_‘e‘;‘”:la D
conhecer semelhante facto deve fazeér _-191' 3
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7‘?‘.“7913 ver que o elemento por ella classificado é for-
- Mado por aquelles cujas variagoes o fazem tambem
Variar, que fica perfeitamente caracterisado na
.'T:Z-P'?Ja“a formagao, cuja substituicdo 4 denominagao de
~1CC30 foi tao justamente proposta por Comte. As-
I, pois, se uma grandeza B variar quando varia-
v, 5, 7, x, nésdevemos dizer que B é uma forma-
. _-'gi“o' doy, Y zx, oque trazlogo a idéa de que estes
‘ fji?lﬂmentos entrio na constitui¢do de B, o que seria
£ "’.,_‘-‘!_I_B-"“i?el comprehender com a denominacdo de
 fincegy,
-rO modo de dependencia existente entre a forma-
A'.ﬂ-g?g'.as Variaveis que a constituem pode traduzir-se
: B 018 modos :

"I];l-'.n Assimilando-o a0 modo observado em um outro
.55:3?"191}0 melhor conhecido que o que se estuda,
bos 030 Indispensavel para que o resultado seja util;
2 Concebendo-se uma relacao entre numeros ab-
tractos correspondente 4s relagdes entre os elementos
~“HUCretog,
No Primeiro caso a formacdo @ concreta, no segundo
rdcle. Em qualquer dos dois casos a lei fica es-
m-.d-ﬁ COm precis3o; mas s6 no segundo € possi-
2policacao do caleulo.
~Ormacag concrata &, pois, concebida insepara-
08 elementos que os phenomenos considerados
Presentag, em quanto que a formagdo abstracta
‘Completamente independente dos factos ob-
» Chegando mesmo a considerar relagdes en-
“esas auxiliares, cuja intervencdo pdde fa-
%8 Seus processos. |
. - UWstineeg entre as formacoes nos deixa ver
© uandg mesmo se chegasse a determinar com
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precisdo as leis de todos os phenomenos, 0 empreg
racional do calculo s6 seria possivel para aquelle
que se podessem obter as formagoes abstractas co
respondentes. :
Esta passagem do dominio concreto para
tracto 6 por tal forma civada de difficuldades,
até hoje 86 nos temsido possivel estudar mathe
thicamente um limitadissimo numero de factos PRV
81COS ‘ : '
Nés podemos, por exemplo, conhecer precisil
as leis que regem ascombinagoes chimicas, s
do desenvolvimento intellectual, do desenvolvi®
social, mas o que nos ha de ser sempre impose!
é poder estabelecer as formagoes abstractas co
pondentes a taes factos, de modo a podermos
dal-os no dominio do puro calculo. ey
A formacao concreta, portanto, g6 tem 51311,,
¢ao desde que se assignala 0 phenomeno em que
se manifesta, emquanto que a formagdo AT
péde ser concebida independentemente de _‘13“-;"
facto geometrico ou physico, que a possa €5 =5
minado. -
A formacdio abstracta deve ser diffinida co®
uma expressio analytica em que cértas grandeats
ligadas a outras por um modo determinado de d¢]
de férma que os valores das primeiras ficad Subore
modo de variagdo das segundas.
Um phenomeno qualquer se nos forna ce
sob o ponto de vista mathematico desde
chegamos a reduzir a puras comparagoes d'_’
sasas relacdes entre os elementos qUe =g
para sua producgdo. Esta comparagd® 105
mals rigorosa possivel constitue a * A

o ab
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, A equacao, pois, péde ser definida como sendo a
“@pressao de igualdade entre duas formagdes abstractes das
antidades que se considera.
Esta definicao, naturalmente emanada da mnogdo
. “0ncreta da lej, tem a vantagem de deixar patente
3 Vastidao do dominio logico e as difficuldades que
- Pode Comportar o problema geral d'esta sciencia.
: '53_im definida a equacao, a sua classificagio fica
%Blcamente subordinada 4 classificacdo das forma-
' -__‘;"_i_h'e's que a constituem, o que de modo algnm se
DP0deria concepyer aceitando a definicao ridicula expen-
92 pela totalidade dos compendios especiaes, na
'::.__.u_a .3 9quacao é exclusivamente caracterisada pela
. °Nstencia de elementos incognitos com dados
| “Olieciqog,
"A-‘?Omparagz‘io. sob relacdo de quantidade, entre
E", :j%ﬁglemeﬂtos. do facto considerado, péde ser on ge
ke 338.1181.!131&&(13,4 para mais 6u para menos, ou de
E -'.'.;:émja df_tde, NO primeiro caso a nogdo que se teII:}
-‘f’-lsta exprimir fica inteiramente vaga e SO
b ;._ﬂé‘l.““e Precisio quando a reduzimos a uma relagao
o SMaldade, embora indeterminada: no segundo
£ ‘ﬂa A N0ca0 torna-ge precisa. Assim, por exemplo,
“q 5 E _dize.mOS: Paulo é mais alto que Lui?, ne-
":n;:;m; ?éa precisa nos ﬁ'ca da altura do indivu}i;;
gy SSermos : Paulo é pouco mais aljo que
ime,s © 1OTa se mais concisa; este pouco como que
. %ﬁnﬂ; excesi‘:o da altura de um sobred 01.11:‘»1‘?;
% gp,. s énte dissermos : Paulo & da altura de Lu
| D 1. a .nngﬁo torna-se precisa € expressa. v
- ue .:‘llm'a.Pms" que uma grandeza & m-amr ou m;'?;er
Qs g, é?‘}tl‘a de uma certa qu‘auhdade, ou di
- ®1guala esta outra mais ou menos uma
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nos apresentassemos cada termo como const
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certa quantidade, ¢é uma e mesma cousa sob
mulas differentes. ' ,

a> bé o mesmo que a=—b-}-d, a <c é 0 mesmo g
a—c—h sendo d e h grandezas indetermina
tendo a segunda férma a grande vantagem sob
primeira de exprimir uma nogao muito mais |
e muito menos vaga.

Toda e qualquer comparaciio entre grandezas,
pois, reduzir-se sempre 4 uma comparacao de 1303
dade.

Estabelecidas as formacdes abstractas entte
grandezas de um facto qualquer, a compar
de igualdade entre ellas determinada, 0011‘5'173.*_._9.-.
equagan que deve ser comsiderada como cons
tuida por dois termos. 3

Além da equacdo ha uma outra férma sob qU°°
péde traduzir a comparacdo das grandezs =
férma & a proporcdo, que apresenta quatro e

podes

r

axr—he 3

é uma equacio; sob a férma de propor¢do e898¢
paracgdo seria : - irel
a: b:: ¢ w

Este exemplo simplicissimo basta pard log

notar a vantagem superior do primeiro mod
segundo, facto que se tornaria ainda mais

expressoes algum tanto complicadas.

A equacio como vé-se é uma forma
melhor adequada 4s transformagdes € 2
constitue um verdadeiro melhoramento
uma prova irrecusavel da tendencia de B¢
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M simplificar, e precisar os meios que elle emprega
P43 elaborar suas construccdes.

- *0da proporgao & sempre reductivel a uma equa-
W & @ reciprocamente toda equagio é sempre trans-
~Mavel em uma proporgao; mas esta é sem duvida

’13'“3 muito menos propria a fucilitar os calculos
M & Precisar os raciocinios.

3 "'g-:Na Proporcao, diz Comte, péde-se perfeitamente
. Ay umg serip de raciocinios pouco longos quando
' ._..'Q?__qm:tm termos sio monomios, mas substitui em
"Iﬂenflufgm‘ expressoes por pouco compostas que sejam

Sereis detido desde os primeiros passos. S6 entao
\h_"'-efiﬂ verdadeiramente a superioridade da equagao
R Proporgio. Se quereis conhecel-a ainda me-

). Procurai traduzir sob a férma de proporcdo

--fns raciocinios um pouco pomplicados. que sob
f"”“-”.‘_‘-‘“ de equacdo acompanhaes tao facilmente.
ta.mente esta traducedo f; sempre possiv.al. isto &,
e U2 nao 1mplica E:Ontradi(;io, mas vereis que
: ﬁ-““made invencivel experimentareis nos racioci-
it U8, sob a primeira férma, 1nos paréciam tao
thles. gy resumo, se quizerdes conhecer perfei-
tou superioridade da equacao sobre a progor-
Mparai os dois methodos traduzindo alternativa-
m com o ontro, véde na geometria elementar,

Qa0 tem conservado a forma da proporgio,

D tﬂ%-embaraqog’ experimentaes desde que as ded.a'-
Complicam mpj pouco, e quanto sois te_ntatl_q
" '0voluntariamente 4 forma de equagao; nofa_l.
218 quo 5 equagio encerra as duas especies

g1 9porcs,

©S, 0 que ainda confirma nossa 0piniao a

“que toda férma de comparagao mathematica
Vel d forma e equacao »
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Convém, pois banir a propor¢ao como uma 6
atrazada ¢ s6 aceitavel para mostrar a marcha segul
pelo espirito humanoem o seu desenvolvimento- -

Um outro aperfeicoamento, em apparencia. m
simplés, manifestou-se mais tarde, dando lug
uma serie de importantes consequencias. A equd
que ja se achava deduzida a dois termos passol?_w
conter um; de ax—b (1) passou a ax—b=0, att
gindo assim o maximo de simplicidade a gué
possivel chegar.

Este aperfeioamento, diz Comte, sob a appares
de simplicidade occulta um avango enormeé RO
minio mathematico. Os mathematicos nao €
disto ordinariamente ; eu nio vejo tragos d'estd’
servacio em parte alguma. Entretanto 0 qué =
da theoria geral das equagdes, e, por consegui®
toda a algebra superior sem esta maneira d&:‘?ﬁ‘-’--
as equacoes? Sem isto, pergunto, teria havid
sibilidade de fazer essas descobertas? Fazendo,;_
para o0 primeiro membro todos os termos d"'
a idéa de relacio suggerida pela antiga forma,
referida 4 idéa de combinagido suscitada PEI-“___ o
cia de todas as quantidades em um S0 MOMEL

Realisada a simplificagdo final da condex
um s6 membro, de todos os termos da equas:
este determinado pela necessidade poderos®
0 espirito se achou para poder formular 0 8555
parativo das equagdes, a apreciago de
mento a que se reduziam as equagoes co

-

r_re§

(1) Segundo Hoeller—Histoire aes mathematiqués: P2
transformagao ¢ devida 4 Harriol. Marie tambem € 4&
Histoire des mathematiques, pag. 93. ' )
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'ﬂ‘l‘esentou-se immediatamente como baseada na dis-
Hicedo essencial entre as constantes e variaveis.
~ Em algebra todas as grandezas sdo cunsideradas
Sob o ponto de vists de suas relacdes mutuas; a nogao
~ 9 valor 6 muito secundaria; as transformacdes 3o
| 8@aese tanto se applicam 4s relagoes entre gran-
€238 reaes como 4s relagdes entre as expressoes em
¥ ?_PP'aI'encia as mais anomalas. As grandezas, por
S Bnbo, 630 em taes condigdes consideradas em uma
“0utinua indeterminacao : a ou b, por exemplo, sendo
fl_gebricamente consideradas grandezas conhecidas
.;‘,_fh?o de ixam por isto de estar indeterminadas, po-
: _'_'-.ax.ldo ser: 1, 2, 3, 4.... A questdo rednz-se, cOMO
2z Lagl‘ange, sob o ponto de vista algebrico, a
A ";,de-t@l‘minar os differentes grdos de indeterminacao de
';‘ ;q_u; € Susceptivel cada uma das grandezas. ‘
BN tlativamonts aos valores, por conseguinte, 30
.a]'geb"ff’amente consideradas indeterminadas todas as
- Sraude
Mo,
- Catrg

-

Z38; somente as consideracoes relativas ao
de dependencia, ao modo de relagdo, existente
48 quantidades nos podem levara P‘“rcejb T
ste permanente entrs as incognitas e os dados

S, 11€ &0 mesmo, entre as variaveis ¢ as COO-
ddteg

9 rlg_ng-::“do-dimmos, por exemplo, que no movimento
~ 1© 0 espaco varia proporcionalmente ao tempo.
conﬂl.deragﬁo basta para espontaneamente nos
Y que na equacao deste mevimento, e—vt,

i _1550 Variaveis e p constante; emquanto que pela
: mi::s questao de valor o péde tambem variar con-
- '-tﬁ'{;i_dao H0vimento considerado é mais Ou IMeNds

-

A-' i i - .
: dlstlncqio eutre constantes e variavels apparece
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sob o ponto de vista abstracto na consideragao ¢
equagdes 4 mais de uma incognita. _
Um mesmo phenomeno péde dar lugar a uma.
mais equagoes, estas podem conter uma ou mai
cognitas. Se o numero de equagoes é igual a0
incognitas o problema ¢ determinado, se é inferlof "

-

problema é indeterminado.
Si nés tivermos uma equagao da forma

y=ax+b (2)

para obter os valores de ¢, nés podemos dar a zd
rentes valores, 0s quaes combinados com as constat
a e b, nos dardio os valores pedidos. '
Do mesmo modo se tivermos um systema dé
equagdes 4 duas incognitas, para obtermos 08 ¥
de uma das incognitas nés podemos considerat
uma das equacdes, uma das incognitas como =
tante emquanto a outra continua desconhec?gf_
ella subordinada.
Na equacio (2) y é a variavel dependente O /f'r?f
@ a variavel independentz ¢ a e b sao constantes:
A mesma distincea) se apresenta em 1m Phan_p'
qualquer. A lei que rege um facto observado ;_
mais que a traduccio do que ha de const#%
toda a variedade que elle nos manifesta. Ha fa0¥
lei uma vez estabelecida, péde ser traduzida P%"
de relacoes simplesmente numericas, q1® fﬁl_n
equacao correspondente ; esta, por conseg’ uint
um modo de dependencia necessariament® i
que o indicado pela lei. Se a lei exprime ues
ser constante entre elementos variaveis @ e
a equacio exprime do mesmo modo uma I¢



— 203 —

lte entre quantidades constantes e variaveis. Sea
deduzida pela observagdo, nos diz que ha propor-
Uonalidade entre o espaco percorrido por um corpo
U6 cahe ¢ o quadrado do tempo gasto em percorrel-o,
U4¢30 se ¢ verdadeira, ndo péde de modo algum
Xar de traduzir a mesma relaggo.

" Semalei da quéda dos corpos o tempo e 0 espago
onsiderados como variaveis e a acceleracdo como
: 95‘@3111:8, na equagdo correspondente taes element.os
“dhuam necessariamente com as mesmas proprie-
‘€S caracteristicas.

; Af.di-ﬁ'eren@al pois, em algebra estabelecida entre
E ‘eﬂf’-‘{fﬂutes e variaveis, emana evidentemente da nocao
= €L tem uma origem concreta.

. g}gt’h"ﬂ: considerada de um modo geral, tem por
:“ -FO Oestudo das funccoes ou formacoes. Estas
400%s 70 estabelecidas pela comparacao .das
®23s que o phanomeno nos apresenta, conside-
mplesmente sob o ponto de vista de quantidade.
“#ontecer que nao s»jn possivel estabelecer direc-
19 essa Comparagao entre as grandezas conside_—
i d'..‘?hi a necagsidade de fazer intervic quanti-
“AUxiliares deduzidas das primitivas segundo uma
. ng;,._ © estabelecer entre estas as equagoes, pard
' POF meio do transformagdes determinadas,
'para 35 equagdes entre as grandezas primi-
DI, da impossibilidade do estabelecimento
§%0 directamente entre os elementos conside-
: bge de conaidemqrs es concretas, d_a-apreciar;ﬁo
G .Bhti:!s,_rél-ativos; ao phenomeno que se estuda
‘ d ahi a divisao da algebra ou caleulo das for-




e

=<

sinda que Taras vezes realizada, basta par® :
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macdes, em calculo das formacoes directas e calculo das .
formagies indirectas ou calculo transcendente. futil* Y

Comprehende-go que seria simplesmente 3 .
querer attribuir uma distincedo tao profunda com >3
que sepira estes dois ramos da algebra, 4 parte l’;éiag 5
tracta da questao, que s6 comega com 0 "St“.lfedw
mento das equacdes, quando necessariamente J-a'e-nto:
estar sabido se é ou nao possivel o estabeleCiEE
directo de semelhantes relagdes de igualdade. gtrii"- '

S6 0 conhecimento do phenomeno nos péde m¢ ud”
Se pode-se ou ndo estabelecer directamente B eqnlﬂf
coes entre o3 sens elementos. Ora, 0 conhecl-mfze" .l
de um phenomeng qualquer nos é dado P?I% -5 :119' o
r8¢ logo, s6 alei psde indicar a possibilidad® =
semelhante operacap,

A divisao do caleulo das relacdes, pois, © tantes
lei do.mes.mo modo que a distincc@o entre COnEZes
€ varaveis, ibﬂi’-":-

A concepedo do caleulo transcendente por Le de
teve como bage indispensavel a immortal crea'raﬂf“-ﬂ:
Descartes. Desde entdo novos horisontes abﬂmi oo
20 dominig algebrico, novas questaes poders f
abordadas & myjtag com notavel Simplic_idada;lw'

duzido a9 seu dominio elementar, di2 ia co®
calculo dag relacges comportaria pouca eﬁca-clei; 58
creta, vistp 5 raridade das equacoes 5“5"3‘.’” ard
uma verdadeix_-a resolucao, e sua‘ fraca aptlam

o s
“epresentar o5 phenomengs naturacs. B v:lrthdo
algebra transecande o

nte nao péde ter outro 13
030 ¢ de fazey entrar indirectamente B0
abstracto Jajs Concretas que elle directam®®”
poderia omprehander, Esta transformagi®

mand ds -

-
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dos recursos do calculo elementar possam
ente convir a muitos casos, que por outro modo
“I inabordaveis. Pondo de parte toda pretencao
, Se reconhece que um tal methodo é eminen-
 proprio a facilitar a0 mesmo tempo a exten-
€ a ligacio das doutrinas correspondentes,
uzindo grandezas mais simples e mais uni-
& (1)

Consideracoes que deixamos feitas sdo sufficien-
fl8Cessarias para ndo mais deixar ao espirito
A8 principiam o estudo mathematico, duvida
' sobre o verdadeiro caracter da algebra e
108 limites de suas pretengoes.







INSTITUICAO FUNDAMENTAL

A R L R PR b gt

g traduc@ﬁo. em relagdes puramente abstractas,
“10do por que o elementos, que concorrem para
15230 de um phenomeno se acham ligados,
htjue a sua equacdo. J
 POrtanto, na algebra duas partes distinctas :
30 technica, em que tem-se em vista o estabe-
““to da equacdo, outra technica tendo por
@ resolucao da equacao.
o P“D“*“tv a segunda comporta methodos fixod
.l'aes, 4 primeira s6 & susceptivel de methodos
- Culares, conforme a natureza de cada ordem de
" Considerados,
aﬁsun deve ser. Na segunda parte as grandezas
*eCiadas de um modo puramente abstracto,
eﬂu;gnte quanto as suas relagdes mutunas, em
A€ na primeira os elementos sao apreciados
2 Concreto, ¢ o processo consiste precisamente
~ desapparecer da lei do phenomeno esse
* Conerato, especial, substituindo-se por uma
o 1 criCa, podendo ser concebida em toda outra
> e factog,
) 'be_e-c-idﬁ esta distincgdo, vé-se, como observa
® Quanto ¢ falsy g idéa que se pretende dar
00 da difficuldade da passagem do dominio



past

r

concreto para o abstracto, propondo-ﬂe*lhe’;
solver, problemas de algebra onde a princip
culdade ji nio existe, visto ter complet-am'e?'—wi 0
apparecido o caracter concreto, e cujo imPB:‘-H:I}I .
siste na maior ou menor claresa do enunciadd:
As difficuldades reaes de semelhante ¢
péde ser devidamente apreciada na 3PPhca
calculo aos phenomenos de extensio e MOV
E’ inexacto, pois, dizer-se que para O es*_“b?
mento das equagdes nao ha methodos. Pard O ol
B0menos mecanicos e geometricos, ha mem
geraes, proprios a cada um d’elles, mas 080 S0
thodos abstractos, porém intimamenté 1_18_'?---
ordemsde phenomenos a que se applicam: orf
dadeiro objecto da geometria analytica/é QM s
sivel o estabelecimento das eqnagoes de tgdoﬂf_o-
nomenos geometricos, do mesmo modo 94U
mecanica analytica ¢ de tornar possivel & -
lecimento das equagges dos phenomenos
mento. st
As difficuldades que se nos apresefl mm-?&;'
pretendemos passar do ponto de vista €0 o
0 ponto de vista abstracto sao de tal sorte 4™
quando todos os factos que nos cercam
Sem a ser conhecidos por suas leis, N0 i
Sempre impossivel traduzil-os na maiof
meio de Comparagoes de grandesa, estabelo®
seus elementos productores. 4
Ainda mais, quando isto nos fosse Sﬁmﬁm'  fic
2 complicagao do calculo seria por S1 = di
Para obrigar a restringirmo-nos a um HE
fumero de casos.

3y 5 2 : 3 e ; .'_.‘
E" exactamente isto o que jd vemoS acoB™ g

.D'I.

&




— 209 —

£ Wajor parte dos phenomenos geometricos e me-
Qices,
:‘-inf;e;mef’is"’ porém, confessar, afim de prevenir
.18 divagacoes, e conter o vao orgulho mathema-
-B‘ff%'cique 0 que E}té agora efit:i c_reado é bastante
fax-istgzn-t? para satisfazer as exigencias reaes d(? nossa
e cia. O que sobl:ettEdD convém & aperfequ)ar e
Ao ..ok com mais criterio, aquillo que possuimos.
n difficuldades com que luctamos para fazer a pas-
;;p;g‘.:;n ddo Concreto para 0 abstracto s3o em grande
;aﬁa Uevidas ao minguado numero de eiemenf:os
¢ _Eerdﬁlco‘i %e que podemos dispor, e o qual é preeiso
'aug'men? & quer esperanca de que se possa vir a
s ar. Limitemos, pois, o emprego do calculo
! -eisp-d‘lueno numero de f‘tlctos iﬂOl'g‘aIEﬂCOS suscepti-
°Ileme Sta racional applicacio, e, 1:351311&(105, ab;?-
Ngs . POT uma vez toda cultura inutil de quo nio
', 298330 provir reaes beneficios.
' -_;gnﬁﬁe?l“agﬁm dissemos, é uma expressao de igualdade
-an'ti du?ls f‘lﬂcqﬁ-}s ou formacoes abstractas das
'--ﬁdasa €8 que % considera. . 1
Que e as funecoes abstrfwt.as por mais complexas
Wajg o 830 sempre constituidas pela comlfnaqao,
.U menos variada das seguintes funccdes abs-
-~ Htag Simples,

23

PORMACGRS ABSTRACTAS SIMPLES DE &

13 Conj a ma
"\ Yonjy o o TS . formacdo som
: gado; | PRI . formacao diferenca
X 2onj Qoo oisisioin o . formagdo producto
Oonlugadc’{ 0 bl gt alaioty .. formacdo quociente
x

Elementos de Algebra—l4
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- ‘. ......... formagdo poted
3. Conjugado . 1 i

Vg OUG™ .onuesisnns fOrmagse

4.° Conj e 0 s formacao be }
On_]ugadoj lgz. . ... ... formagao logaM=us

{ senz..... formagdo Ci

5.* Conjugad _
ke 0{ arc (sen—z) formacao Cir

Cada um d’estes grapos comprehende dﬂﬁs*f?f.
¢Oes inversa uma da outra. e

A este pPeéqueno numero de elementos @
eBtEO limittados 0s NOSs08 recursoa Pa]‘ﬂ,ap
do dom.i'nio conereto para o dominio ahgt‘ra’ﬂ..ﬂ

Toda relagio em cuja composicao so entrar ©7,
& yerdd

¢ ool

tos destes que acabamos de citar, 6 UM2 _
€quacao, basta, porém, a existencia de'nq.l.a.'fﬁf
€30 exclusivamente concreta, para qua.-se]ﬂ?
vel a applicacao do calculo. 38
‘?“lﬁmo grupo carece de uma 0bservas
8aria. O modo de dependencia y=tene:
86 podends ser concebido suppondo-se & *
de um arep o seu seno, nao constitue umd i
abstracta, porém, sim uma fancgdo CONCTEEy
Pmprego no calculo ¢ n’este caso, 'poas._i“’-l:
- mando-a em outras fanceges circulares e
lumericamenta, ¢ que nos é Permittidﬂ e e
dades Particulares da que goza uma o)
Magao. Consideradas em suas 'relaq?’-?
formacges exXponencias, o modo de depe®
estudamos nao ¢ mais que um um sigos!
empregado no caleulo para representar
‘inada combinaggo de exponenciaes-
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bESte grupo, pois, como diz Comte, & equivoco e
A5tardo,

1 Bntre g quatro primeiros conjungados e 0 ultimo,
% por consegujnte, uma differenca profunda.

A8 funcedes circulares se sio funcgoes, sio con-
988 5 se §30 abstractas deixam do ser simples e
23da majs 3, qua puros symbolos, o que ndo acon-
6 com as gutras que sdo a0 mesmo tempo simples
® abstractys,

ista consideracso de modo algum prejudica a
_1.1.0950 de equacao, j& considerada, a qual é essen-
.'c_lalmente relativa a0 caracter abstracto da funcgdo
g 44 seu maior ou menor estado de simplicidade.
_ fﬂrmaqﬁo ‘exponencial foi obtida fazend'j,'s.e'
IPaSBar, na formacio potencia, 0 expoente pard
Olstityiy o base, sendo elle substituido pela Vam:}vd
] , ‘Lmdepeudente. Bata mOdiﬁC{l(_T?IU l‘}{’.l‘k]‘littio a GOHSI&B"
o330 dog expoentes fraccionarios, passando d'esta

I % g L s
tn M2 as rajzes g serem classificadas entre as Ppo

' ";'.t’,*'j;.i ©Xponéncial, pois, 6 um elemento de. OFIgEm
4 ‘1ztlumvameﬂte abstracta do mesmo modo que 08
g5 do ultimo grupo sio de origem purds
- Mente concreta . |
f .-a'inia foi o extremo esforgo, 0 ultimo recurso, q}uj
g teve ¢ espirito humano para augmentar 01t
'.-F@ro de seus elementos analyticos. Hoje uma tal
"?'M-em“ﬁo ¢ simplesmente irrealisavel.
¥ "ﬂfl.Jensandoese nisto, diz Comte, concebe-se esta
Sen tuldade quasi como insoluvel, pois_. tlue.ella.} ?l;_{l:
Umg o 28 condicdes quasi comradlcmrlasci 3
g imeggo avaliavel numericamente, & 3 G€ I
oder gty ser composta de nenhuma das que =€
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sabe avaliar. Tambem nao possuimos idéa.
dos meios que poderiam dirigir esta invengao.

«As unicas funccoes abstractas novas, 4u€
visto formar-se, a saber, a funcedo exponenci®
inversa, o foram por um artificio, que evidente
acha-se esgotado e nao péde fornecer mais B
outra. Tambem os geometras jamais peusaza®
uma tal empreza. 0 partido que elles tomarall =
de illudir a difficuldade, supprindo 8 insuﬂif_’}
do pequeno numero de funcgoes simples pel2 gg_a_
das funccoes indirectas, segundo 0 qual 2 98
de um phenomeno deve ser considerada €OmO -
belecida, quando a relagio existe nao en“-_‘_’i’-‘&
goes directas das quantidades que € oottt
Porém, entre funceges derivadas d'estas P"(:;
modo analyticamente determinado, tal com0 . o
71o4gdo ordinaria ou outro qualquer que = Pgéﬂ' :
lnventar maijs tarde, satisfazendo a meSEE TS
“digdo.y ’ I

Todas as funcedes dos tres primeiros .grqp osca 5
Bentio uma origem arithmetica geomet:«_‘..:-"
RUMeracado contem em sj a nogao P“"cisa &
uma das operagpes por ellas indicadas: ot

A fﬁl‘m'a(;:ao de um numero por accr6551m° P L
tragoes Sucessivas de unidades, fol © facto 45 00
tuml.mente. concorreu para fornecer, SO Z‘IP
de vista maig abstracto, os elementos a0V -

Primeiro 8rupo. Em arithmetica a assl
dades pa

=t

ra formacao dos numeros foi insp!
sida de factog concretos ; reunido de dedos, pumer’
maes’ al'vores, (l} etc. e 36 mais tarde forﬁo 05 -;';‘ JitH .
H J

b ¢

irada 0!
T ides

) Bourieau—.neorie des sciences—v 1°, pag: 25
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Consideradog abstractamente independentemente da
Tealidade objectiva, para constituirem 0 conjuncto da
Tumera ey, Estabelecida esta, formulou precisau%ent,e
o L0g0es do somma, substrac@o, producto, quociente
1 P-Dtencia’ que, com o desenvolvimento da abstragac_o,
“Xaram de ger effoctuadas sobre numeros parti-
F‘_ﬂares para serem applicadas a symbolos geraes ¢
lndeterminados. com os quaes s6 se tinha em vista
“4r 0 modo de relacdo, ficando alheia toda questao
“evalop, J
Houre, pois, na marcha do espirito humano um
aPe_rfeiC,'oamento gradual e de inteiro acordo com sua
108 0u menor aptiddo a abstrahir. As funccoes,
o COnseguinte, que nés considerainos, apresentao
e Otigem essencialmente concreta. Seria quando
oS um disparate querer fazer acreditar que as.no..
C0es dg relacio traduzidas pelas formacges ji cita-
%6 fordo formuladas com a creagdo da annotagio
Ugebricy com que hoje as exprimimos genericas
Mentg,
a CD‘_lvern n3o confundir os dois factos: 0 gréq_de
*6T0 da formula, o a lei, o modo de formagao.
sy eiro § incontestavelmente muito mais elevado
o do que na arithmetica, porém O segundo
aduzido pelos symbolos algebricos, ou pelos al-
‘f?-lsa:()s arithmeticos, ¢ o mesmo com que & Obser=
0 Primitiv estabeleceu a base dn numeragao.
dnz-gsﬁ‘;c’to’ de multiplicagﬁo..pqr 'e$en;pio&e_q§3:;::
Y0g, ¢ a forma}- com uma série 111-1m'1ta ?1 Bt
un.d‘antas séries iguaes ao multlphcat} 0, qt i
11-d S tem o multiplicador, estd perfeitamente :
titlrlil:i 4 quando considerdmos o numero 50 cc'.-m;c()Sl :3::-
® Por dez grupos cada um de cinco uRi .




concreto de ter ¢ representado 0 Jado do U

‘medida 0 producto das medidas da base
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Um numero qualguer, emfim, é um conjune
unidades de differentes ordens, repetidas m&
numero de vezes. 59

O numero 2524, por exemplo, nds podemt
comypol-o do segninte modo : e

IXL0531004-2X10+4 . pel

Ora, basta contemplar esta expressao pard oﬁl
diatamente certificar-se de que a numera‘?ﬁo?;’: '
em si, com precisio formuladas, as n0g0%S apt
lagdo que traduzem as formacoes que estamos
ciando.

* Isto pelo lado arithmetico. Consideraudo”-or
geometrico, nés ainda ahi encontramos i (
das formacoes simples dos tres Primelrﬁsj%n,'
scndo que a de raiz estendia-se 'sém?““’- ac
Primeiros. grios mais simples, por si 508 5 o
para determinar os outros si a ariﬂ}metlfia g
houvesse fornecido. E com a geometria 8 1 ghgp
algebra foi por'tal forma intima que 3i% aem“- 0y
resente na annotacao. Nos dizemos, por b
0 quadradode @, o cubo de, b etec. : o

~ Este modo de designar é todo dirivado ©%

dradoe ba aresta de um cnbo. olvi

Nas Proporedes com que os antigo_f' rgso it
questdes, os termos eram inseparavels da ¥
creta que elles representavam ; hao 1hes 4
vel substituir 4 grandeza concreta pelo BEE
tracto que reprosentasse a relagio entr®
unidade,

Assim, Buclides nao dizia, um retang®%

el

Porém, dizia » ()i retangulos quaesqur
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Sl na pgy4, composta de suas bases e de suas alturas,
0.6, doig retangulos R, R’ de bases B e B,’ e altu-
MsAe A’ estio entre si como a base B estd para
ma quarty proporcional a A, A’ e B

§ O gregos, ‘diz Mary, nunca pensaram em. ses
Pal‘.a t'sua Algebra da Geometria, isto é, a arte de
“elocionar do objecto do raciocinio, porém, esta Al-
gebFa 30 ficon por isto em estado virtual, ao con-
0 ella manifesta-se em todos 0s seus escriptos.
Madairament ndo lhes faltou para constitnirem a
Sug:tl-):a. que a .idéa de fazer tratados a parte @ :cﬁ
'M'din] Wr por signaes as indicagoes, em lmguac:e
Haria, das operacoes a effectnar sobre as grans
¥85. 86 elles houvessem representado por A—+-B,

0n : i-
ot modo qualquer, a somma de dois comprln

m . <
fltos A ¢ B, por A—B sua differenca, POT A5
q .

44arta proporcional aos tres comprimentos A, B,

' Bor V'AB, a meia propocional entre os com-
3

Fimentye o e B, por VA, B, a primeira de duas
i Proporcionaes inseridas entre A @ B; por
V‘h‘ 1 ot : . - es
» B, a primeira dos n—1 meios proporciona
Rrags . Mre A eB, a Algebra teria um nome
_seg.o ®m logar de um nome arabe; e, entrr.:tanto.
me;ﬁ;f €08, por isto, nao teriam feito nem mals nem
Algebra do que fizeram. » (1) '
fncgoas algebricas simples 530, pois, de origem
oreta As idgas fundamentaes que ellas nos dao
“Onbhecer 530 a5 mesmas que as dos antigos &eo-

&

 Mary,

»

: mﬁerid{j

—Histoire des Mathematiques vol. 1 pag- 7-
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metras, com a differenga de que nos as fomos
pindo do caracter concreto em que elles as €%
ravam para s6 as apreciarmos quanto a0 ﬂ_‘-"d
dependencia por ellas instituido, indepeﬂdﬂntam
de qualquer facto que as pudesse inspirar.

Em algebra as grandesas sdo consideradas ( Bf: =
modo inderteminado quer quanto ao gré.o.:l__ s
quanto a0 genero. No primeiro caso se 008 ?Pm.sm 3
a sua origem arithemetica, pois que a aprecid®®?
relacoes nao implica a considera‘qﬁo dos valores &
podem ser quaesquer ; no segundo caso temos &
gem geometrica, pois que a apreciacao das _'E _
qtfando a razio torna-se sobretudo deduch¥®
mitte estender a indeterminacdo, em Comeq?:--sa
tva a0 grio, ao genero das grandezas cons:
Asmm Por exemplo, apreciando o facto da g™
um corpo nés representamos o tempo e 0 ﬁSp?'.
los symbolos 4 e t, podendo ter valores qﬂasq'
traduzimos a2 modo de relacio que ex}s?_ e
estes elementos, Isto feito, a razao prin-"’P.‘.&'g’ 3
Dar-se essencialmente deductiva, o facto pbY Sli:ﬁ
de ser considerado, ¢ entao g o ¢ passdo a Serési!j
mdeterminados quanto ao genero de grant o fi
répresentao, isto g, podem representar duag-,-.._;.
grandesas differentas de um novo facto, um? odo
entre os elementos deste ultimo exista U™ nl :
dependencia igual 4 aquelle do primeir0 faot?
ﬂerado_ IR

) A BuperECiB de um Cil’C'lIIO, por exem_plOr..“-.
1%@1. fumericamente, ao quadrado d0 "I‘;“?&m
plicado por um Numero constante, ou a2 =

a solucao ¢ sempre a seguinte :
y—Az’® i

4l
i
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No Movimento dos corpos pesados no espago, a re-
.950 éntre o espaco y e 0 tempo & medidos conve-
Nentemente ainds &:

y—Az*

S algebrico pois, permanece 0 mesmo desde
g 0do de relagio apreciado 6 identico (1).
*5undo se considera a origem geometrica ou a ori-
foir;aa?hmetica, as relacoes sd0 tradt.lzid-fas sobdi
embg, ° proporgio ou equagao. O primeiro -mze__
‘amen? dominante entre os antigos, estd hoje intel
.. © Preterido pelo segundo, como mais proprio a
g lnar as especulagoes geometricas e mecamc;s,d s
Upj ¢ destinado ap aperfeicoamento do metho
resal, que constitue a parte essencial do calculo.
}‘ar:,:las Vantagens, relativas ao uso das equaqﬁesolrei:
gem & algejbra a esquecer completamente sua 0!
top. SC0metrica, facto que incontestavelmente muito
e para facilitar as aberragoes metaphysicas,
# lioje sensiveis no dominio mathematico.
analastt?' POTém, superficial apl'ecia.qio dos trnbfali:ﬁ
qualy S dof‘ antigos para imniediatamente alas 2
AUer duvida em aceitar a origem geometrica do
Culo dag relacdes. |
°°nsid: geometras gregos, diz ﬁ.{ary, d_o Penodoﬂq;ff
8ebrg _famo?’ possuidio como mel0 loglstli:lo ?Inzeim‘
mentela Muito avangada, ainda que baseada 1nte! ;
Sobre as transformagoes de que é susceptive
ngy POPOTCH0 5 mas erfo as proprias grandezas e
128 medidas que entravdo em Suas formulas

(1
: L’ﬁilte...ca,uu! arithmetique—vol. 1°—pag. 16.
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notadas em linguagem ordinaria. De facto; &
sabido resolver todos os problemas do segui®
a uma incognita, sabigo referir a resolugio dd
POrgoes, pelas quaes ainda hoje passamosan
chegar ds equagges ( pois que 6 sempre de “15
relagdo de semelhanga que nés tiramos estas 4!
seja 4 construcedo de uma meia proporcion-_:__:_'.
duas grandezas, o que reduz-se 4 resoluga0 d&" 3
€quacao da férma.

x*—ab ;

. '[uﬂ“;E' 110
seja & construcedo dos lados de um rect 4
€ujo semi-perimetro e a superfice representa”o-_{_
um quadrado, sio dados, o que reduz-se @ I

de uma équacdo da forma :

r*—pz-t+q*—0
3 d recta g
€ja a construcdo dos lados de um *®

conhecendo-se sua differenca e a superficé dQ

L
agal.
gulo, o que reduz-se a resolver uma equ gﬂ ‘
forma s Al

z* X pr—q'=—0

De sorta que 86 ficavam féra de sua Al
equacoes da forma - '

z*-pr-t-g'=0

que 130 tém solugges propriamente dictas
conseguinte nap podido apresentar-se & =
Influenciada pelo regimem phi1050phlco B
hﬁ*__— .
(1) Mary—Histoirg ges mathematiques v. 1% P38* Lo

,.14 :: .
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2 'id-a de media, que proclamava a subordinagdo do
;:Plr}to para com o coracdo e que dispunha por con-
Suinte 4 subordinar a analye 4 synthesa, 0 abs-
(1 (-:.to 40 concreto, a algebra subordinou a elabor'a-
0 abstracta a0 desenvolvimento concreto, e assim
'r‘;ao-r Systhematisada permittio d mathematica .uma
Bne n;sm‘ﬁc‘ perfeitamente adeq}lada 4 sua p&lssﬁo
seclic OPGdlc,a: a_té que a an'archm deSE‘DVOIv{ a nlti
ebri, X, inspirando e realisando as ns?l'pz.xgofs; a i
: tﬁcicas’ deten?:linou uma reagdo, cuja pl']nclp};l ten
’.ealiga ; Ouvergio para dcstrulr.os esforcos syntheticos
reac; 05 pelo admiravel genio de Descartes com a
0 da geometria analytica.
4 anarchia poderosamente auxiliada pelo ascen-
eif Metaphysico s6 pode desaparccer 90.mp1eta-
esnnev ¢0m o aparecimento da doutrina _pomtlva, q;:.
¢ e:c Otvendo a preponderancia c%O sentimento, §s -
Ony, B.nd.g- ? ponto de vista social, con.segum alzer
epra‘:’jgn' dignamente todos os esforces Jutellf(:ituaei
- Mg, €08, 50D as impulsdes sociges emanadas do c0
b um tal regimem, o desenvolvimento do calcul'o
4 ordinado i sua destinagio geometrica indi-
- Muito naturalmente pela sua posicdo na ordem
clopedica, E foi este precisamente o facto emi-
re‘:{l}entc PhﬂDSOphico elaborado pela concepgao
i Na, que facilitando e estendendo as gent-
d“ms?r?joes algebricas, estabeleceu a0 mesmci tz;nvggz mo
nva_l.o. §eometreio do calculo para 0 qua o
Eﬂ.tagu suas verdadeiras e legitimas aspiracoes. e
g Concepeao, como observa Comte, ma‘.ils q]_-
Cu s Outra influip para o aparecimento €0 ca
% Infinitesimal, gom o qual a impulsio dada pelo

o
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immortal fundador da philosophia mathematicd
completamente insufficiente.

Assim fundada na combinacao systemathicﬁff
a geometria e a algebra, a philosophia mathe™
dglxou bem claro a sua independencia pard %
desenvolvimento da mecanica, a qual suppus™
cessariamente esta combinacdo, que constitue 0™
modo de fornecer um esforco sufficiente Par

tal.

I | . 's i
Esta revolucao realizada por Descarte 0 Pe&;ﬂ
completada pela apreciagio positiva do c0%

mathemathico, onde o sentimento deve sub?rﬂ}“f&“
Signaes e imagens, combinadas no domini® e
trico pelo immortal legislador mathematic®” o
. Desde entdo o estudo das especulagdes ﬁfaﬁﬂl
ticas deve sera base de todo systema S
ed}lc'a(}:io COmo necessaria 2o desenvolvimeﬂfa_;
leis intollectuges, physicas e mesmo mOFacs: g
« Demais,  diz Laplace, 6 curioso ﬁgqrar"éi
©5paco os diversos resultados da analyse» & 'Q.
camente, ler todas as modificacoes das ﬁ.nhag os &
superfices e todas as variaqﬁe; dos m Oﬂmen{& ;
COTpos nas equacoes que os exprimemn: 1135
POracio da geometria o da analyse esP"'&-
nova luz sobre estas duas sciencias. A% % g0
wntellectuaes desta ultima, tornadas sansx“»_‘_
'magem da primeira, s3o mais faceis de'ﬂogg-&'“}
der, maig Interessantes de seguir; © I o
serVaqao realisa essas imagens e tranﬂfarfﬂ“

=
'R
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“ltadog geometricos em leis da natureza, quando
o lois abrangendo o universo desvendam aos nos-
® Olhos seus céstados passados e futuros, a vista
Esrce Sublime espectaculo nos faz expirimentar 0
48 nobre dog praseres reservados & natureza hu-
man_a. B (1] |
a5 consideragges sobre a origem e a destinacao
creta do caleculo das relacoes tornam-se indis-
g:::aaveis quando se attende que sao ellas um po-
O Correctivo 4s divagacoes e a insoburdinagdo
Spirito 4 verdadeira ordem. .
ﬁlac;g L O’igem arithmetica e geometrica das f:;:
ten&erﬂ glgebrmas simples, é nac.la menos qu;en Iizm.-
Mulaq 4T 20s modernos a glqrm de-haver: o
i ® mogdes, cuja existencia, sem contestag
. “°Vemos aos nossos antepassados. .
pern:it?l’e"fei@amos o methodo porque laLssu:rtl sn;:
U0650g Ham 3 abstraccao e o meio social, m
fundamentaes, que traduzem as formagoes

ey 2 as ;
lg “tares, 30 creacoes d’elles, foram elles qu

m .<8aram, e nés ainda hoje lhes nao levam?s
t ecaqao alguma : sio ainda as mesmas_de hzg
Uy . Sempre, porque foram verdades deduzidas

0 '8t e aturada observacao do mundo. ;
mﬁdequart'o grupo ou conjugado, 6 de existensia tocia
foi ) . Basty considerar, observa Comte, o quanto

g Oy o Importante o desenvolvimento do calculo

: 111 um
00y, L 2uXilio para ver-se o pouco ou nenh

matiis:.lmo por elle produzido na imaginagao mathe-

\

(1)
Lama‘ca'""551(sﬂ1éln.=s du Monde, pag- 33%

b,




As funcgdes algebricas simples, devem, 2_"{5
consideradas como sendo ao mesmo tempo €0
e abstractas. Assim apreciadas, ellas nos aprestiig
0 caleulo sobre quantidades indeterminadas
satisfazendo as duas condigges : abstracgd0’
nuidade, e assim permittem 4 algebra real
pletamente sua destinacao encyclopedica, I
arithmetica 4 geometria. A existencia da.
nuidade, sendo caracteristica nos pheﬂome_l_w
metricos, para obtel-a no dominio arithemetic®
considerar o estudo das fracgdes como comple?
necessario do estudo dos numeros inteiros ® =
modo péde a algebra, por meio das fortn_'a‘s"?f‘-’"
mentares estabelecer a ligagao do conjuct? =
metrico com o dominio arithmetico, a’onﬁﬁ_f;
Para a geometria um certo grdu de abstra®®C
posto pelos typos emanados da elaboragdd B
Esta continuidade que resulta para a aritB®o
dependencia algebrica para com a gemﬂﬂ—'
abstraceao que adquire a geometria pard s
0S typos arithmeticos subordinados 4 algebr®
repellic como viciosas do dominio mathemst®®
sc:n todas as funceges que nio podem satisfas® quel
dicdo de continuidade, como tambem t°4“-gfé, ;.
que forem e permanecerem  exelusivamess
cretas.

Tendo sempre em vista a questao i
vemos que esta condiggo de continuidad®: qn
satisfazer as funcgges para poderem e_litr«'l}';_

~culos 6 uma consequencia logica do mP 0T s
1108 manifestam os phenomenos que D% © qll.a'

Com effeito, desde que uma equaci®: G, d

mais é que uma relacao de igﬂaldaide “enbtt

.gq'

concre!
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ﬁ_lnega% abstractas das quantidades consideradas,

T g 1oj do phenomeno despido de todo caracter

::“cl‘e_to que lhe é proprio, é claro que 0 modo de s;zr

g cial, que a lei diz existir entre os elementos do
d?eto 1ue ella rege, nao pode de modo algum ser mo-
feady o gq natureza pela sua traducgio em

Puramente numericas, uma vez mantida a

O na passagem do dominio concreto para O

abstracto. :

ﬂiqur: §as ha'facto algum, ndo ha lei, que nlosc;r;;

llag tdescc‘ﬂtmuidade nos elementos, cujas re 3 1-

op. T3duzem.  Querendo, pois, e como é de deve
‘1, conseryar a algebra reduzida ao desen_volw—

meﬁa{;‘ que  exige sua degtinacﬁo geomgtncc::;mti
lot o € necessario e indispensavel banir com
to .ente de sen dominio todas as fumccdes nao

ex?:tlllu:{g. como incapazes de traduzir um facto d‘e
2101 real, Para estudar um plhenomeno quai-

T : ®ssencial suppor-lhe continuidade ; sc:1 es;z

tpe perml_tte apanhar pela observacao 0 modo &

Nog nfi ®0cia entre os elementos concretos; sO €
Bode dar g conhecimento da lei.

-‘Iua;n Cada uma das formacdes simples do noss.u
- devemos distinguir tres elementos sempre
“Whtes : g conslante, que dJetermina a base de

o liagay as duas variaveis, cuja correlagao

Congtj
fitue o elemento correspondente.
8 formaqﬁes :

lacges
“Xactidz
Olinig

¥=u—g, y—a-}-x, y—az y_-.:-—:-—,etc.

a, '
3 _.a_“e ba; q variavel dependente @, € Y 6 a variavel
Epende

| te ou formacao.
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i tre &

De um modo geral esta dependencia e;iéa&&“ _
macdo e a variavel independente é 1N :

seguintes modos :

m
que se leem : y, formacao f de z; ¥ e _
F de 2, etc. ) Jentey 1

Se em vez de uma s6 variavel indepen 2, el
outras mais, a indicacdo serd: y=f(@ ¥ **°
—=F(z, 9, z..... avel
? Em( regumo a ir):ldicac;ﬁo consistfﬁ gl esc:ﬁéﬁtasf;
tro de um parenthesis as variaveis lnﬁegma_'_q_ |
fora 4 esquerda uma lettra, que sera 5: mﬁa - com
0 modo de dependencia da formagdo P il
variavel independente for o mesmo. ;ndicd

_ Assim n6s podemos de um modo geral,
formacaes

' =
F=4tx, y=6+=x, y=7+x, po* J iden
do 14¢
8¢ quizermos agora representar de um mo¢
as formacoes :

y=b—x, y= %..——x o o
temos de adoptar uma outra lettra 880 T
Ver que o modo de dependencia é outr? de
primeiro, e entao escreveremos, para '

y=F(x) 43

ue £°
As formagges, segundo o modo po¥ 350-
valores dos elementos carrespondentesm s
» €0mo indica 0 nosso quadro, €% °
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| Comprehend, cada um destes dois modos de formagdao

verso do outro, identicamente ao modo de

c‘asﬂﬁca&‘io das operacges arithmeticas correspon-
Entes,

As formagges simples. y—x-a, y=2—X etc. ...

Sfie que se acham combinadas, constituindo grupos

88 ou menog complexos, tomam a denominagao

Otmacdes compostas, exemplo:

. il ,_‘3‘1 32 Igx c¢—x a—x V'i__"
l ) PR e = e

a? arx
—~-1+ —— . . ax—b=stc.
ERCLI

Pr::;s tres primeiros conjugados do n0ss0 quagroa(;ooi:
tr eDde;‘n as formacoes ditas algcbrecas., sendo ,
b class’ﬁcadﬂs detrancendentes. Bsta distincgao éate
Bel‘v: %?Hto obscura, pois, como judjciosam;antgrig:;

tog auchy, deviam ser classificadas de alge
o108 formagges que dessem lugar a operagoes
gehl‘icag_ Uma tal distinecdo, porém, convém que
. Mantida ¢omo bascada.no contraste entre 0 Ca=
d‘lt;lle: = xmal do_gfupo algebrico, que apressutt;n:
' Hatumomg‘em arithmetica e geometrica, que S_

. “mente proprig adar ao calculo a aptidao nece
I realisagao de sua missao encyc}opedlca,
ab»‘i'ra?to anormal de uma origem excl:i:n:::;irtx:
183 " ;:2'1-?1;1 e}cluswam'ante poncreta, q. Lo
& acdes dos dois ultimos grupos;

i 39 mais claro fcaria si se adoptassemos as deno-
A¢0es Propostas por Comte, de formacoes nalurass,

Parg S S -
ult; Plimeiras, ¢ formacoes artificiaes para
g,

B T ——

Elemsnles de Algebra—16
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Esta distincgio entre os elementos abstrach

: ESINE - Y . for
termina uma distincgdo identica para az 5,
3 . 4 n
compostas quer algebricas, quer transcen :t:o' ;
forme entra oundio em sua consttiigas

mais de qualquer das formacges transcent_lii!- :
Das funcgoes (1) as duas primeiras 580
' os simples

dentes, porque contém as formagdes
cendentes a* e lgx; e as tres ultimas
bricas, porque 86 entram em sua consti
magdes simples algebricas. Tt
As formacoes algebricas simples divide?
irracionaes e racionaes, inteiras € [ raccionartds
As formagoes y=a+-x, y=a—> 3":":3:‘ 9
teirase racionaes; a formacio y=% ° .
e racional, a formagao y—y/ x 6 inteltd =
nall, s N
As mesmas distincgdes permanecem pES
goes compostas. Por mais cc‘n‘nP‘“‘"‘a(k_;'_q ‘
constituigio das formacdes compostas '5 o
achar-se em denominador a formaga0 €= Xy
se 8¢ achar affecta de um radical a formase
nal; se satisfizer estas duas cﬂn‘ii?‘ae_sa_
fraccionaria e irracional, so nao satisfizef =
dellas a formagao ¢ inteira.
Exemplo :

3x—2 2—x* yx l 4—x' 5 a5

a—x ' a a—x' &%

Y a—x—3x3, o425 %

o o aen
A primeira formagdo é ﬁawfonﬂﬂa £
duas seguintes so fraccionarias © ==
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fuarta 6 irracional ¢ inteira, e finalmente a ultima
1teira e racional. : ;
¢sde que a formacao composta contenha mais de
Uma variaye] as distinccoes continuam a ser as mes-
mas, tendo cada uma Lfas variaveis de satisfazer as
“ondigpes que determinam as distincgoes no caso de
M3 86 variavel, Assim toda e qualquer expressio
que 6 contiver potencias inteiras das variavels
W5 %, .. onio apresentar nenhuma destas va-
Haveis e denominador, 6 uma formagao inteira de
gz,
e formagoes irracionaes distinguem-se dos racio-
fldes nalag propriedades especiaes de que gozam £8
- “mentos que as caracterisam, SO em Cas0s R
Clagg ¢ possivel reduzir os radicaes de uma fm‘l?lﬂ(;a:o
’?‘ Uma expressdo unica; este obstaculo devu_lo a8
Propriedades destes elementos e ndo a impotencia Ot
a?l"“‘zo do calculo algebrico, 6 uma das invenciveis
Hiculdadag que encontrou 0 problema gerfﬂ da
"Solugap dag equagdes. As formagoes irraclonfes
Eﬁmm da propricda.de de poder terumd multiplici-
rr;‘Ie de valores, o que nio se dd para com ag for-
H353es racionaes. A formagio y=f(x}, PO exemplo,
Pita caqq valor dado a x fornece uml valor corres-
Ponden o de y, emquanto que @ formagao :

=
Y=V a—1x)
o cada valor do z for-nece m valores para. Y
® formaggos jrracionaes finalmente podem dar lo-
e eXpressges imaginarias, 0 que nao acontece
Pa;a €om as formagoes racionaes. -~ o 12l
nht;nﬁpﬂndo na formagﬁo. .y—-__j}/'sz;_.m, __-_é
08 para y, o valor imaginario =y —9.
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As formacdes inteiras distinguem-se 4%
narias, porque estas podem, para va:l'ore? ﬁnl
dos a variavel, apresentar solucoes infinitas
terminacdes, o que nio se dd para com | )
que s6 sdo infinitas para valores infinitos =
variavel.

Se nas formagdes:

i cxfdaay
I=3—3' 3= 3—x

fizermos x—3, teremos para y, 08 valoseS oy

a 0
y:—o-..:w ’ y:—gr

- - - - o
0 primeiro symbolo do infinito, O geg“‘;tﬁ_ b
terminacao, no entanto a variavel FECCEEE

finito 3.
- 'a

Uma formacio de uma ou mals vm?iénﬂ
explicita, quando o sen modo de da.pel.l-a
com as variaveis acha-se claro © 1mme
expresso, exemplo:

2 y
X i
y=ax, y=atx, =5 oL

6 implicita, quando o mode de depend®®
acha immediatamente expresso e 86 PO
mediante uma série mais ou menos lo

formagdes mais ou menos compli as
Exemplo : T
y—-a8—x=0 y—= T %
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htuem, para o estado explicito correspondente é em
98 consiste 3 sua resolucio.
i tivermos, por exemplo, a equagio y—a—x=
X (1), para resolvel-a 6 preeiso modiﬁcal-ef de ma-
"elraa tornar claro o modo porque y que € a for-
13020 estq constituido por & e por o.
fectuando as transformagoes temos:

(2) y=4+a-|-2x.
Dl que nos da immediatamente a maneira Pox
&2 08 valores de y sdo obtidos pelos valores da-
08 g z,

& série do transformacdes operadas para passar do
e (1) para o estado (2) constitue a resolugdo da
“Qacao, |

Emborg 0 alumno ainda ndo se ache habihtjldo
fog Conkecer a legitimidade destas transformacoes,
"gsf‘;m pode desde ji, e é este o fim que tebm:s z:;

» Perceber o comego e o fim da pha%;e abstra ;

i%e em ultima analyse reduz-se 0 objecto do cal-
e algebrico. ' :
®olver, pois, uma equagao é transfo
lique perfeitamente claro o modo porque 2 fO.l'-
10 estd constituida pelas constantes © vam.wexs.
* annotagao algebrica o facto consiste e-m isolar
e 2 405 membros da jgualdade a formagao, © 1no
it Combinagao entre as variaveis € constantes.

.Isto Uma vez obtido, fica terminada a -pl%ase alg;:
cilfae 4 questao passa a entrar N0 dominio do ca

0 dog valores. ' X
13 classificar as equacoes nos temos dois modos:
Bela Natureza dos elémentos abstractos queé @

Ustituem oy pelo gréo:

rmal-a até
Que
_Ma@

Co
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As equagdes dividem-se em algebrices © S
dentes, segundo contém sémente formag0es H%‘”
algebricas ou coatém uma ou mais formag® o
cendentes. Hsta distingdo torna-se necessaria £
se attende ao accressimo de difﬁculdadf"q?
quando se passa de considerar as primeits
tratar de resolver as segundas. :

As equagdes algebricas classificam-s€ <
gundo os grdos, em primeiro, segundo,
quarto, quinto, grdos etc. . (ot

A classificacio segundo os gréos, dl{'f-’-‘ '
desde muito tempo universalmente ad’m
eminentemento natural ; porque esta distine
mina rigorosamente a maior ou menor
de sua solucdo.

Esta gradacao péde apresentar
dentemente do facto da resolucdo; _
considerar-se que a equacao a mais 86T
grdo comprehende necessariamente todﬂ?; ;
de grdos inferiores, de modo que O ™
dar-se para com a formula que deter®
gnita, ' -

Por consegninte, por mais fraca %% i
@ priori, a difficuldade propria a0 r4°
sidera, ella offerece sempre mais obse
dida que o gréo da equacao se eleva_:__' :
execucdo, ella complica-se com o0s 0%
apresentam os grdos precedentes.

Este accrescimo de difficuldades Q
a 1‘8501‘{1(;50 a}_'gebricas das eqlla("ﬁ\e_'s__’ :
nos é conhecida até os quatro prim

este respeito a algebra poucos prog
desde os trabalhos de Descarte © d

ain!

-se seusivgl_'tl}_!f |
basta ;g.% /
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liap
f_!nla{: g:nhSE?;llodXVI, sambora nos dois ultimos se-
de Drobtas 1 08 geometras, talvez, tenha deixado
A equa(g :‘iuevalj além a rf}soi ugdo das equagoes.
oje feﬂistidog.eml do quinto g}-{to mesmo, tem até
QUarto grdo 6 -trtoda..s as tentativas. A forn}t.ﬂa d.o
Cavel. Tambe ut(f difficil, que torna-se quast .maph-
comg imPGSSiT lOr aualystizs embora n%o conmde?em
grio o ¢651uoeda re?oluqao d'c.IS equagoes do quinto
cordg P e gr.aus SUpEeriores, tem,. por um acs
s :lljaliututf1ado a semelhautes'1ndag.af;6es.
grands i qor?:tdo' L’esta natureza que offereceria uma
ogico SerI':a, dn‘cla, ptilo menos sob-o ponto ‘1_3 vista
m grg ¢ uﬂa leSO]:ugao das equagoes algelgncas de
st asey lTll ‘t quer. Ora, .qmmto m':us e medita sobre
-g,"ange, unBO-”mals 'sc’c lavado A pensar, com La-
i2enciy. a&de -0 'esta fora do alcance Ele Nn0ssa mt'el-
654 obtids c]'flttl-ndo mes::,mo que 3 formula pedlda
» ella nao poderia ser utilmente pmpregada
lifical-a, sem di-
gao de uma
p 68 140

4 manpg
Milli]j:::‘é‘;c fe nao _ehr_agassc a s:nnp
10va classe éaenmlhtlatlu. pela 1_nt1-odu
P(\SSllim{}-s‘. e el eleme_n*os analyt1cos Ide que 18
Semog thidol.l 1“1‘93 1:1‘6:1. E, de m:ils, se MOS t1ves-
NI gy fuail l‘csoluqf:m (1‘;15 e{!uaqoes glgebmcas de
ufha Part..\lm ‘!“01'. nés s6 teriamos ainda ‘tratado
i6la, isto. 4 “C-l‘to pequena da algebra P1-op1-1amcnte
Prelien dendu' ; 0 calcul‘u das funcgoes dlrectaf, com-
Podem "forma a resolucdo de todas as pqUAGOES que
a8, Além d’l'. as funcgoes analyticas hoje conheci-
ol da natur;-Sto' importa lembrar-nos que por umd
za humana, nés ficamos compre aquem

Cebar caldades da sciencia ; nOSSOS meios para con
‘NOvas questoes sendo sempre mais poderosos
por outra,

qu& I
s 08808 1 ;
08 recursos para 4s resolver, 0

e ]
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0 espirito humano, sendo mais apto o imagin?
a raciocinar. e
« Assim, quando mesmo tivessemos resolﬂ_d?dﬁ .
as equacoes algebricas actualmente con]lei-la;
que, para isto, houvessemos achado novos vaﬂ X
tos analyticos, estes introduziriam ainda 10 dﬁ*.:go '
ses de equagdos, que hoje nao conheciamDS&- na
que por maior que possa ser o accressimo ?"e’-h’“« -
conhecimentos. a imperfeicgo da sciencia 818! b
se reproduziria perpetuamente. » 108
Estudemos agora om particular cada um 4@
mentos de que se podem compor as equagdes:
Temos o primeiro conjugado : y::x-}"'a'_ _-
No primeiro elemento a variavel z estd ac{:i&eﬂ
tada 4 base a para formar os valores corresg?é
da formagio y, de modo que os valores 21 a0 vl
sempre crescendo de uma quantidade 181 -
recebido pela variavel z ; no segundo B-l_e'
variavel acha-se subtrahida 4 base e, por ?‘nde
te, 08 valores de y vao sempre decrescen °,a
quantidade igual ag valor recebido pela variate

Se dermos, por exemplo, 4 x os valores & =
4,5, 6... _

2 primeira formagdo nos d4 para y : o
Y=, ymatd, gt ofoeee

98 quaes sio iguaes a base a, augmentadd

dado 4 variavel o
A segunda formacaio nos d4 : '

y::a_"ls y=:a—-2, y=a—3: yﬁ-Av.

valores iguaes 5 differenga entre a basé € g
dado 4 variaye].

. ‘-. Jl
L1
i
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e diﬁ.ﬁi‘enqa profunda entre estes dous modos de
MMacA6 ainda se accentda mais, quando 08 valores
"4908 4 variavel torngo-se maiores do que a base.
_a';?zen'do % iguala:2a, 3a,4a, 5 a, etc,

feira formacao nos dé :

y=2-4-2 a, y—a-}3 a, y—a-f42a etc.
A segunda nos d :

J=a—2 a, y=—a—3 a, y_——-_.a—-4 a, etc. ou
Y=—a, y=—2a, y——3 a ete.

Yaﬁite resnltado nos mostra que, emquanto p-ara,-os
m ® da variavel maiores que a base, 0 primeiro
'&:do.de formagao nao apresenta modificagao alguinzf
PCCial para os valores correspondentes da formagao;
- Bundo modo deixa-nos vér como resultado @ mf)d1-
::EEO Original de serem negativos 08 valores obtidos
¢ formacao, os quaes desde entdo crescem com
. Yalores positivos dados 4 variavel.
Yog at’ PO1S, 1o dominio do puro calculo, um fac;:
mentaante do estudo das variaqﬁgs d:}s forr}mgoles :em
Mygter-e 5 que exige uma explicagdo r:}cxonat, 3
itog *08, sem obscuridades e subt-erfugms metap by.
o Bste facto considerado em si, 00 dompno abs
éntia' “ETVe para acentuar ainda mais a diﬂ'e.re;z:
Parg 5 08 dois modos elementares de formagao_r, o
B Quapreclal"o deyidamente, de modo g preveni o
g . et explicagdo phantasiada, € mdlf.pe(;lo e
Culop: tder d_e vista a subordinac@o ?ecess:iila.ustiﬁca
®ing 0 dOmmio concreto, cuja consideragao J o
taa. "Pteta cabalmente a variagao de signal apre

— 10 dominig abstracto.
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Para elucidar semelhante questdo basta:
textualmente as consideragoes a um tal 768
criptas pelo Dr. Benjamim Constant, a quef:
um trabalho em que acha-se fora de tl'lf"“1
vida a verdadeira nogio sobre as quaﬂﬁ.d""--
tivas : e

«A distingdo, diz elle, das quantidades %
vas e negativas nao 6 s6uma circumstancid ¥
tal, que se péde dar na determinaciio dos valo!
mericls das expressoes algebricas, por ondese
a considerar quantidades isoladas affectas liﬂ?
+e—; esta distincgao corresponde mef
mente na passagem do concreto para 0 ah
Opposigao de sentido de que muitas gro% :
susceptiveis, tendo assim uma Sié’;ﬂiﬁc{lqi
espirito, e apresentando-se como um "4’3_“0
tante da linguagem algebrica, que &
tornal-a a mais perfeita linguagem do ra
A sciencia mathematica apresentarid
uma grave lacuna, limitando-se a cﬂﬂs‘-‘iew
dezas unicamente quanto aos seus valor
tender a0 seu modo de existencia.

Assim por ex : _

Se sobre tma linha recta um ponto
tros 4 direita de outro, e um segund0 P

estl
-

€0s, e outro dever a mesma quantid; ate
adiantar-se 7 minutos por dia, e oLy
7 minutos; se a velocidade de um &
de 8 metros por segundo, se a de 0U
8 metros etc, os numeros 307, 10%%

&
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130 bastarzo para determinar as grandezas corres-
Pondenteg,

Uada um d’slles apresenta duas grandezas homo-
Beneas e jguaes, mas cujo modo de existencia tem
98ar em sentidos directamente oppostos, que nao
¥em designados nos numeros que as representam.

\a passagem do concreto para O abstracto €, 1101%,
Wdispensavel que se attenda a esse duplo aspecto,
U8 muitas grandezas podem apresentar.

,0 simples valor numerico ndo basta 4 sua deter-
Tnacdo, 6 necessario que se Ihe ajunte algum.a
Fﬂl-lsa‘ que corresponda na linguagem ordinaxjm‘ as
Weas que exprimimos com as palavras : 4 direita,
i 8squerda, antes, depois. acima, abalxo, além,
Aquem, etc, )

A linguagem algebrica seria svidentemente defei-
fosa 56 nao possuisse symbolos ou caracteres quaes-
qUer equivalentes a essas palavras. ;

fstes cavacteres, attendendo @ natureza dessa lin-
8Uagem, deyvem ser ao mesmo tempo 08 mais simples
€ 08 majs geraes e, portanto, independentes da natu-
™23 concreta das grandezas consideradas. _

B pelos signags - ¢ — que 3 Algebr: satisfaz
Ompletamente a essas condigoes. "
.Qua“dﬂ- duas grandezas da mesma ' especie. tem
Situacoes directamente oppostas, exprime-se esta CIr=
“Wnstancia affectando uma dellas 49 signal - © &
futra do signal —, e affectam-se ambas do sigm‘_l )
*Wambas do signal —, quando tem 2 mesma situa-
Glo.
iliA- Maneira de exprimir assim pela o.pposlqﬁf?d L
entidade dus signaes + ¢ — 2 opposigao ou 16en-
dade no sentido das grandezas, nio 6 como parece,

———




—_ 236 —

um simples principio de convengio; a0 CONEE
esta circumstancia se revela expontaneamll nt(*
passagem do concreto para o abstracto. = . o

Sempre que uma grandeza muda de 5_931-31;;’.
expressdo de seu valor muda ds signal e raclp
mente. (1) o

Tal é a nogdo clara que devemos, 10 ﬁ“mln%‘?
thematico, fazer das quantidade negativas: =
estabelecido este ponto importante, devem %,
nidas como absurdas e inuteis, todas as Pwt&;: :
demonstragtes, com que uma obscura fﬂef_aPa;
procurou esclarecer um facto, cuja explicad®®
simples. .

Assim apreciadas, as quantidades negaﬁ;‘"-“?-’ s,
ser sujeitas no dominio algebrico 4s mesme® .
formagoes que as quantidades positivas, €057
cando Sempre uma operacao que fica Sﬂbwn

Semelhante consideragao permitte 3PIO™
segundo modo de formacao do primeird =
ahi sommadas 4 base quantidades negativas
nao destrée a distincedo fundamental 4% o
entre elles, pois, no primeiro caso 0 valor G
Cresce sempre com os valores da Van’f‘_‘fe_l X
dente, emquanto que no segundo dimint®
mais, no segundo caso, existe o facto o
annullar-se a formagao quando a variave
um valor igual a0 da hase. S

Esta correspondencia entre a mudan¢d =
10 dominio concreto o a variagao de Si8
nio abstracto tap simples de mostrar B0

(1) Benjamim Constant,—Theoria das quantidades
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?;‘IPI({S, apresenta serias difficuldades nos casos mais
;:PhFadOB, onde £6 uma legitima inducgdio péde
3DUr a sua realisacao.

_ailggﬂ';ifh‘-remos o segundo conjugado de formagoes

a
y=—ax, y— ==t
Aj § . A :
eSt;nda aqui a differenca entre os dois modos mani-
-8e -

Tes g Pelo- crescimento da formagdo com O0S valo-
da £, % variavel, no primeiro caso, © decresclmen;o
Casg 'Maci0 com os valores da variavel no segundo
"'ParF 0 caso particular de ser a variavel nulla, a
R formacao torna-se nulla, emquanto ia se-
In;:lt: torna-ge infinita; e no caso (_ie @ mﬁ'r:si;a;
Infint grande o valor da fracgao no primeiro dc 0
U mente grande, emquanto que no segundo

€ Infinitamente pequeno. 5
dﬁA Puistencia das quantidades negativas originadas

. *°8undo elemento do primeiro conjugado, deter-
 perny, Ste segundo conjugado uma reacgdo. que
b ?m“.:te aproximar o segundo modo de formacao do
2 oo, uma vez que se generalise aos expoentes

Clenteg

1

- - s 8=
A formacao 2 gors assim -equivalente & aX €
x

t B
2 ?‘d" que mais adiante faremos, de modo que ﬁ(iia is-
m Substitnida por um producto tondo um dos 1ac

tcto de um expoente negativo. :

oy ; :a inspirada por

:R. mOdiﬁCa(ﬁO de signal que apresentam 08 coeffi~



=08

habitos arithmeticos, em aceitar esta genera
6 necessario consideral-a perfeitamente 1egit™
gebricamente, pois que sob uma tal forma a5 &
soes muitas vezes facilitam e simplificam 8%
formagoes, onde a consideracio de valor §
trazer a desvantagem de despertar escru'l?‘ul"_:;!s i
factos perfeitamente normaes no dominio proP*
calculo das relacges. '

A substituicio da expressdo frac
producto em que um dos factores é
pela expressdo ‘que constitue 0 denominador
a um expoente negativo, e a de um radical P
cagdo do expoente fraccionario € devidaa Yoo

¢ Esta consideracao de Wallis, diz Cond0re
a primeira vista ndop parece ser mais 40 q
maneira differente de escrever estas quat

tem sido uma das principaes causas dos &7 i
gressos da analyse moderna, e, p6de-5¢ 3
em geral, que as descobertas que Paw?'ex
a face desta parte das sciencias, quagh
cousistiram em imaginar nogoes novas
quaes se podem exprimir, de U mo
suseeptivel de ser submettido 20 calculor.
muito extensa de quantidades, que_aniiqﬂ
ser expressas por formulas muito com
Considerando finalmente o ultimo &

cionarid pob o
represe gy

a - L
macdes algebricas y:% y::_ﬁ _ﬂ&-..
ainda permanece a possibilidade de !
outro os dois modos de relagdes: **
exprimir a extraceio de raiz pela 2%
cionaria do expoente. Teremo0s &
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-N ®te grupo um e outro modo de formagao deter-
A parg 5 funccao wm crescimento para valores
mscant@-‘i da variavel, mas a distincgdo dos dois
'Riggf; torna- se logicamente evidente quando s lco'n:
. 48 potencias pares e que se suppoe & varia
i valor negativo. Supponhamos a par € T——"0

a a
Y= e ) Y= V —e

& Primoriy formacgo terd um valor real repre-
. Sé;t;d° p'ela'_ POtcnéia a de e emquanto Qqueé '3:

Pos .ﬂda Indica uma equa{;ﬁ? numericamente im

¥l pois nao ha possibilidade de obter-se com
o Umero par e factores affectos do mesmo signal
— Productg negativo. |
‘?n?:ta mpossibilidade numerica da qperagﬁo indi-
: Pela segunda formacio levou a dar-se 0 nome
; a?_[].l'essﬁﬂ imaginaria 4 toda expressio que aa,
oy pase, ‘_leSi{:‘a‘llan‘io esta que, COﬂlf) yeramaos, nao
Pm algebmcamente considerada, muita razio de ger,
-tl'ans,;’T um tal dominio tc'rn—;-;u' sempre g;qﬁ;iz;
tangg mar, ¢ as expressoes imaginarias SUjEIt 15
gy Qanto ds expressoes reaes ds transformag

Chricas
 Substitnida o annotacao do radical pela annotagio

1117_ 1 i 3 tre
o tlente o expoente fraccionario, provém €%

o i lor. de ficar
Perfoit, antagem logica de grande va

mente patente o contraste das duas operagoes

. i ) iz, refe-
tingg.. S20 & potencia e extrac¢ao de raiz, I
do-gq

"h"lsa 1ma & multiplicagao das expoentes &2 outra;;l
A pot, © dos mesmos expoentes, Assim pard elevar 3
; > & ar

Xty 2 7, temos que multiplicar m por %, ep

- “Wraraiz 4 do g, temos que dividir mpor .

T
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Esta generalisacdo da nogao de expoente m o
no estudo da natureza das funccoes algebric®
ples, foi naturalmente o facto que inspirot 8
rito humano a conceber o expoente com? e
ser representado por uma variavel suscept¥e
lores quaesquer e crear assim a formagdd ==
dente da exponencial.

Limitando-nos a esta apreciagdo das f"rma??
ples algebricas, nés deixaremos a apreciagd® "=
magdes transcendentes para quando o_lﬂlt?ﬁa.n
estar habilitado a receber as consideragoes 5
exige, o que opportunamente o faremos:

Nao  terminaremos esta introducga0 €0
geira nogdo sobre a homogeneidade €™
tica, nocao que s6 se poderd dar CO%
desenvolvimento depois de estudos 9 Ptﬂ
trar a ligagio entre uma equagdo © © L
trico ou mecanico que ella traduz. sl

Quando se pretende estudar mathe??
um facto qualquer a primeira cousa {2
minar com precisao a lei que existe entel

tos que o constituem, isto é, a relagao que
send®
r

pela observagao e experiencia C
lisadas, o problema fica redusido 2 vé
reduzir a simples relagdes entre nugies
lagdes que a lei nos indica existif LA
concretos. Esta phase constitue 2 P
creto para o abstracto.

Assim, por exemplo, a lei, conhec'®
Vagao e’ pela experiencia, da ‘1“"‘15',__.



0 Y

na superfice da terra nos mostra que hd uma relagao
constante entre o espagco e o tempo decorrido em
percorrel -0 ; esta relacdo estabelecida entre os nume-
103 que representam a relacdo entre o espago e a uni-
dade de espago, e o tempo e a unidade de tempo,
constitue a equagiio do movimento do corpo que cahe.
Este facto nos deixa claramente vér que a relagdo
algebrica que resulta da traducgdo analytica do
phenomeno estd subordindada a unidade escolhida
para avaliar os elementos que constituem os termos
da relacgo, mas tambem nés vemos que esta subor-
dinagio em nada pode alterar o modo de relagao, e
sim a grandesa dos elementos avaliados. Assim, no
exemplo citado a unidade de espago pode ser maior
ou menor : 0 metro, ou a legua etc a unidade de tempo
tambem pode serjmaior ou menor: ominuto ou o
segundo etc o que s6 pode modificar o valor numerico
do espago e do tempo, continuando o mesmo sempre
0 modo de relagfio- .

0 mesmo se daria se nés considerassemos relacoes
entre elementos da mesma naturesa.

Assim, pois, a lei da homogeneidade em mathe-
matica consiste em que a axactiddo de toda relac@o
concreta, quer geometrica quer mecanica, sendo
necessariamente imdependente da grandesa da uni-
dade ou unidades introdusidas para avaliagio nume-
rica, a equacdo correspondente deve conservar-se
inalteravel quando fizermos experimentar a cada uma
das quantidades elementares a variagdo resultante
da mudanca de unidade e que consiste em multi-
plical-as todas por um mesmo factor arbitrario.

« Quando podemos obter as leis de um phenomeno
sem fazer nenhuma hypothese sobre a grandeza dos
dados, as equagdes a que se chega convém a toda

Elementos de Algebra—16

e
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série do phenomenos analogos e especialment®
les que sem sahir das condigoes suppostas, ™
envolverem similarmente. [stas equag0®s de
pois, permittir uma variagio similar qualquet’
causas e dos effeitos entre os quaes ellas estﬂbﬂ_ e
relacoes. E

E’ neste facto que se origina a lei da hot
neidade. -3

Por exemplo : toda propriedade de umé
geometrica difinida convém evidentemente & =
as figuras semelhantes; ora, a semelhﬂnqa.‘em?

ropor®

metria exige a igualdade dos angulose? ; ‘111?-
n hd d 1 d 0 '.5"::-
alidade das linhas, e portanto toda equagd qﬂal

duzir uma propriedade geral dec uma figura

deverd, necessariamente, ser tal que a8 1":_'.}-1_
ella contiver possam variar propoi'cionalmt_‘-.nt@-}
que por isso deixe de ser satisfeita. s
Este modo de conceber a lei da homo&
tem a vantagem nem s6 de indicar @ sus Vo
origem. para as equacoes compostas dos tr .
meiros pares de funccoes simples, com?
deixa conceber que as funcgoes rancenden®
estar sugeitas a uma lei, ainda desco_i_l.hf
derivaria do mesmo principio, @ PO
mudar similarmente um phenomeno quss
alterar as leis. » (1)
Nés nio nos estenderemos mais .SOb_fe-
sumpto, alids de grande imporfancia, P&
sua clara comprehensao s6 pode ser obl
emplos de equagdes de geometria @ e
¢ inoportuno para uma simples i]:ltrodl:tﬁ!i_’!a
meiros elementos de algebra.

AR

S

(1) Mary.—Hist. des mathem. vol. I T3S
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: fl?a'es 850 as consideracoes que devem prepararo
“SPirito dog que comecio o estudo da mathematica,
4Poder injcial. consciente do que lhe deve ser util,
4 9 que convem nao procurar aprender.

.98 Yivemos nao para sermos mathematicos e sa-
'8 mas para sermos bons e uteis a nos e todos
3‘111{;1103 COm quem CONVIVEMOS. Acima da ma‘the-
H8tca ha gutras sciencias cujos dominios :-nnda.
::mflt“ dpresentao que explorar aos bons esgintos e
Wa utilidade social 6 certamente o attractivo qué
145 n0s deve impellir a estudal-as.







COORDENACAO ESPECIAL

------- A P T TP e T

Capitulo I

Calculo determinado do primeiro gréo

Toda questio mathematica completa se compde
B: t:.;s‘ Partes perfeitamente distinctas: o facto a que
®quacy em vista applicar o calculo, parte concreta, &
liaggy 0 © sua resolucdo, parte algebrica, e a avas
Const: final  das formacoes, parte arithmetica,

*Uttindo estas quas ultimas a parte abstraf:ta.

in;.? ez das relagoes que guardam entre St 33
incug$tes elementos do problema e 0 numero de
Congp s que se procura determinar, tem cfc_ug.m
""llte;i uencia as equacoes de diversos grdus e a difie-

8 for tumeros de incognitas. O pequeno numc;ro
tic d:)n Ac0es de que dispomos para traduc_gﬁo anady-
-Comyg ; fgctog, ndo s6 tornam de grande difficuldade,
Crety nuitas vezes impossivel, a passagem do.con-
‘-‘CIuacgara 0 abstracto ; ainda mais, estabelecxd?. a
I:tl*int'go OU equacges, isto 6, tradumd.as. analytica-
torua_sas. _"elaf;‘ﬁ.es do problema, na maioria (?OS ;:.ae:.ss
dag fo:»e 'Mpossivel a passagem dq _estado imp 1(13{ 0
em Magdes para o estado explicito em que elias

Ser avaliadas. e
ﬁioadf:cms cuja traducgdio analytica é Possxvel %m;
cﬁmports elementos de que dispomos, e cujas equagoe
el 4M uma solugio geral pelas transformagoes

'€as. Nesta ordem de factos estdo as equa-
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dois casos distinctos: aquelle em que se proct
terminar apenas nma incognita, e aquelle em 4%
se procura determipar mais de uma incognitd
primeiro caso basta que a traduccao algebr
relages entre a incognita e as quantidades
cidas dé lugar 4 uma s6 equagdo que serd necos
e sufficiente para determinar completamente €
cognita ; no segundo caso, que é 0 caso comp!®

necessario no minimo um numero do 8quACOEE

?“1“9 completamente deteeminada. No caso
incognitas podem dar-se os dois ¢asos: 1!
goes que existem entre cllas e as quanﬁd g
cidas dao lugar a um numero de equagoes
numero de incognitas, tradusindo cada eq"
modo distincto de relacdo, e o problema serd
nado ; ou 0 numero de relacoes distinctas 1S
6 inferior a0 numero de incognitas, € © P
serd indeterminado. Consideremos em P"ip:,le'l'-
0 caso mais simples, isto &, 0 das eq'
1° grdu 4 uma s6 incognita. A l't‘-s“l-u(-‘j'
equacoes tem por base dois prinCiPi"s de;
seguinte axioma geral: Uma igualdade
desde que a modificagio a que for sujeitds [Z2
commum uos seus dois membros. [

Este principio nao 6 mais qU
ao dominio mathematico da SBUETL Lo )
terceiro grupo da philosophia prifiiams
mechanica esta lei tem uma applicagd®:

a 11_!“3;

ualquer W

(1) Esta lei ¢ a seguinte: Um systema :
e B antos solfre”

tuigao activa ou passiva quando seus elem
simultaneas w.na vez que estas lhes sejao
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.Os typos abstractos dos corpos ahi considerados s&0
*mpre sugeitos a essa verdade universal. Ora, é claro
-‘rl;‘;;ma equacio, que nio é mais que a tradugao das
968 existentes entre os elementos coneretos
.cunmdemdos abstractamente, que, portanto, constitue
:1? Verdadeiro systema de elementos e?minentemente
ractos, guardando entro si determinado modo de
Pendencia, umg equacdo deve necessariamente
:":ngsu subordinada a lei‘fla_ persistencia. O facto 3
Omi-1?0 quer para o dominio c_nncreto, quer param

el 10 abstracto: o que se modifica sempre, quez-'e
fey crlnuﬂ; em outro, 836 as grandezas em St € nao o
“Ste 0.-0 dn flel"?ndencia, que é sempre @ mesrﬁg.
éﬁn-ﬁﬂ Prineipio geral comprehende ‘tm_ins as modifi-
"8 por somma subtracedo e multiplicagao, e seIve
89 c}{:ie a todas as transformacors por_qxeio ffts ql;;gs
istg g 82 a resolver qualquer et'lllzlgqn.do - gtad;
nxD’lié’i: Passar do seu estado implicito a0 €9 &
Mind, P E(l"“’al_f.‘nte. Dalle dednz-se: I.d 80 2
'igual,1 0u subtrahindo a ambos os membros de ul' '
90 v 2de umg mesma quantilade clla ndo 6 altera;
ellml;h.ip‘ic‘m*lo ou dividendo ambos os.dm;in’t;q?:
%0 gq 'Sualdade por uma mesma quantidade el
altora. .
Piogstétr:tnsfur:n.:tqﬁes. que se deduzem destes Pzn(;;;

.ﬁlemb .In Pot objacto isolar comp}utamente _em. u -
(OB da equagdio a incognita € no outro todas

: fluan-tidades conhecidas.. :

u Pimeira sorte de transformacoes consiste ga
SPosican dos termos, isto 6, a sua mudanca de
Membrg Para outro e a sua reduccao; @ se.gu'nc?a,
Yada immedintamente do segundo principio,
0 g anterigp do prilneil'o, consiste no de.sappape.
g "0 ou eliminagio dos factores e divisores ou

dey
;n'ﬁm
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denominadores communs. Um exemplo vai .ni)'i!'_l;_'_;
bem patente o papel de cada uma destas U885
macoes. Seja a equacdo.

2x TR0
g A ot

Esta equagio como vemos apresenta todas &
tes de ligagdes de que tratamos, isto & a int%
acha-se ligada 4s quantidades conhecidas PO° =
as quatro operacoes. Se fizermos desaparecer
meiro membro desta equacdo o termo 2 i
que esse membro ficard augmentado dest 15
dade que lhe devia ser diminuida ; @ igualdad™
tanto, ficard alterada se nao houver um 88 L
1identico no outro membro, isto &, 5@ “Eolffﬂﬂ :
mos a esse membro uma quantidade igua% e
esta transformagio a equacdo dada 6, € * = i
laxioma estabelecido substituida, pela S% = 3
ente.

X X 9
37tz

Se flzermos desapparecer do segundo 2
equagao o termo ~ este membro ficard di
quantidade, pois que ella lhe devia ser
e a igualdade s6 nao serd alterada s®
diminuigdo identica mo primeiro mﬁﬂ?b
portanto em virtude da nova _transforma‘lfm

2x x_ 9,5 2
=t P

Comparando as equacoes (2] © (1) Jog%
a unica differenca que as transformag’
na equacdo dada foi o termo -+ que



8uudo me
€qnacso (2]'1:11:]"0 1._001‘0_ o signal mais (-] € acha-se na
..._.]; e temmpzlmen'o membro com o signal menos
MEiro meml, que na equagao (1) estava no pri-
equagg 2) nm com o signal menos, acha-se na
8 t"ansfosmieg-undo membro com 0 signal mais.
WA o fry 9‘03.3’" pois, consistiram 1 mil-
Bara oyt ¢ nsposigio de termos de um membro
1mmediatam:°caﬂd0-se-ihe 0 signal, o que permitte
%90, sem alte:te..a sua reducgdo, 6 portanto a SUPres:
® Signacs oq 940 _da igualdade, dos termos iguaes &
Incognit UERHIDS.
S qUanFi & ; se acha agora immediatamente ligada
' Sebargga] o 03 conhecidas pela divisio. Para de-
Barecer o5 g esta ligagao 6 necessario fazer desap-
488 isto rﬂgmmadores 3,4e2.
frmog g, ee Iese e primeiro lugar todos 08
Operacgy queq'“a@'fm a um denominador commurm,
Betica, nao é foita do mesmo modo que em arith-
moﬂiﬁcagﬁo alterando-se a igualdade visto ser @
Re uZIndocomz_num a todos os seus termos.
0 mesmg de'npm.ta“tf’, na equagdo todos 08 termos
ominador temos :

16x G6x 108 48
2 21— o A

Em v;
Vir
tude do segundo principio 4

% pod
em o
:tnhos 08 mof rﬁultlphcﬁr, sem alterar
€quacag :«m ros desta eguagao POt 24 e ter

o igualdado,
emos

. Equacg, 16 x—6 x=108448 {3
Meogy it ce-‘ita equivalente a equagd
4 sortg L‘l’;ﬂl_as quantidades conhe
C3es foitag igacdo a multiplicacgao:

para passar da equagio

o (1), tendo 2
cidas apenas
As transfor-

g
(2) para a

ue estabelece-
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equacdo (3] constituem o desaPPamf’”mﬁn‘;:ra
minagao dos denominadores. Para desen:ie pro
a Incognita do sen multiplicmlm"ten?lf’g 'deéﬁl.‘;’i-
4 uma operagao previa, (ue consiste em o qﬁ
primeiro membro em dnis £ retores, umdﬂ' quﬂlfﬁ
a incognita e o ontro formado aponas i
des conhecidas; consiste nisto a OP-”’r_a_g.' I
denomina de por g incognila em evidenci : 5
esta que se tem da praticar sempre que a'oq
entra em mais de um termo, como uodcfl: o
siderainos, e que nao tem lugar quan {:le&a_
entra apenas em um termo, como ez orabro/8]
duzissemos os dois termos do primeiro mex g
unico termo 10 x, o b

Pondo a incognita am evidencia nopr
bro temos :

=

(16—6) x=108-|-48 F

Rt 2
Em virtnde do segundo principio g—-;m__
alterar a igualdade, dividir ambos oo taedal
equacao pelo factor 16—6, o que feito (EFEE

108448
~ 156 ite 0
3 - eniey
€quacio final que nos dé "“mefha_?:: quant®
« de formacso da incognita por mele G &
conheeidas, sogund
7 I 5 i Se5 W
Realisadas as oparacoes indicadas 00 Se8T
bro, temos -
: modificar®
Se as transformacges feitas nao moiﬁbrﬂ o
de x, g 1gualdade entre os dois me ama
sistir ¢ a €quacdo deve se tornar :lm substt
OU uma igualdade evidente, quan odo-' BLL
®quagio (I) x pelo seu valor achado-

L
N
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- Substituingo temos :
B 8,4—8.,4.
| .-'; A I:esol‘"-'@ﬁﬂ de uma equacdo do primeiro grdo a
Dting:._Shita apresenta, pois, em geral, tres phases
r..':fq:i.mclpaes: _caractnris:ada cada nma por I.:UI]B- trans
. $30 especial, quo substitue a equaco dada por
y :f-ﬂnfra equivalente. '
, Primeira phase, que consiste em nma transpo-

. LL:'-.".O' t_le termos o reduccio dos termos ﬁemelhan.tes,
J‘mbstit‘m a equacio d‘ada por uma outra equiva-
ae' ndo em wm dos membros todos os termos
nhe:[;i fs incognita e no outro todos os termos co:
Cimar,.* * Segunda, que consiste em 0 desappare
f * 0u eliminacdo dos denominadores € dos fa- -
ﬁ ft:gm,m“"S,—snbsfitne a segunda Bqlla":fp‘i‘ﬁs;
_,‘11 'i%}bs_f’elm t"rl‘li‘v'a‘ic-,nte; tendo todo 08 'éeut’;5 aJisuIa.
_';'a"%ﬂiﬁplet;mz terc?lr_ﬂ, finalmente, em ?ue g
£ o nte a incognita em um A0S

11: .termﬂs conhecidos no outro, substitue @ telf-
I@kpilcﬁlnaﬁo por uma quarta eq-uivalente, ql:ie; gi
”'-*.rm “Amente o valor da incognita ou 0 MmO 0
.,;@ﬁé:;ﬁau desta por meio das quantidades conhe-

I ftmﬁntn

A oy el riar
A \"Ii-hﬁdem das dunas primeiras phases P‘_’dc‘ vie‘io
L @ forma sob a qual nos é dada a equastes

%ﬂa&m 4 segunda transformacao convém ser eiié-

B | e . - . 5 10 .
5 Lo a0tes da primeira no segninte exemp:o

31——4___::_{—_@
Iy oy

' em primeivo logar de fazer desapparecer 0%
_-ﬂi__i_bres, 0 que feito teremoOs:
B(Bx—g)—101x1 3}, ou 75x—100=

10x-4-30 (2]

]
. A
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Effectuada a primeira transformagdo teremos:
75x—10x=100-4-30

A terceira transformacdio, que ¢ sempre a ultind,
nos dard :
100430 130
X—=
75—10 65
A resolucdio das equacdes do primeiro grdo a umd
incognita apresenta, em geral, as tres phases qu
acabamos de apreciar; mas casos ha particulars
em que a simplicidade da equag@o-dispensa uma ot
duas dessas transformaces para a sua completa i
solucao.
Assim na equagio :

2x—34=128

bastam duas transformacdes para termos a 6quaci?
final; na equacdo:

19248
basta a primeira transformagdo e finalmente a equ¥
¢do 3x=RB s6 exige a ultima transformagio.

Por meio da segunda transformagdo nés podem®
sempre reduzir uma equagio do primeiro grdo a v’
incognita a ter todos os termos inteiros. Isto fa®
reduzidos todos os termos positivos em que entm *
incognita a um unico, que representaremos P
Ax, todos os termos negativos em que tambem e2t"
incognita a um outro que designaremos por 3"
e representadas respectivamente por B e B, a som*
dos termos counhecidos positivos, e dos termos conht”
cidos negativos, nés podemos escrever como fora™”
a mais geral das equacoes do primeiro grio 31"
incognita, a seguinte :

Ax —A;x=B —B, (a)



| | e e

Olvendo sty equaciio teremos :

Az—4,z—B—B,
Resolveudo esta equacdo teremos :

B—B, 5
: EE:_I'! (%) :
|| ?T;nla que embora muito simples o seu empriégo

*ium uso ng caleulo, pela extrema simplici-

pong 108 Apresenta a resolucdo das equacades COrres-
Pondentes.

Wno: dif_fe‘:entes modos de relagio que seﬁpogz
! fur'm " eXistip entre os elementos B, B!. .ii.'res' ,am
N b) Corresponden expressges particu Jda pfm.-
R 2 4Preciacao constitue a discussdo ds oy
\L doj ~ Sesta apreciagio convem sempre disting
b, 8¢ 1° consideracao dos valores tendo em
Somente a equacﬁo..isto 6, o facto puramente
B COHsido:raQﬁo dos valores attendm:it:
S A = 30 facto concreto donde se originou a eq' 2
“Usiderady, D’ahi a distingao para os valores
&s e llt1:e 48 solucdes da equagdo e as do problema.
1t | iras gg tendo de satisfazer a equacao devgn;
Py o ser aceitas por mais originaes que 1;2-
Congge HUmericamente ; as segundas se achamcon-
Crgy amP Bte subordinadas 4 natureza do facto

WX ii;ir S Consideracio que racionalmente podz
: facto in-cert.os Valores no dominio algebrico, @ m:-a-
!‘em : _.J_uﬂtxﬁcave} por muitos aceitos de 3presell

Srg ® Valores uma formula numericamente ab-

a‘l‘laq;:hf;‘ﬁes do problema sio sempre solugi:;ss g:
* ®Mquantg que nem sempre as solug
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equacio sio solucoes do problema. Assim &
solucdo negativa da equagio s6 pode ser sol
problema no caso em que a grandeza conside
susceptivel de uma contagem em sentidos 0]
a solugdo fraccionaria se a grandesa compofs
representacdo fraccionaria; no caso contrari®
tesultados indicam uma verdadeira imposﬁi.
para o problema nas condicoes traduzidas P2
¢do. Na formula (b)) as hypotheses dintin®
se ’podem suppor entre 0s seus elementos %
guintes :

B,>B sendo A>41
B.>B » A <A
Bi>B » A=Al S
B;—B » A>A I
B=B » A=A

Na primeira hypothese o valor de /55
positivo; na segunda real e negativo; £
serd igual a—:-, sendo a uma Q“anﬁd_:'
quarta serd nullo, e finalmente na quint®
tard a forma singular . Vejamos g o
que devemos, no dominio Pummentﬁ &
algebra, considerar a expressao "E’ * ol

Para ter uma nogao racional sobré 0 ®
pretar este valor singular, é necessart
a Jei de dependencia que liga ©
ente. KEsta lei, sabemos pela amit
guinte : O dividendo sendo constan'
varia na rasio inversa do diviso% 1st0
maior quanto menor for o diviso% ©
quanto maior for o divisor. I_’or'glst’a,‘
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Que

gi"r’ié:]aiddo 0 caso de sar o
by €Cresser indefinidar

em ind,

9 divico se

tend, um vg

4 cop
201, Ceber q

dividenlo constante, se o
nente o quociente crescerd
finidamen te, de modo que apropor¢io que
for aproximando de z:ro 0 quociente ird
or cada vez maior, o que leva o espirito
2 U€ uma voz que o divisor atinja o limitte
? H . - . .
£ duociente serd infinitamente grande. Este
Hictg al S
. a

geb“camente se traduz por ——00
- 0
0
P 3
Pode . s
A ® constitniy,
._._It:to. 830 ag qu
Dositj

pois, uma concepgdo logica que

uma solugdo tao real, tdo legitima
vas o € representao as grandesas normaes
Tang, deternegatlvas. Assim, por en:.empl(.). se procu-
e encont, Minar em um plano a distancia do ponto
i 9 de duas rectas n'elle tragadas a uma ori-
_Gtermimda, acharmos para expressio do valor
Con ';eTa res‘}ltad_o que se tradusisse pelo symbolo
“Coutry, g lsto,lﬂdlcal':i que as duas rectas 3150 se
-'%-‘-'ﬂml e; 1sto €, que sdo parallelas; s?lugnohtﬁo
- Vesga um 40 precisa como a que se obteria se nhou-
- Ponto de intercepegao.

0

. 0 X

elorx—2 g oX x=—0, equacao que se
0

Vere :
~ Cogg fca S¢Ja qual for o valor dado a variavel. Neste

"I—L&Pr’ Pois, o problema que apresentar uma tal
J 1';-?_;_."111‘&'(;‘301110 formula do valor do elemento qu® ig
1-31' erd muitas solugdes e, como 0 anterior, lesda
'q'll.eﬁf'aong“lar pode constituir uma 30'111930 reao de
. _.'%inéidequf’ 8e estuda, como aconteceria, no c:cll?etcr-
- Ding, UCla de duas rectas, se Procurassel' eiras
Congiy 0 seu ponto de intercepeao. Estas U5 a0
B eraqﬁea’ unicas por emquanto OPPBI‘tllIlaﬂ, ser
YA rde completadas de modo a mostrar-se que

B



14

— 256 —

estes valores singulares das formacoes obtldﬂ
uma hypothese numerica particular do val‘_”.‘..
avel, pode muitas vezes mascarar 0 verdadelf"
da formagdo, cuja expressio modificou-sé PSS
haver supprimido um factor commun qu° allo
hypothese particular considerada se tornd e
infinito. - 1@

Nés vemos, portanto, o quanto 6 de rigo* bri
ndo particularisar a nogio das expressoes &8 g
por consideracdes de valor emanadas a2 ;o
arithmeticos, e considerar taes expressoes P’-' "
anormaes que nos possam numericament®
como comportando uma interpretagdo ta0 ¢ it
tando-se 4s mesmas transformacoes & que sg‘-’- g
0s resultados mais normaes.

« Todas as distincgdes, diz Comte, O
numericas que se procurasse algﬂb”icameﬁ:
duzir seriam contrarias ao espirito 40 Gaﬁ p
relagdes, quer para com as constantes: S
com as variaveis. .

Ellas tornar-se-hiam, mesmo sobre u® )
cto, directamente incompativeis com @ at:ﬂos' :
das formulas algebricas, onde o0s '-‘ifﬂu'l":'

normaes podem muitas vezes provit %%
0s mais excepcionaes. _
Remontando até a arithmetica, 0 E oy
para a generalisagdo consiste em _‘f°m ol
meros fraccionarios como 08 interros:
immediatamente estender-se 808 1%
. veis. .03 VB
Nés devemos algebricamente tratal O
gativos, nullos ou infinitos e mes®
do mesmo modo que a outros qU8° l"‘*'-‘
exame final dos motivos de admissd% =

ou !

outs
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Para cop o
“Pplicar 4
lemonty

S resultados do calculo igualmente se
odas as hypotheses numericas sobre os
> (a)

% geral as solugges do problema podem ser em

sia. 0 inferior 4s solucoes da equacgdo, que con-
e : LT .
as ql‘agso alguma nos leva a restringir. Assim se

cuut:antidades PTOch'adas nio sio susceptiveigdde
“ Solg'em1 o Se_ntldos oppostos, ﬁca_m f:xchu. as
impﬁe:l(}ﬁes nf‘-gf_ltlvas da equac_:.ﬁo; si além disto
Yayg) ¢ a condicao de ser inteiro o vanE da va-
ptivei?&l =08 {-‘Il‘andcz_as prpcuradai; nio sio susce-
€Xelyiq & valores fracc:ona.mos, entdo ficam Eambeu:'t
Sery 835 af solucoes fraccionarias da equacio, e 86
Sitiy otugdes do problema os valores inteiros e po-

0s,
ohservaqﬁes deix@o-nos desde j4 apreciar a
&bstra?;etm que mnos resulta de_ ndo isolar o estuc?o
i 0 das relagdes do conjuncto concreto, cuja
Eingslll; 14 nem s serve para esclm.*ece'r 03 fact((l)s
; algehri £, €0mo tambem para rcstr}nglr 0 estudo
Qagog dco Somente dquillo que convém as mecessi-

¢ Lossa existencia moral e pratica.

h}.iloiﬁparecimgnto dos valores singulares para uma
Testyi Ese_PaI‘tlc.ular feita sobrfa o.v.alor d.a varmw:al
Hdade ¢ Immediatamente o principio da malter:fb-x-
0 ® Uma equaggo pela multiplicagio ou divi-

mer?:eus tern?gs por um mesmo factor, a0 Icz;so
Party deo, eXcluindo o caso em que a variavel faz
do .s s factor, como podendo modificar o moldo
Particu?ao’ desda que a variavel recebe um  valor

. 2 que péde mesmo ser igual a zero.

BREtenono 0 varinvolina expressio que cons-

@ ¢
Oute, Synthése Subjetive pag. 217.
Elementos de Algebra—17
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titue o factor por que se multiplica ou dm
equagio considerada, manifesta-se algebrica

em goral pelo accressimo ou diminuigio do B

de solugdes, ou pelo apparecimento das solul}@@'
gulares. <for-
Supponhamos que effectuadas todas as £

macdes nés tenhamos a equagio do primeir 85
Ax=B, d'onde Ax—B=o0.(l) =
Multiplicando a equacdo (1) por x—a tereni0s = y,
(Ax—B)(x—aj=0 (2}
. Todo valor de & que satisfizer a 9‘-1““9_5?“1
15t0 &, que tornar Ax—B igual a z6ro, & o
satisfard tambem a equacdo (2), pois qUe saé!;b
primeiro membro d’esta equagio um P"_odﬁ' 3
dois factores um dos quaes é nullo para ;*o
considerado de z ¢ o outro nio sendo AN
este valor, o producto é nullo. O mesmo: &
N30 acontece se considerarmos as SOMS
€quacdo (2) em relaco a equacdo (1), pois 4%°
de x que satisizer a equagao (2] pels 2%
do factor x—a serg uma solugdo d'ests eq
1030 serd da equacio (1). _ "’.'Ii‘
A equagio (2), pois, que resultou da mul
d'a €quacdo primitiva por uma certa func
mavel apresenta uma solucdo de mais, -golﬂ
CXpressao se obtém igualando a zéro 3 =
tiplicadora e resolvendo a equag@o assi®
relagdo 4 variayel que d'ella faz parte.
_Este facto apresenta como consequen‘?‘;;-
bilidade da suppressdo de solugdes Peh_‘
®quacio por uma funccao da variavel:
xst.o, basta-nos suppor a equagdo (2 w
Primitiva, a qual dividida por X—2 °




- MCreseim, de

ORI

I’

Junaczo (I). Identico raciocinio ao anterior nos mos-
iy

. % QU@ a divisdo, supprimindo o factor x—a sup-

bmin umg solucdo, e que, portanto, a equagio

:'I:I‘mformada apresenta um valor. de menos para a
favel, valor este que ndo a satisfaz.

facf:: Yamos agora considerar o caso em que .-0

ta] POr que se multiplica a equacdo é uma fu_ncqlao

fei;aque 56 annulle para uma hypothese particular

ﬁonqt's obre 0 valor de um ou mais elementos que a
§ . em. Seja a equagdo dada: ax=b (1).

| “Phonhamos uma expressio litteral que se
ilile Para determinados valores das lettras que a

“stituery,

e ‘ﬂtiplicmdo a equacdo (1) poreste factor, temos
Quacyy . MXax—b XM,

s dard para o hypothese numerica considerada:
g o ax—=bXo

lae: , 0 i
Anaga que se péde escrever : x—=—— (2)

Mnullacgo do factor M trouxe, portanto, am

T Satigy: solucaes, pois que a equagdo (2)dp6(ie
n ®ita por uma infinidade de v'alores e z,
Val?;?anto ,Ju€ a equacdo (1) s6 se venﬁga (fia‘;zﬁoo
teriamos T Considerando agora o caso a. sao,
sde.que o factor M se annullasse :

reagxxz% 0u o Xx—oo; (3) donde x=—3-
a‘ccretsa 905 que nos indicam ainda l:'t’este_ caso uu;
a iclm(? de solugpes, pois que (8) é satisfeita tpartl
e‘luaqgoﬁmdade de valores da variavel emquanto ¢
To (1) 86 tem uma solugdo. Lt
U] ? 4% vezes, pois, que houver neclBSS..l z; e de
1o SP 2% ou dividir uma equagao por um factor que
% Dumericamente determinado, 6 necessario

= 3

.
e, G SRS, .
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no decorrer do calculo, ndo fazer hypothese algums
particular que possa determinar a annullacio d’esse
factor.

Assim caracterisada a resolucdio das equacoes do
primeiro griu 4 uma incognita, nés passamos 3
considerar o caso complexo em que se apresentam
muitas incognitas e igual numero de equagdes.

Segundo a regra de Descartes, a marcha que ¢
nosso espirito deve seguir diante de um caso com-
plexo, é decompol-o em casos simples e uma ve?
estes estudados directamente, reduzir a solucgo do
caso composto a um maior ou menor numero de caso*
simples j& estudados.

E' esta a marcha que sempre seguio o espiritl
humano em suas indagacdes; e o merito e a Vel
dade da lei de Descartes esti em que ella foi d&-
dusida de um estudo profundamente philosophico ¢
nossas concepcdes. Em mecanica, por exemplo,
estudo de um movimonto qualquer é baseado 10
estudo do movimento uniformemente variado e est®
por sua vez no estudo do movimento uniforme, tyP’
fundamental, mais simples, da dynamica.

Quando no calculo do primeiro grio se apresen®
um certo numero de equagdes a igual numero @
incognitas; e que estas equacdes sio satisfeitas pa™
0s mesmos valores das variaveis, o conjuncto de g%
coes denomina-se de systema de equagies. '

O problema geral, do calculo determinado do l:
grio péde ser, pois, formulado do seguinte mod’
dado um systema de um numero qualquer de efl“"
¢des do 1°. grdo a um numero igual de incogni®™
determinar as expressdes dos valores d'estas em fi2
clo dos coefficientes constantes que constitue® 4
equacdes dadas, as quaes substituidas em luger
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variaveis correspondentes nas equagdes do systema
as satisfacdo.

Estabelecido assim o problema, o elemento mais
simples e fundamental em que o podemos logica-
mente decompor é a equagdo do primeiro a uma s6
incognita.

Feito o estudo deste caso simples, passa-se a
decompor 0 caso complexo em outros elementos me-
nos complicados, e nesta segunda decomposicio o
aspecto mais simples é representado pelo systema de
duas equacdes a duas incognitas, depois tres equa-
(Oes a tres incognitas, etc.

A reducdo, pois, do caso mais complexo, represen-
tado pelo problema geral, ao caso mais simples
constituido pela equagdio a uma s6 incognita, é feita
gradualmente, reduzindo primeiro o caso binario,
isto 6, de duas equagdes a duas incognitas ao caso
fundamental, depois o caso ternario ao caso binario
¢ deste ao caso fundamental, depois o caso quater-
lario ao ternario, este ao binario e este ao caso
fusdamental, finalmente a reduccdo do caso o mais
geral a0 caso fundamental é feita por meio da reduc-
0 successiva a todos os casos intermediarios.

sta reduceao gradual de um systema qualquer
%0 caso fundamental constitue o fim capital da eli-
Mnagio. Eliminar, portauto, como resolver, é trans-
Utmar, O facto logico que separa e distingue uma
4 outra estas duas operacies é o seguinte: a
*®8olugdo de um systema s6 6 relativa ao systema
Ul ¢ consiste em substituir este systema por um
:"t’? em que os valores das incognitas se achem
“plicitamente representados, emquanto que a eli-
"iaghy eonstitue toda a phase de transformagdes
¥9% que s passa do systema primitivo a este systema
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final em que cada incognita se acha isolada, embora
implicitamente em uma equacdo, A resolugdio de um
systema comega quando termina a phase eliminativa.
Ella péde ser considerada de um modo logico e geral
como comprehendendo duas phases, uma elimina-
tiva em que se reduz o systema considerado a um
outro equivalente constituido de um certo numero de
casos fundamentaes de uma equagio a uma incognita,
igual a0 numero de equagdes primitivas; outra reso-
lutiva que substitue este ultimo systema por um
outro em que o valor de cada incognita acha-se ex-
plicitamente representado.

Estas consideragdes feitas, vejamos como reduzir
0 caso mais simples dos casos complexos, isto &, 0
systema de duas equagdes a duas incognitas, ao caso
fundamental, e estudemos para este caso as formulas
dos valores finaes das incognitas.

Sejam as equacoes:

ax--by—c, a'x-}-b'y=c' (1)

A questdo estd em passar destas equacdes a duas
outras equivalentes, tendo uma dellas a incognita 2
somente e a outra a incoguita y.

Ora, 0 modo mais expontaneo, mais natural, pars
chegar a este resultado é vér se é possivel, sem al-
teracdo das relagdes, fazer desapparecer da segunds
equagdo a incognita y, por exemplo, determinar
pela equagio que resultar o valor de =z, e substi-
tuil-o na primeira equacdo, que ficard assim com
uma s6 incognita e permittird determinar o valor
desta.

Este processo levando a considerar na segunds
equagdo @ como constante, para tirar o valor dey
tem a vantagem logica de tornar relativa a nogi
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de variavel em algebra, onde, como vemos, taes
elementos podem receber o caracter de constantes
quando exigem as condi¢des das transformagdes.

Na diversidade do artificio empregado para sub-
stituir o systema binario (1) por um outro binario
em que cada incognita se ache em sua equagdo,
consiste a.differenga entre os processos de elimi-
nacao.

0 que deixdmos esbogado denomina-se de processo
por substituicdo.,

Elle consiste em tirar de uma das equacdes da-
das o valor de uma das incognitas, considerando a
outra constante, e substituir este valor na segunda
équacdo,

Resulta uma nova equaciio com uma s6 incognita
ficando o systema primitivo substituido por um ou-
fro composto de uma equagdio a duas incognitas,
que serd uma das equagdes dadas, e uma outra a
uma 86 incognita, que resultou da substituicio effe-
ctuada.

Obtido este systema, comega uma phase retro-
goda, que consiste em resolver a equagio a uma
incognita, e o valor obtido substituir na primeira
equagdo, que ficard assim s6 contendo a outra in-
cognita ¢ nos permittird obter o seu valor.

N'esta phase a parte eliminativa acha-se englo-
bada 4 parte resolutiva, pois que para obter a se-
gunda incognita‘foi necessario tirar o valor da pri-
Meira na ultima equacfio a uma incognita, e sub-
stitnil.o na outra equagdo do systema de modo a
eliminar esta incognita.

A separacdo entre o papel da eliminacio e da
Tesolugdo se nos apresenta patente applicando di-
fectamente o0 processo para obter as duas equacdes
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a uma incognita do segundo systema derivado do
primeiro.

Para isto tira-se de uma das equagdes o valor de
Y, ¢ substitue-se na outra equagdo; resulta assim
‘uma equacdo em z, tira-se depois o valor de z de
uma das equacdes dadas e substitue-se na outra,
resulta uma equacio em y.

O systema dado fica, pois, substituido por um ou-
tro equivalente do mesmo numero de equagdes e in-
cognitas, mas differindo em que cada incognita
acha-se isolada em uma equag@io. Chegado a este
systema estd tcrminada a phase eliminativa, e co-
mega a phase resolutiva, a qual consiste em trans-
formar o systema considerado, resolvendo as equagdes
a uma incognita de que elle compde-se, em um ou-
tro em que estas equagdes se achem no estado expli-
cito. Este ultimo systema representa o estado expli-
cito do systema primitivo, e, entdo, nés podemos
considerar, sob um ponto de vista geral, de modo a
dar uma unidade logica ao calculo do 1° grdo, a re-
solugdo de um systema de dnas equacoes a duas in-
cognitas, isto é, a passagem do estado implicito a0
estado explicito correspondente, como composta de
duas phases : uma algebrica comprehendendo o con-
juncto de transformagdes que empregamos para pas-
sar do systema primitivo a um outro equivalente do
mesmo numero de equacdes e incognitas e no qual
os valores das incognitas se achdio explicitos; outra
arithmetica consistindo na avaliagdo numerica das
formulas que representdo estes valores. A phase al-
gebrica, como dissemos, pode ser considerada como
constituida por dnas sortes de transformagges : umas
tendo em vista passar do systema dado a um outrode
igual numero de equagdes a uma incognita, consti-
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tuem a phase eliminativa ; outras que partindo deste
ultimo systema obtido levao ao systema final, resol-
vendo as equacdes que 0 compde—¢ a phase de reso-
lugao propriamente dicta.

Dos dous modos de eflectnar a eliminacdio o
primeiro é preferivel. Embora este segundo modo nos
deixe melhor perceber a distincgdo entre eliminar e
resolver, a sua pratica exige um maior numero de
resolucdes parciaes do que o primeiro, o qual alem
de ser de mais facil execucd3o apresenta a valiosa
vantagem de unificar o conjuncto dos processos
d¢ eliminagdo tornando a phase retrogada, que deixa-
mos apreciada, commun a todos elles e constituida
simplesmente pelo processo por substituicdo, cujo
principio fundamental predomina em todos os outros.
I este 0 modo que preferiremos.

Por estas consideracdes sobre a marcha do artificio
que constitue o processo por substituigdo, nés vemos
que elle hasea-se no seguinte principio : Dadas duas
“quacdes a duas incognitas, qualquer destas equagdes
Pode ser substituida, sem alteracio do systema, por
ma outra a uma incognita obtida tirando-se de
ma d'ellas o valor de nma das variaveis e substitu-
;:tdﬂ este valor na segunda equacdo. Para mostrar

0 supponhamos o systema dado representado de um
Hmdo geral por,

.. Pl y=o F,x,y)=0 (1)

Considerando na primeira equagdo y cOmo cOns-
\'a?;i edr%;lvendma em relagdo a z nés obteremos um
a']uaqaga orma x=f(y), que substituido na segunda
ue g 10s dardi uma nova equagdo em y sémente,
ﬁCaraos }'epresenlfatrfos por F, ()=o0. O systema (1)

4ssim substituido pelo systema:

x=f(y), F,(y)=0- (2
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A legitimidade do principio estd em mostrar que
o systema (2) é equivalente ao systema (1), istoé,
que as solucdes do primeiro devem satisfazer a0
segundo e reciprocamente,

Sejam ae bos valores do z e y que satisfazem 0
systema (1). Vejamos se o segundo systema é satis-
feito por estes mesmos valores. Quanto a primeira
equacio do systema (2) ndo ha duvida que ella deve
necessariamente ser satisfeita por estes valores pois
que a primeira equacdo (1) o 6, e estas duas equagdes
s6 differem em estar uma no estado implicito e 3
outra no estado explicito em relagio a x; a questdo
estd, pois, reduzida a saber se a segunda das equa-
qoes (2) é satisfeita para os valores considerados. Esta
equacdo resultou da segunda equacio (1) n'ella subs-
titnindo-se z por seu valor f(y); ora, se neste valor
se substitue y por b nés devemos ter x—a, por con-
seguinte o resultado que se obtiver substituindo em
F, (x, y)=o0, x por a e y por b deve ser 0 mesmo que
o que deve dar a substituicio destes valores em
F; (y)=o0, e como no primeiro caso o primeiro mem-
bro é nullo, poisque a e b sdo raizes da equacdo, no
segundo tambem deve ser e a equacio Fs [y)=o serd
satisfeita, Para a reciproca o raciocinio é identico.

Justificado assim o processo passemos a sua appli-
cacao.

Consideremos as equacoes :

ax+by—e, a'x-b'y=¢' (1)

Tirando da primeira o valor de x e substituindo 13
segunda, nés teremos como resultado uma equagd®
em y, e o systema dado, feitas as reducgdes, conve”
nientes serd substituido pelo systema equivalente:

ax-+by=c, (ab’—ba')y=ac'—ca’ [3)
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Comeca ent3o a marcha retrograda: resolve-se a
Segunda equagio (2) e substitue-se o valor de y na
Primeira, que nos dard o valor de x. O systema final

due representa o estado explicito do systema pri-
Mitivo sera pois :

x_cb'—bc' __ac'—ca’ 3)
—ab'—ba"’ Y ab'—ba' (

Estas formulas do valor das variaveis em funcedo
dos coefficientes a, b, a', b’, ¢, ¢', das equacdes dadas

O que algebricamente se donomina de raizes da
*quacdo. Comparando o systema (1) com o systema (2)
108 vem g que ambos tém 0 mesmo nUMEro de equa-
$0es ¢ de incognitas, apresentando. porém, estas
UMma notavyel differenca quanto a sua disposi¢ao nas
€Quagpes
2 quUanto no systema primitivo as duas incog_nitas
PParecem nas duas equagdes, no systema derivado

% Primeira equacao contem as duas incognitas e a
€unda uma 4.

OsA denominacao de eliminacdo, pois, considerando
8 JStema em sj nio 6 bem cabida. pois que, todos os

-

:!miil:as transformados apresentam 0 mesmo m}m'el:
'tiﬁcad;gmtﬂsi mas semelhante. denominacdo € jus
Cong; quando se deixa de considerar o systema para
4 erar ag equacdes separadamente, pOIS Pcste
A realmente desaparecimento ou eliminagdo de

4 . .
tra S Incognitas em uma das equacoes do systema
ns;ﬂrmadu

U2, pois

®agge, ., o>0lugdo do caso complexo de duas
sim-? S 3 duas incognitas & resolugdo de dois €asos
"% fundamentaes, de uma equagdo 4 uma incog:
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nita. Esta reducgio constitue o objecto essencial da

eliminago, por qualquer dos outros processos.
Antes de encetar este estudo convém caracterisar©

segundo modo de que fallamos, por que pode ST

effectuada a eliminacao com o processo que conside-

ramos, modo este que uma vez apreciado para este
caso, basta em todos o3 outros ser s;imple,slIlﬁn‘te
mencionado.

A marcha da eliminag3o é entdo caracterisada pelo
emprego directo do processo para obter immediats=
mente como systema transformado o systema fin
€D que cada incognita se acha isolada em UM&
€quacdo. Para ver isto consideremos as equagoes (1

Tirando da primeira o valor de ye substituindo B4
segunda teremos uma equagiio em x; € tirando
primeira o valor de z e substituindo na segunda &
Femos uma equagdo em y. O systema proposto ficard
assim substituido por um outro cquivalente de dus®
equaqnbcs 4 uma incognita, equacdes em gﬁl""‘1 no €7
tad? implicito. [ste systema serd o seguinte
([#b’—ba’jy—ac’ ca’, (ba’—ab’)x=bc’—cb’ (4} e

.Cm.n.este systema termina a phase de eliminagd?
Prilcipla a phase de resolucio, que counsiste em 2
501“’_" as equagdes (4 ) e substituir esto systemd
scgulnte ;

ac'— ca' be'—cb’
v ;ET:‘E;, X:m,n

Differentes autores consider dcnomiua‘ﬂ‘"

de e nsiderdo sob a Joi 05

- applicado ao caso em q! Ii-
e‘_l“a(;ﬁes achdo-se ou sio reduzidas a0 cStad.D '0101;”
€0 em relagio a uma mesma incognita; I
esta futil e sem raszo de ser.

-
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Passemos a consideragio dos outros processos.
0 segundo processo, como o primeiro, é caracte-
fsado pelo artificio empregado para fazer desaparecer
de uma dag equacdes uma das incognitas. sem alte-
facdo do systema. Este artificio consiste em tornar
;S;Uaes os coefficientes da incognita que se quer elimi-
801:1 nas duas equagdes e combmar- depois estas por
aﬂ‘ec[?a ou subf.;racgao coFforme 0 mg:nal dos termos
0s da variavel sio differentes ou iguaes, de modo
19 na transformada que resulta os dois termos
S4Cs se destruam e s6 fique a outra incognita. Isto
Dutm: systema primitivo sera substituido por m
i quivalente tendo o mesmo numero de equagdes,
ﬂ'esta:s quaes serd uma das primitivas sendo a outra
S substituida pela transformada, que sé contem
8 1ncognita. Chegado a este systema comeca a
SC retrogada perfeitamente identicaa ji caracteri-
D0 estudo do processo anterior.Para tornar os coef-
-ﬂtes-da incognita iguaes o modo geral consiste
in Multiplicar cada equacdo pelo coefficiente d'essa
"edun-;? na outra equagdo; mas semethantemente &
“#40 das fraccOes ao mesmo denominador, esta
q x;tﬁﬁmpurta simplificacdes conforme a relacao
BE o If entre esses coefficientes, como acontece
.%En?: ser um (-I'elles multiplo do outro, em que €
: multiplicar uma s6 das equagdes pelo
Bte entre os dois.
i p'?ce.ﬂso. como vemos, estd baseado no se-
4 dun [;“nc‘[’i‘o: dado um systema de duas equagodes
te mﬂnct}gt‘mas. nés podemos sem alterar o sys-
mmbinn?tltmr uma d’ellas pela que resulta de sua
%40 por somma ou subtracgdo.
MOstrar isto consideremos 0 systema:

Fix,y)=0 F (x y=0 ()

ﬁcia

ara
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: .|
Combinando estas equagdes por somma ou sub= =
tracgio, a questiao estd em mostrar que o systema [1] ,
¢ equivalente ao systema : |
|

:

F(x, y)=0 F (x, y)4F: (x, y}=0 2

dispensando levar em conta a multiplicacdo pelo factof
numerico, pois jé vimos, que esta transformagd® =
ndo modifica as equagdes.

E' claro que os valores de x e y que satisfizere® ¢
systema (1) serdo tambem solucdes do systema (%I}
Pois que n'este uma das equagdes 6 a mesma que #
primeira das equagdes (1) e a outra ¢ formada P
somma ou differenca das duas equagdes primitivas N
estas se annullando para esses valores das varia @i
os dois termos da equagdo (2) tambem se annullas% s
€ por conseguinte a sua somma ou differengd U
nulla. De um modo identico sc mostraria 3 T

proca, isto é, que toda solucdio do systema (2) ’ ‘: ¥
luggo do systema (1). Basta para isto notar,ql:;“ |
rio

2" equagdo (2) para que seja satisfeita é necessd o
0s valores de xey, annullem os seus dois ¢ e
que ndo s30 mais que as equacges do syste®? B
mitivo, sf‘
Passemos 3 applicagao do processo. Seja® |
€quacaes :

axt-by—c a's-}b'y=¢t'
rrund‘ P{

Multiplicando a Primeira por a' e a seg 0 5
2 e subtrahindo esta d’aquella, membro a @€
claro que os termos affectos de z se destri! f
quacdo que resulta s¢ conterd y. O s_-,-stem:"_
fica, pois, substitujdo pelo seguinte, equivalent®

axtby—c, (ba'—ab') y=ca'—a¢'
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Obtido este systema a marcha retrogada seria a
"f‘esﬂia que no processo por eubstituigdo. Por esta
f°"_ma ficam estes dois processos distinctos pelo arti-
€lo especial empregado por cada um para passar do
%stema dado ao systema transformado, em que uma
'3S equagdes s6 contem uma incognita, e tendo de
®mmum a phase em que a eliminagao por substituicao
f8globada com a resolugdo, substituem este ultimo
Wstema por aquelle que representa o estado expli_cit.o
8ystema primitivo. A distincgdo entre os dois
PF0Cessos & ainda mais caracterisada pelo facto de

I
|
I
)
|
Xigir o primeiro a resolucdo de uma das equagoes,
% que o segundo dispensa.
Esto processo denominado de processo pela refit:c-
MPOI' Somma ou subtracgdo permitte como O ax}tenor
L ISe directamente o systema em que cada incog-
:!h-acha_se isolada em uma equagdo. Para 1sto
- 19 de haver eliminado y, ¢ obtido a equagdo em
' Iﬁi:ﬁl:loﬁ. nova applicacdo do artificio eliminava-se .r,]c
'Y'i'(l,-,‘q s 2 ‘tquagdo em Y- E.?tz?s equa?des resol-
:Pfiin- 108 dariam o systema explicito equivalente ao
h Mitive,

1 flamos ¢ processo, justamente denominado de

0y ;s
Lo seu verdadeiro creador.

. Processo consiste em multiplicar uma das
"q“ﬂqs da_daﬂ por uma indeterminada; combinar a
e 3sim obtida com a outra por somma ou sub-
egp. ', ! © Substituir uma das equagoes dadas por
tor u:al“ff"rmada, depois de havel-a reduzido a r;o
- % incognita, eliminando a outra pela annul-
do . _ Seu coefficicnte effectuada pela substituigdo

Cipig Yalor conveniente da indeterminada. O prin-
F"qheu:m que se basta este processo é 0 mesmo 2l
U8 estabelecemos para o processo anterior.
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Consideremos, pois, o systema :
ax--by—c, a'x}by=—=' (1)

. . 0
Multiplicando a primeira pela indeterminada m:na
que ndo a altera, nés podemos substituir o syste
(1) pelo equivalente :

max—}-—mby:mc. a'x—l-b'y:c' lﬂ}

' agdo
Sabtrahindo membro a membro a segunda eqy ¢
da primeira teremos :

(ma—a'yx4-(m b—b')y—m c—¢' (3)

’ alor
Sendo m indeterminado pode-se dar-lhe um ¥

tal que annulle ou o coefficiento de = ou odey n?! .
equacdo, de modo a redusil-a a uma sé incog®
Este valor de m é obtido, se for z que tem dﬂacm
eliminado, pela equagic ma—a'=—o, e pela EQE‘B‘
mb—b'=o0 se for y, isto ¢, o valor da indeleres

é sempre dada pela equagdo que se obtem ‘gga‘,nmi’
a zero o coefficiente da incognita que se quer Jo O
nar. Suppondo que se quer eliminar z 0 valor .
serd m={_’ que substituido na equagd® [
dard.

(—b—b!)y=——t—c
a a
jmeird déf
Esta equacio gendo equivalente 2 Prlnzema i
€quacdes (2), nés podemos substituir 0 SY®
mitivo (1) pelo systema :

! ' a' a' ' (4)
ia idﬂn'

Obtido este systoma a phase retrogada S€*
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tica a dos processos anteriores e consistiria em resol-
Yer a segunda equagdo em relagdo a y; substituir este
Yalor na primeira que assim ficaria 86 com a variavel
% € nos daria seu valor.
] Assim considerada a eliminacdo por este processo,
1._165. vemos que elle distingue-se dos anteriores pelo
&tificio empregado na primeira phase para passar do
E:ef:;a dado ao systema transformado conposto de
-+ a8 equagges primitivas a duas incognitas e de
mume‘lmcao a uma incognita, e apresenta .dc. com-
» com el-lea a phase inversa em que a eliminagdo
! substituicao substitue este ultimo systema por
%80"“0 equivalente que traduz o estado explicito
ystema primitivo.
(.]P['OCesso de Bersout naturalmente inspirado pelo
ime'rclo Por que Vigte fazia desaparecer 0s termos
Wediarios de uma equacdo pela intervengdo de
Indeterminada, apresenta certa ana logia com 0
50 de reducedo, distinguindo-se porém deste por
determinado o valor do factor multiplicador,
%0 mais tarde & dado pela condigao de annullagao
que ;‘;"fﬁCiente de uma das incongnitas; enquanto
i antPl'ocesst'.~ de reducsdo o valor do multlpl_lcador
0 ¢mdo determinado de modo a tornar iguaes
. elentes da incognita a eliminar.
! e'{I':ml’l‘Ocess.c-._ como nos anteriores, 0 systema
mg"&'hitaado pod_m ser de duas equagOes a uma
Tady € para isto bastava, depois de haver elimi-
®ua, ‘%’ ogu}lsh'tumdo m pelo seu valor ‘t1rado da
Mgy, ; t“_ia.lgualando a zoro o coefficiente t_iesta
Subgy; % eliminar directamente de modo 1denth:o z
Dely mend"_"' pelo seu valor tirado da equagdo dada
ficiente correspondente igualado a zero.
Elementos de Algebra—18

Car |
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gom logica de deixar perfeitamente distinctas a phase
climinativa ¢ a phase resolutiva, mas o outro deve
ser preferido como permettindo uma melhor coorde-
nagdo pelo estabelecimento de uma phase commun &
todas os processos, onde a eliminacio é sempre feitd
por substituicao.

Taes s30 08 tres modos distinctos por que no cal-
culo determinado do primeiro gréo nés reduzimos 0
aspecto mais simples, de duas equagdes a duas incog”
nitas, sob que se nos apresenta o problema geral, 8
depender da solugo do caso fundamental—uma equé*
¢d0 a uma incongnita. A questio como vemos 3pré
senta duas phases: a primeira em que se passa do sys-
tema dado para um outro de duas equagdes, uma tendo
duas incognitase a outra uma s6; a segunda em qU°
eliminando por substituicdo e resolvendo ao mes®®
tempo, retrogada-se, substituindo-se o systema trans
formado pelo systema explicito equivalente.

Esta segunda phase 6 2 mesma para todos 08 P o
Cessos 0s quas se distinguem no artificio cmpregad®
na primeira phase para obter-se a segunda cquagi®
a uma incognita do systema transformado. N.o Pr?;
Cesso por substituigio esta equacdo obtem-se “’fmda
de uma das equacges dadas o valor da incogBif®*
eliminar ¢ substituindo-o na outra equagi®:
Processo pela reducego combinando as duas €qud of
dadas POr somma oqu subtracgdo depois de h?f'
tornado iguaes os coefficientes da incognita 8 el_l
nar, e finalmente no processo de Besout 2 equad
4 uma incognita obtem-se multi plicando ums
€quacdes dadas por uma indeterminada, combind®
4 €quacdo obtida com a outra primitiva pOf 5:‘.50
Ou subtraccdo, e dandé a indeterminada 03 i s
Este modo de proceder, como dissemos, tem #
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~ resultante um valor conveniente que annulle o coeffi-
Ciente de uma das incognitas.
Assim apreciado o modo por que se reduz a solu-
930 do caso complexo o mais simples 4 solugdo do
©as0 fundamental, nés vamos estudar agora o typo
que o caracterisa, discutindo as formulas obtidas
- Para as duas variaveis.
A discussio de uma formula consiste na aprecia-
980 das modificagoes que ella apresenta desde que
8 faz variar o modo de relagdo que existe entre o0s
elementos que a constituem.
Consideremos pois 03 systemas :
ax-}-by—e¢, a'x-4}-b'y=¢' (1)
L cb'—be' ac'—ca' ()
ab'—ba’ Y=ab'—ba'
_nuP"dem-se apresentar tres casos principaes : 1* 08
Weradores de x e y, €0 denominador ndo sdo nul-
:a; 2' 0 denominador s6 é nullo: 3° 0 denominador
. .nullo sendo tambem um dos numeradores.
'3"nllic: Primeiro caso o systema (1) tem uma solugdo
; fepresentada pelas formulas (2). No segundo
08 valores de x e y tomardo a forma:

m n
o' 9 o

Ve .
"Eﬁ:‘]amos 0 que indicam estes valores singulares re-
'.‘.Pﬁh:ente as equagoes do systema primitivo. A hy-
dage % quo nés consideramos equivale a igual-
T, ab'— ba'—,

&g 2300 0 valor de a', substitnindo-o na equagao (1)
2indo teremos -
be'
”'x"l‘bb-——-g. g

a : o
1uagzo Cujo primeiro membro 6 0 mesmo qué 0

e ————

P —

J——
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da primeira equagdo (1) e o segundo membro diffe-
rente, pois sendo o numerador cb'=hc'+d, d sendo
um numero determinado, conclue-se que

c__bc' pid

_F_'I_ bl
: : be'
18to é, ¢ é menor ou maior que-—-

bl
A hypothese, pois, que consideramos determind
nas formulas uma modificagdo, que indica nio po-
derem as equagdes neste caso ser satisfeitas Slm.“l"
taneamente por nenhum systema de valores finitos ,‘
dexe y. ;
Quando estudamos as equagdes 4 uma incﬂgn‘t:
vimos que este valor singular podia reprepresentdt |
uma verdadeira solucio real; do mesmo modo “qu;
acontece. Se se tratar, por exemplo, de inda.gal'e. 4
distancia z do ponto de encontro de dois moveis: & :
parados um do outro, 4 uma certa origem, er- |
epocha ¢t d'este encontro, e que as formulas dos ¥ 9 :
lores obtidos, para a hypothese de igual velocxdam 4
dos dois, nos apresentem os valores da forma #= o |
i

n . = = ;. ca ”
® Y=+ isto nos indicaré que os moveis nUY
eéncontram.

Vejamos o terceiro caso, ame”
As hypotheses sdo ab'—ba'—o e um dos B :

radores, cb'—he', por exemplo, tambem Pﬂ!lﬂd'o )

rando de ab'—ba‘=0o o valor de b' e substituind?=;

: 18, &7
eb’'—be'—p teremos ac'—ca'—op. N'este cas0, P2 I

al : 2 =
valores de x e y, serao da férma : 377 LS

: R
Para Interpretar estes valores notemos qlfer o
lacao ab'—ba'—o nos permitte, como anteri®

substituir o systema dado pelo systema :
axt+by—=c  ax}by="p
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Ora, da segunda relagao cb'—bc'—o tira-se c::P—:+
® por conseguinte, nas hypotheses consideradas as
duas equagées do systema exprimem um mesmo modo
f!e relacdo, isto é, n3o obstante a diversidade numerica
€ scus coefficientes, ellas podem ser substituidas por
Uma unica equivalente a duas incognitas, e o pro-
blema apparentemente determinado constitue real-
Mente um dos casos de indeterminacao.

Concretamente esta solucdo singular, considerando
0 problema acima enunciado, indicaria que os dois
Woveis se¢ acham juntos e tem a mesma velocidade

€ modo que o ponto de encontro é representado por
“odos os pontos da trajectoria sobre que elles se
Movem,

3 Nés podemos particularisar ainda o caso que estu-
4Mos reunindo 4s hypotheses feitas a de serem o0s
Coefficientes b o b’, por exemplo, iguaes a zero.

0 -
0 valor de x tomara a formsa e de y sera:

ac'—ca'
=

e €quacdes primitivas para estasupposi¢do nos dao:
c (o

= xX—=—

a a

c #
se‘;-é differente deff,— este resultado é absurdo e as
a

u 0 - - g | - = '
“q 3?0&33 8do Incompativels ; se S0 iguaes, acC ac
“18ual a zerp ¢ os valores das variaveis serio
0 0

=, y—i=

0

lig -
tando'sc que este valor de z é puramente appas
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rente, pois a consideracio da hypothese directament®
nas equagoes nos dé como seu verdadeiro valor
c

p —
a

Para mostrar isto directamente e apresentar o ver
dadeiro motivo deste facto singular no dominio abs=
tracto, de ser o verdadeiro valor do uma expressi®
mascarado por um symbolo de indeterminagao, 195
representamos as relagdes

a’ ¢ S
;"—-—-? por n

e a relacio 'P*, por K, do que resulta: a'=ha:

'=he, b'=Kb, Estes valores substituidos na eSprée¥"

530 do valor de z que estamos discutindo dd0:
bcK—cbh ch(K—h) ¢

“TabK—abh abK—h) & .

O factor commum b tornando-se nullo foi, Pm’f'-"

que determinon a annullag3o dos termos da frac o
que representa x, o que nos leva a conclusi® 15

- . - l'
muitas vezes o symboloipode ndo traduzir um4
0

i
determinagdo e ser originado pela existencia deut {ﬁ
tor commum que ndo foi suprimido e que s€ S0t
para a hypothese particular que determind 0% oo
lor singular. Para ¥ jé a indeterminagdo nd0 o 1o
apparente o que se verifica substituindo 08 "310#.
a', ¢', b' na expressio do valor de y; teremos:
c(b—h) o
' T=PE—h o
POIs que tem-se b—o, e o factor h—h="0:
Nés podiamos considerar ainda outras hﬂ‘! jor
mais semelhante minuciosidade seria sem Y4
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Pois que nos casos particulares o estudo é sempre
feito pela resolucao directa das equacdes e nunca
Pela applicacdo das formulas. E isto pelo seguinte :
2 applicac¢do da formula das raises na resolug@o das
€quagdes tem sempre por fim dispensar a phase al-
gebrica de transformacdo empregada para passar do
estado implicito ao estado_explicito correspondente,
€ fazer intervir immediatamente a phase arithmetica
de avaliac@o dos valores. Incontestavelmete de grande
Yantagem, o emprego deste recurso estd subordi-
f3do as duas condicoes seguintes. 1* A formula deve
"ér sufficientemente simples para se poder retel-a de
H.Jemoﬂa; 2* a avaliacio da formula deve ser supe-
for em simplicidadade 4 resolucao directa das equa-
GOes Correspondentes.
. A simplicidade da resolugio das equacdes a uma
:gzgﬂ%ta ede um systema de duas equagoes a duas
aiudgmtas é sufficiente para dlspensar.este recurso,
ﬂnd: menos aceito para systemas mais co.mplexc-)s
"¢ a complicagdo das formulas torna muito mais
Stosa gug aplicacio sempre preferida pela elimina-
§40 direct, :
€mos assim estudado o typo mais simples dos ca-
| m:O?Plexos da eliminagdo, representado pelo sys-
R ® duas equacoes a duas incognitas e 0s modos
9"e podemos reduzir sua resolugdo 4 resolugao do
fundamental—uma equagdo a uma incognita.
..iu::;:mos. poi_s, ao aspecto mais complexo de tres
o S a tres incognitas. A questdo para este caso
“m reduzir a resolucdo do systema ternario
i 'O‘?O fundamental por intermedio do caso bina
oe Preciso, pois, primeiro passar do systema
eigy emlltn outro em que a eliminagdo tenha de ser
Um systema de duas equacdes a duas In-
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cognitas, e depois passar deste systema ao systema
final. A phasecliminativa, para este caso, fica assim
augmentada do conjuncto de traunsformagges empre=
gadas para passar do systema primitivo ao systemd
binario equivalente. Como a eliminacio tem sempré
logar directamente entre duas unicas equagoes, 3
applicagdo dos methodos nio exige modificagao al-
guma, uma vez que se pode suppor s variavels Ul
caracter constante embora temporario. .

Consideremos, pois, o systema : L

(1) ax-bytez=d, a'x-b'ydc'z=d', a"x+b'7

~-c''z—4""

Considerando as duas primeiras equagdes nos P
demos supppr z constante e considerar assim as dua®
como um systema binario a duas incognitas = €J?
do mesmo modo por que no caso binario s supp??
uma das variaveis como constante e se considero? &
equacio como tendo uma s6 incognita; feito isto, P
um dos processos estudados podemos eliminart €8 .
essas duas equactes a incognita z, por exemplo: - 3
€quacao que resulta em y e x, poderd substituif “r.n, '
das equacaes combinadas ; considerando 3 anelti.
ea te}'ceira equacdes (1) podemos por identicos 1 g
v0s eliminar entre ella a mesma variavel z €3 S8
¢io resultante em y ¢ x, poders substituir uma -
equacdes combinadas, deo modo que o system? l-_“ 3
card substituido pelo systema cquivalente, seg Ui’

ax-+|by-4-cz—=d ’
(ca'—ac') x-}(cb'—he') y==cd""dc (@
(o —ac) b y=od 4%

) . 1
Fl-_ca_assxm a questdo mediante este S}'?’ff’mn g
mediario, reduzida a passar pela marcha ]2
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dogystema binario em x e ¥, que compde o systema (3)
40 caso fundamental.

Nés podemos assim substituir as duas equagdes em
X ey do systema (3) por um ontro systema de duas
quacdes, tendo uma duas variaveis e sendo uma das
®quacdes consideradas, e tendo outra uma =6 variavel
% por exemplo. O systema (2) fica apésestas tranfor-
Macgdes substituido pelo systema equivalente;

! (4) ax-}-by--cz—d
(ca'—ac')x4-(cb'—bc')y=cd'—dc'

| [{ca"—ac"")(cb'—be') —(ca'—ac')(cb"—be")]x=

| (ed"—dc'")cb'—be")—(cd'—dc')(cb"'—be")

Chegado a este systema comega a phase retrogada,
, q“} Consiste em resolver a ultima equagdo (4); substi-
| ¥0 valor de z achado na equagdo seguinte, que s6
®ard com y; resolver esta equagao, e substituir na
Plimeira o5 valores de x e y, dados pelas duas ulti-
| Mas, o determinar z pela primeira, que ficard com
N Unica variavel. .

' .Eﬁ.ectuada esta phase, o systema (4) ficard substi-

l.do_P'elo systema explicito seguinte, equivalente ao
Primitiv,

xdb'e"de "y ed'b"—bd'c"be'd ' —cb'd”
ab.c“-—'ac'b”—}—calb”——balc“-—*-bc‘a“—cb‘a"
y"""""f-t-l--:---c:::__"ic'd''—Jr--t:a'd"-—da‘c:'‘—]—-clc'a"—*l‘:d:a::
abc --aCIbt|+ca«b.|__barcu_‘_'bcoan_cba
t‘-.;-_‘b:dn___ad.b.,_'!_da,h,,_ba,d,,_i_bd.a..__dyzu
T d c"-—ac'b"+cn'b"—ba'c"+bc'a"—cb'a
“it::; 530 as formages dos coefficientes que con-
48 expressges dos valores das variaveis em
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um systema de tres equagdes a tres incognitas. 11;:
inspeccdo destas formulas nos mostra que todas € A
tém o mesmo denominador, o qual se obtem fack
mente tomando as duas lettrasa e b e, COm.bmar.
do-as, colloca-se depois em cada producto a_ssu.:l. i
mado, a lettra ¢ successivamente 4 direita, B0 .. 4
e a esquerda, separa-se os grupos obtidos 3“3
tivamento pelos signaes () e (—) e finalmente &%
loca-se um acento na sagunda lettra de cada "%
delles e dois na terceira. Os numeradores °bt;:“-';
substituindo no denominador commum cada nd0
ciente da incognita que se considera pelo SEETE
membro da equagdio correspondents. calores
Nés podiamos estabelecer para com estes o=
uma aprecia¢do analoga a que fizemos P‘"‘-'al
binario, mas um tal estudo é sem utilidade “ct’)o_
sem importancia, @ convém antes de tudo ae for
nar o dominio abstracto s6 desenvolvendo 0 @55
de reconhecida utilidade. '
Hoje isto é tanto mais necessario,
extensos vdo se tornando os dominios mdn
fim capital que deve sempre visar a nossa e,ra-c'e
E ainda mais, modernamente cstdo %PPHM_ :
novos methodos, tacs como o dos determind '
inutilidade ficard melhor saliente mostl:a‘:ww
necessidade absoluta de restringir 0 con_]“_ io
thematico, e s6 destendel-o n’aquillo que ©
as necessidades. ) &i0
Desde que os methodos que possulm‘;:es nés
simples e rucionaes, desde que com € ;
solvemos plenamente as questdes de qus ques!
mos, ¢ inutil crear novos para as mesm‘;u al !
e 0 melhor é empregar a actividade © y
cousas mais uteis.

quanto ..m e
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A comparacio dos calculos effectuados para o caso
de uma equagio a uma incognita, de duas equagoes,
8 duas incognitas e finalmente no de tres equagdes
a tres incognitas, nos mostra immediatamente a com-
Plicagao rapidamente crescente dos calcules algebri-
£08, mesmo nos casos em que os elemen tos combinados
90 08 maig simples, a proporgao que csses elementos se
Rultiplicao.

0 mesmo modo a comparacio das formulas finaes
% Que chegamos nos deixa vér tambem um rapido
S8memto de complicacdo nessas formulas pelo sim-
%98 acrescimo de uma incognita.

i b
Assim a formula por demais simples x—==no caso

d‘nmd equagcio a uma incognita tornma-se no caso

de duas o = b 2 __chi=be

- 35 equagdes a duas incognitas em X= —gs— "5

:‘,htﬂalmente no caso de tres equagdes a tres incog-

o 8Prosentdo-se as formulas sob a forma a que che-
RS cuin complicagdo as torna de nenhum uso.

,%ﬂllmem de termos do numerador especial de cada

_&ﬁ“d:ﬁszns formulas ou do denominador commum 3

% ny a3, sendo igual ao numero de permutagoes

| €0 de equacdes ou de incognitas, teremos no

mera'dol. e denominador de cada formula, para tres

e 1 . . . :
g itas seig termos, para quatro incognitas vinte

B

';"’:l‘:rn teﬂflog’ para cinco incognitas cento e vinte

3 :uesmeuasslm por diante. . Gyl

_"15-"' em , N0 caso de duas equagoes a duas incognl

8era] ¢ 1"° 33 formulas sao simples, prefere-se em
A erdircetamente a eliminag#o.

;"e"fma%es €30, pois, no caso de um systema de tres

r Mg . S incognitas apresenta duas phrases

m
que ge Passa do systema dado a um outro de

lmina
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igual numero de equacdes e incognitas, mas fﬁ#”
a primeira equagdo tres incognitas, a segunda 6%
terceira duas, e d’este ultimo systema a um U“ﬁ
equivalente tendo ainda o mesmo numero de eq®
coes e incognitas, mas estas dispostas do segY
modo : tres na primeira equacdo, duas na segut
uma na terceira: a outra phase é em seniido IMYEHE
4 primeira o j4 foi caracterisadaTsufficientemet
A primeira phase é realisada por qualquer dos:
processos estudados, e a segunda é pelo process0
substituicio unicaments. Tal 6 a marcha raseu
POT que 0 nosso espirito reduz a solugdo do cas0 &
plexo de tres equagdes ao caso fundamental. |
Si considerassemos agora o caso de quatro o
a quatro incognitas, a reducgio gradual sé fﬂfl‘.‘_'_ '..rf
intermedio do caso ternario e do caso binario LA
dados. Supponhamos as equagdes do 1° gran:
F(x,y,z,u)=0 F; [x,y,z,u=0, Fs (x,y, %
F, (x,y,z,u)—
Eliminando por lll;?l dg; pr());;:sos z entre &
meira ¢ cada uma das outras, nds temos AL
equivalente ao systema dado :
F(x,y,z,u)=o0, f(y,z,uj—o0, fi(y,z.u)==0 fly
Com este systema transformado fica 2 ques ;
duzida ao caso ternario representado pelas
mas equacdes. Eliminando y, entre esta$
temos um outro system transformado equ**
primitivo: 3
F(x,y,z,u)=o0, fly,z,u}=o0, f,(z.0)}=% t‘:
Com este systema fica a questdo wd“”_
binario, que reduzido ao caso fundame®
0 systema : Py
F(x,y,z,u}=0, fly,z,uj=o0, f,zu=? ﬁ:alﬁ
Comega entio a phase retrogada B35



fima equagao o valor de =, substituindo-o na aqua-

€40 anterior, que dard z, cujo valor, com ode u.

&vado a segunda equa¢io permittirdo determinary,

% finalmente, os valores de y, z @ u, substituidos na
Primeira equagio dardo o valor de =.

tes casos nos deixem concluir qual a marcha

Beral que segue a eliminagio para reduzir um sys-

: lliﬁi de um numero qualquer m de equacdes © incog-

Primé° a0 caso fundamental. Para isto considera-se 2

Emando“a equagio com cgda uma das outras e elimi-

0 sempre a mesma incognita, segundo 0 modo

u::towo 30 caso binario, passa-se do systema dado a

iinc::tm- equivalente do mesmo numero de equacoes

gnitas, tendo a primeira equacdo m incognitas,

u:er& uma das equagdes primitivas, ¢ as m-—1

g0es restantes m—1 incognitas; este systema

82 2 questio a um systema de menos uma equa-

€ Uma incognita. Elimina-se entre estas m—1

iﬁf?j uma mesma incognita, e 0 1° systema inter-

¢ substituido por um outro equivalente do

Ly, ?n fumero de equagdes e incognitas, tendo 2

teq t'zogmtas a2 m—1 e as m—2 equagoes Ires

30 cada uma m—2 incognitas. Com este sys-

as eqca 2 questdo reduzida a um systema d!a menos

Pa%iaua{-:ﬁ‘-'s e duas incognitas. Assim continuando

de -.3m°a a fazer depender a questdo do systema

’L M e equacoes, depois do de m—4, m—>5 etc-

g i “alm_ente quando se chegasse a0 m = 1 sys-

M, rWediario, este seria constituido do mesmo

- ® equacdes que os anteriores e do mesmo

meﬂgnjta: Incognitas, tendo a primeira equagdo m

Lary m..:aa segunda m—1, a terceira m—2, 2

--------- a antepenultima 3, 2 penul-

e 92
s i
ﬁﬂalmente a ultima uma 80 incognita.
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Obtido este systema comega a phase inversa, ent

que a eliminagdo é feita por substitui¢ao, e prec .
sempre pela resolucao das cquagdes que tem de CORSS
tituir o systema explicito final. "

Nés vemos, pois, pelo que fica exposto que 2 ﬂlge]"; ]
no calculo determinado do 1° grdo, com 0S rocurses
de que dispde, resolve plenamente o problema 8¢
que o caracterisa.

Se a extensdo dos calculos cresce rapi 1
torna-se fastidiosa, quando se passa do c€aso YEOI -
deiramente usual de duas equagdes & duas incﬂgmu;
a0s casos mais complexos; em compensagdo @ @;
lugdo destes ultimos, embora sempre posﬁ“'el_'_i‘u'
apresenta utilidade real alem do typo ternarid 03 e
jé poucas veses temos necessidade de resolver: ir

A imagem que representa o quadro (M) se_rl?d;é
para melhor gravar no espirito a marcha .g_era
transformagdo que resume a phase eliminalivé® = o

O systema considerado é de seis equag0es i,
incognitas, sendo estas representadas pelas “_’" .
¥, 2, 1, v, W, e cada linha horisontal represeB=ts
equacdo do 1° grdo. *

O methodo que consideramos é O method?
substituiggo. 3 dlm
As flexas collocadas 4 esquerda da figure L Vi

056 0 Y20

damente &

marcha da eliminaggo, que comega tirand
de uma das incognitas na primeira cquaglo @
tuindo-se successivamente nas outras.
A é 0 systema dado. A linha pontud
indica o systema que 6 substituido P2
equivalente determinado pela elimi“a""ﬁow_
mfmgnita; 0s pontos indicdo 0 desappare®=
eliminacao da incognita correspondente- eq'i“
As figuras E,, E,. E,, E, so vs 8}’ stoma®

r (B8
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lﬁ‘:ltles intermidiarios e E; o systema transformado
nal,

A flexa a direita deste ultimo systema indica a
Marcha da segunda phbase ou da eliminagdo no
- S¥stema transformado final, que é feita em sentido
“ntrario a primeira.

A figura B representa o systema explicito de seis
;?i“a?ﬁ?es a uma incognita, equivalente ao systemna
Hmitivo, que resultou da eliminacdo no systema

bsformado final E,.

Como se vé na figura a eliminagdo da incognita x
: '-an:{litema proposto fornece o primeiro systema
“B8iormado equivalente Ei. Considerandoem Ej o
tema de cinco equacgdes a cinco incognitas, mar-
da ; Por uma linha pontuada a direita, a eliminagdo

RCognita y fornece o systema equivalente E, em
i " questao fica redusida ao systema ponctuado a 4
'(;h‘-"at'r:ltas' Considerando em E, este systema de
3 inc:q‘{aqﬁes. a quatro incognitas a eliminacio
L. eﬂ'mta z fornece 0 systema equivalente que
A Questy 0 systema anterior pelo systema E, em que
iy, Co: S¢ reduz ao caso mais simples a tres varia-
w6‘tr::h?ramu:'lo em E, este systema de tres equa-
la o ldﬂcogmlfas-. marcado- a dlr{?lta por uma
oy, alla a, a eliminacdo da incognita u fornefe
Casn “.,y‘“ffma equivalente E,, que reduz a questdo
: ln""m. 0 mais simples.

c;:‘,d“ em E, o systema de duas equagdes a
. ‘taf‘- marcado 4 direita por uma linha
' 'e au,ehmiﬂagﬁo da incognita v fornece 0
iy ',auia:'ale“te E, que finalmente rgduz‘ a
ol nto, com: fundaqmnml em w. A eliminacao,
bz, - nos t_ielxa vér a imagem, reduz pela

CCessiva, sempre entre duas equagdes,

! in
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0 caso de seis equagdes a seis incognitas ao de cin(’__“__.’j
o de cinco a0 de quatro, 0 de quatro ao de seis, 088
seis a0 de duas e, portanto, todos ao de uma equagi®
a uma incognita. .
O systema final, da primeira phase contem, poity
0 mesmo numero de equagdes que o proposto, P
meira tendo todas as incognitas ¢ sendo commu®
dos dois systemas e a ultima tendo apenas uma, ! ?
as incognitas desapparecendo successivamente ud
a uma desde a primeira equacdio até a ultima.
O ponto de partida da primeira phase é a h}'Por'h ’
de que na primeira equagdo, por exemplo, -mdaﬁ
incognitas, excepcdo da que se quer elimindls =0
conhecidas ; resolve-se esta equagiio em relaqmb?_l
essa incognita e a elimina-se nas seguintes pela SU5
tituicdo. v cincd.
A repetigio da mesma operagdo no systema 0° ‘; ¥
equacgles a cinco incognitas elimina uma gutt
cognita e assim por diante até o systemd :;w..iiﬂi_‘
equacdes em que pela climinagdo fica uma 3
uma incognita ¢ a outra a duas. :
Termina aqui a primeira phase e comeg
O caracter de constante supposto as var
uma hypothese na primeira phase tort
gunda uma realidade. s
No comego da phase directa a unica variat® i
derada na primeira equagdo do systema - a8
e todas as outras foram consideradas conbec:
segunda equagdo de primeiro systema bR
foi considerada como incognita y e todas '_“5‘;?3 up®
v, W, como conhecidas; na terceira 8'1“_“950  caf
systema transformado (Es) foi z considerd®
€ u, v, w como constantes; e assim por ® __
penultimo systema (E,) em que 0 systemd

aa segﬂﬁ*{ _
javeis SEEE
-5 ﬂﬂ )
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1zido ao caso binario de duas incognitas v e w,
dostas v, foi considerada constante.

A segunda phase, em sentido contrario, vae tor-
do uma realidade cada uma dessas hypotheses,
stituindo nas equagdes correspondentes os valores
incognitas que vdo sendo obtidos a partir da
Ima equacdo até a primeira em que s6 fica a incog-
z sendo todas as outras conhecidas pela resolu-
quagdes anteriores.
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Capitulo IX

Transformacfo das formulas—Maximo
commum divisor

i-dev;mos .r_l‘o capitulo- an.terior que dado um systema

-f%rtoq:awes do primeiro grdo, por meio de um

B, eumero dehtmnsfom':ar.:ﬁes chega-se a dar a

o do:sas equagdes uma féorma semelhante, em que

oA inco‘ nr'x:;emhros contém todos os termos affectos

"""ﬁﬁa'ndng ita e o outro todos o0s termos conhecidos,
;equivaleontsyztema p—roposto subs'stltmdo por um outro

; OFaco e desta ijurma. Depqxs:,, por novas trans-

ot es, este ultimo systema € substituido por um
¢ dequ.lvalente cuja resolugdo reduz-se 2a resolu-
Rrio : um certo numero de equagdes do primeiro
BN éuma incognita ; systema este que, final-
te, é substituido por um outro equivalente de

R
N al
Dumero de equagoes, contendo cada uma em
ognitas e 0o

fr:t;: membros apenas uma das inC
éga“smente quantidades conhecidas, ou POt outra,
’Efﬁaga(:, f(ilr;ah:-uente, a por em eﬁldencla 0 mo'dodde
wt.a'ntea_ 8 incognitas por mei0 das quantidades
___taz_ expressges finaes em queé
i 1:9 {Ot;'maqﬁo das incognitas
cady '-um as, ¢ que constituem 0 s€
e ma das equagoes do ultimo
B l{""’"uh-zs das raizes. | 1
as tue o objecto desta ligdo a transformagio das
S.que, do mesmo modo que @ transformagdo

estd evidente ©

pelas quanlidn-
gundo membro
systema, deno-




D30 se escrevem e entdo o termo algebrice
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¥

das equacgdes, tem por objecto a substituigdo de uma’
formula por uma outra equivalente. .

Estas formulas consistem sempre na combinagao
mais ou menos complexa de um maior ou ment
numero de formagdes simples, que constituem :zﬁ
elementos de todas as expressdes por mais cOlﬂPl--j
cadas que parecam ser. bt

Chama-se termo toda quantidade que ndo se acﬁg
ligada a outra pelos signaes de somma ou -sub._t!_____‘_,
¢30; a0 termo d4-se tambem a denominagdo de MO
nomio. -

Dois ou mais tormos ligados entre si pelos s
de somma ou subtracgdo tomam a denominacdo 8¢
de polynomio que no caso especial de conter apefis
dois termos chama-se—binomio, no de tres-—-{ringMs
no de quatro—quatrinomio etc. 4

Um mouomio ou polynomio tem em geral a G658
minacdo de expressio algebrica. :

No nosso mado de enteder a base logica de®
as transformagdes das formulas algebricas, cOB
em conceber o termo algebrico o mais SIMPIE
por ex., composto de tres partes esseuciﬂlment??'
tinctas e inseparaveis: o coefficiente, & l6H#S
expoente. 8

Assim a letra a para se tornar em um Y e
termo algebrico é necessario ter a forma :

1Xa'—= !

O numero collocado a esquarda ao lado do

0 coefficiente, o outro numero collocado &
um pouco acima da letra & o expoente.

Quando esses dois numeros sio iguaes

-

forma ordinaria da letra alphabeticao



) 3 i

Quer o coefficiente, quer o expoente podem ser
~ Um numero qualquer.
b Podemos, portanto, com uma s6 letra formar uma
infinidade de termos algebricos differindo apenas
entre si pelo coefficiente e expoente, unicas parfes
do termo que se alteram em virtude das transforma-
89es; a parte litteral passa sempre de um a outro
termo intacta, 6 sempre a mesma.
- Bstabelecida assim a base logica, vamos vér como
* ®lla nos fornece um meio de dar a uma expressio
.'ﬂa's mais simples, uma iufinidade de formas equi-
- Valenteg.
. Na formagio y—a-}-x ou y=1Xa'H1Xx', fazendo
*"—-‘a temos : y—13¢a'}-1<a' (1): expressio esta que
8¢ representa abreviadamente sob a forma:
}ﬁQa‘ﬁa (2)
- _({Omparando as formulas (1) e (2)
SMzir o modo de derivar a formula (2) da formula (1).
- COmparacio nos deixa vér immediatamente que a
o f'ﬂeira se compde de dois termos e a segunda ape-
S de um, cuja parte litteral é a mesma que a parte
ral commum aos dois termos da primeira; 0
9ente do unico termo da segunda & o mesmo que

nos sera facil de-

0ents commum as duas letras ou termos da pri-
i e finalmente o coefficiente do unico termo da
dos dois

da ¢ igual a somma dos coefticientes
S da primeira.

0 a formula y=-a-}-a, portanto, P
Quivalente y=—2a basta sommar
termos dy fornula (1) e dar essa somma como
ente do termo da nova formuld, mnl:taudn a
Om 0 mesmo expoeute, de U Jdos termos da

ula (1

ara obtermos
os coefficien-

il
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Listas simples consideragdes sobre o modo de derl=
vacdo da formunla (2) da formula (1) sio sufﬁcienteg:i
para mostrar-nos immediatamente que a form"ul_fo
y=2a tem uma infinidade de formulas equivalentes d&
forma y—a-}-a, differindo apenas entre si pelos coesy
ficientes dos dois termos, que estdo sujeitos em c_a.d_
uma dellas a unica condigio de terem uma somma
igual a 2, isto é, igual ao coefficiente do termo 43
formula derivada equivalente. ~4

Assim a formula y—=2a é nio s6 equivalente -
formula y—a--a, como tambem 4s formulas _

2 4

y=-—;—-a—]—% a, }':—Eﬂ—l% B, y=§-a+-§ﬂ.- .

ou de um modo geral : equivalente a uma 'P‘_':T-‘j
de formulas da forma y—na-}-ma sujeitas a URIE
condigdo de satisfazerem a igualdade m-n=2- »
Um exemplo muito simples vae nos mostraf &
vantagens que traz para o calculo a substituigd®
formula (1) pela formula (2). Supponhamos qué £y
vendo uma equacio se encontre para resultado f

at}a
Y=g

Se substituirmos no numerador da fracg g
pressdo a-}-a pela sua equivalente 2a teremos:

5 —
D 2

Assim, a substituigio de uma formula P
equivalente deu ao valor de y a formd’
simples possivel. :

Para passarmos da formula (1) para a forf
130 fizemos consideragdo alguma sobre '0_.!1;
termos do formula (1), que, como vamos Y&fy
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algnm influe sobre a formula (2), uma vez que 0s
cocfficientos de todos os termos da formula (1) satis-
facam a condigo de terem uma somma igual a 2.
Consideremos a expressdo :

I |
y= 'ﬁ‘a‘i"g‘ a+1—53 (3)

Substituindo os dois primeiros termos pela sua for-
mula equivalente, deduzida como 0 fizemos anterior=
mente, isto &,

7
. %-a—I— -‘51;-3. por 15°°
t(ﬂ'emoS .

7 13
Sl b d 7y
F—To% 10" Bk
..'Substituindo a formula (4) pela equivalente dedu-
zida do mesmo modo temos y=—=4-
Procedendo do mesmo modo com & expressio

Acharemos ainda para formula final efllﬁ"ale“taz

y::?a

A formula y—2a ¢, portanto, comp'etamente

i I'm-chﬁndente do numero de termos da formula
-i:?ad‘}'ﬂ que- pode ser qualquer, contanto que ca.da
- “Bodelles tenha a mesmu parte litteral que O unico
::m" de formula (2), respectivamente cOm 0 mesmo
“%Poente, e os coefficientes de todos 08 termos em cada
ﬁma das formulas equivalentes tenha uma somma
. Bual g g
;::::lda 1}3 pouco chegamo
22 tem uma infinidade de fo
~— “Quivalentes, differindo apenas entr

s a conclusio gue 2
rmulas binoml

e si pelos coef-

L.

S B
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ficientes de seus termos ; concluiremos agora que essa
mesma formula (2) tem uma outra infinidade de fﬂ.li
mulas equivalentes, differindo entre si nem s6 pelos

coefficientes de seus termos, como tambem pelo
numero de termos.

. 3 =
Asgsim as formulas: y—2n, }'==3+‘ﬂ: y:-%—a_]--l%-a.;

1 1 13 1 7 1 7 30
Y=Fatratre, Y= atgatgat--a,. 580

todas equivalentes.

Fazendo na formaco y=—at}r, x—a-}a temos

=a-}-a-}-a _

Substituindo os dois primeiros tormos pela formulﬁj
equivalente a-J-a—2a temos y=2a-}-a. Procodendd
com esta formula do mesmo modo teromos: y=3da2

A unica differenga que se deu neste caso for 5
acrescimo de uma unidade no coefficiente da fof
mula final resultante, que corresponde ao COCEE
ciente de mais um termo que sommamos 313'
mula (1).

Todas as consideragoes que fizemos anteriormens
tém logar neste caso, mudando apenas a mnd!ﬁ:
relativa a somma dos coefficientes dos termos € .
formulas equivalentes que, neste caso, deve &=
igual a 3,

Se formos accrescentando a formula (1) tef
iguaes a a, ou fazendo na formacgao }’=3"1‘1-'- X
cessivamente igual a 3a, 4a, Saete., e prs:u:ed'ﬁ“(I
mesmo modo, iremos obtendo para formulas e
lentes, y=—da, y=95a, y=H6a, etc., as quaes Poé'“
applicar todas as consideragges feitas n0 D
€as0, mudando apenas para cada um desté 2
a condigao relativa 4 somma dos coefficientes &

BVe ser igual respectivamente a 4, 5, G etc-
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Do mesmo modo que as anteriores as formulas

i
-

1 2
y==2, y=-§ s y—_.:-—5- a, etc.

tem cada uma, uma infinidade de formulas equiva-
fentes de um nunero qualquer de termos, tendo todos
108 fermos em cada uma a parte litteral igual a a,
\€om expocnte 1, e differindo os termos apenas pelos
Coefficientes, que para a primeira devem ter em cada

formula equivalente uma somma igual a unidade ;
Para a segunda igual a %—-,para a terceira igual a g8

'@?Sim por diante.
Assim as formulas :
1 3
5 3 y:-—}i- a-|—-(—13- a, y:.:—-_lé a-}—% a—]——sa—a. cte..
40 equivalentes.
Como vemos todos estes casos nao sd0 mais
®racdo fundamental y—a-}-x repetida um maior ou
f0r numero de vezes. “
tas transformagoes por demais
' ¥er j4 a vastidao infinita das transformacoes al-
ticas, mesmo nos casos da combinagao dos ele-
S 05 mais simples, € 0 perigo e facilidade que
am.__nos dedicarmos a combinagio, as mais das
nutil, desses elementos. sem um ponto de vista
= & determinado,
inexgctaveis, como vemos. as comb‘inag.iies
lemos obter com os clementos 08 maiS sin-
84 algebra, que nesse santido apresenta um
infinito ¢ que por isto mesmo deve com todo
1% 8er restringido.
o Oefficientes assim considerados cOmO
t& do simbolo algehric.o. do mesmo m

que a

simples, nos dei-

parie u-

odo yue.
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a letra, e ndo indicando, como muitos querem, um
numero de parcellas iguaes, tem mesmo como consé=
quencia logica a serie de transformacdes que vim
de tratar; emquanto que no segundo caso apen
teremos para equivalente a formula y=2a, a formuld
Y=a--a ou vice versa, o que nio é exacto. Y

Ainda mais, a formula y—=2a pode provir da sommi:
de tres, quatro ou mais parcellas iguaes como 1O
casos:

9 ‘ . 1 e
y=5itgetye y=getgetgetatl
86 em caso mui especial, aquelle em que os tef
mos da formula y—a-}-a tém para coefficiente a ult
dade, é que o coefficiente da formula y==2a -P'Ddg:'
indicar o numero de parcellas iguaes; facto este 4
de modo algum, poderd constituir uma nocgao geres
para ser dado como definicdo de cocfficente- ik
Demais a derivacdo da formula (2) da forml{'l.?‘\‘.:,. :
Ja suppde os termos desta constituidos po,-coefﬁclﬁ
letra e expoente. ol
Da formula (1) s sé péde passar para uma for
equivalente da forma (2) quando as letras rﬁm )
mesmas para todos os termos da formula (1)
poente for 0 mesmo, respectivamentoc, para ¢4 a
das letras em todos os termos. :
A transformagdo por meio da qual se P“gémd
mula (1) para a formula (2) é o que se denom!
algebra reduccdo por somiia, transformagao '_p-‘
apenas modifica os coefficientes nao infl -
modo algum sobre as letras ¢ sobre 05 €XpO8
Os termos que tem as mesmas letras e
mente com os, mesmos expoentes, s3o douos
semelhantes, '

Y
- 5
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A reducgdio por somma que nZo é mais que a for-
- macio pela somma de um novo termo por meio de
“outros, ou de um novo termo equivalente a somma de
Outros, sé pode realizar-se entre termos semelhantes.

Se os termos considerados s3o formados por di-
- Versas letras o tém differentes coefficientes, mas sdo
Semelhantes, a transformacgdio pratica-se do mesmo

modo,
1 1 1 1 1

~ Assim 4a2h3c5, 7a2b3¢5, 3a2b
tem para expressdo da somma :

1.1 1 1 11
ka2b3c54-7a2b3c513a2b3c54
c WRCIe T
—I-}~ b2 e VWab e

- 2

- Quando se trata de dois ou mais polynomios a
Tessio da somma obtem-se do mesmo modo es-

ndo-se successivamente uns em seguida dos

“H0s e separando-os pelo signal --. No caso em

% lhaja termos semeclhantes, substituem-se esses

08 pela férmula monomia equivalente, dedu-

= C0mo vimos de estabelecer. :

% 8xXpressfio da somma dos polynomios :

N L1
2a3b2 4 5,4 3a4-4-5a3b 2] 4bc+-8d.
1

1o | S
B aﬁb305

o] =

c2y

e =

-_—_"l
-

1
b 2bc4-8at }-2a 9 b2, seré :
" 2%
B 504 4 3041 5071 7 -}-4be--8d--2be-f-Bat
) 4 ¢
—|—2&ﬁb'§.
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2
pressio esta muito mais simples que a primeira id-i;

qual é equivalente.
A addiggo algcbrica, portanto, é a trausformagdo -
que tem por objecto dadas duas ou mais expressoes
determinar uma outra equivalente 4 somma
primeiras, isto é, uma expressao cujo valor numerico
seja igual & somma dos valores numericos das pri-
meiras ; eutendendo-se por valor numerico do uma
expressao o resultado que se obtém todas as Vf’?ﬁg
que as letras sio substituidas por valores partis
culares na expressio considerada. :
Consideremos a formacao y=a—x.

Fazendo sza, por ex. teremos:

Y=ty (k) S0y y:-—i—-a (2) |
Comparando as formulas (1) e (2) nos serd facil
duzir o modo de derivagdo da formula (2) da formt
[1). Acomparacio nos mostra que a primeira s6 €€
poe de dois termos e a segunda apenas de umi
a parte literal do unico termo da segunda ¢ a M
que a parte literal commum aos dois termos L.f_.__
meira; que o expoente do unico termo da sc_g“n&ﬁ-
MESMmo que o expoente commum aos dois tert

Tendo a formula y:—_a-—-—-.-i—a, portanto,

termos a sua equivalente (2) basta subtrahir 03
cientes dos termos da formula (1) e dar esta
eomo coefficiente Jo termo da nova formula, &5
sendo a fMesia, com o mesmo expoente, dass
termos da formula (1). 3
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Este modo de derivar a formula (2) da formula (1)

3 .
B0s mostra que a formula y= & tem uma infi-

nidade de formulas equivalentes da forma y—a— ™

ﬁlﬁ'erindo apenas entre si pelos coefficientes dos dois
-~ termos, que estio sujeitos em cada uma dellas a unica

y . i
fondicio de terem uma differenca igual a T isto é,

Bual a0 coefficiente do unico termo da formula equi-
Valente (2).

. Senae 2 . LA
Assim a formula y— 7o ¢ equivalente ndo sé 4

: Efor'mula y=a— i._a como tambem 4s formulas

3
y-_:ga,_ :}a. y=—a— -2—-a., etc,

Lr?#_,de um modo geral a wma uma infinidade de f_or-
fulas gy forma y—ma—na sujeitas a condig¢@o unica

-~ Batisfazerem a igualdade m—n= T

-"-:'Pam passarmos da formula (1) para a formula (2]
o 0 fizemog consideracio alguma sobre o nunero de
a2 da formula (1), que, COmO vamos Ver, de modo
Boar .i“ﬂlle sobre a formula (2) uma vez que 0S
“®lcientos de todos os termos, em cada uma for-

", Satisfacam a condigdo de terem uma differenga
3
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mula equivalente deduzida como o fizemos anterior-:
mente, isto é,
2a 8 a por 5a
gt Por g
emoy:

5
Y— -—-a-—-ﬁ a;
procedendo do mesmo modo com esta expressdo terés
mos para formula equivalente y==a2:

Praticando de um modo identico com a formula

S a3 1 1
J—oa— ol e

4 8 8
obteremos ainda para formula final equivalente =
3
y— ;I-a.

3 io-
A formula y— 7™ portanto, é completament® ‘-_-

dependente do numero de termos da formula da fﬁ.:. b

y:a—"}i' 4, que pode ser qualquer, comtanto 9%
cada um delles tenha a mesma parte literal _"i"* 24
unico termo da formula (2), respectivamente €

Me8mo expnente, e os coefficientes de todos 05 ¢ 7
em cada uma das formulas cquivalentes tenham

differenca igual a .f_:..

d.iﬁ.'erindo apenas entre si pelos coefticient
termos ; concluiremos agora que essa mesm
tem uma outra infinidade de formulas eqs
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differindo entre si ndo sé pelos coefficientes de seus
termos como tambem pelo numero desses termos.

~ Assim as formulas y =—;f—a, y..—_:?.a——i—a. y=2a—
1 1

e 3 1
— 2 . . v—8a——a——a——8,..+ a0 todas
“4a 2&,}’....33 z> g2 g & s
€quivalentes.

e proce-

Fazendo na formacdo y=a—X, X=-5

')
iﬁdo de modo identico ao anterior, obteremos para

o : 1
"mllla equivalente y—a—-—58, y=—5%
A unica differenca entre este caso e 0 anterior,

0nsiste na diminuicdo de — no coefficiente da for-

Bificiente de x.

. Todas as consideragdes, que fizemos anteriormente
lugar neste caso, mudando apenas a condicao

& 2tiva 3 differenca dos coeficientes dos termos das

“fmulas equivalentes que nesta caso deve ser

Ase 1 4
*Slm as formulas: y:—%—a, y:.:2a-—-5-n..-—5—u-
a_la--—;-a--——z—-a—-—-—a etc 850

€quivalentes. - 1
*Mesmo modo as fomulas y=—52 y=7% etc
a formacgdo

_‘ &_ébbtem fazendo successivamente 1

=X, x igual %a, -;-a, etc tem cada uma uma
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infinidade de formulas equivalentes da for i
Y=—ma—na, d¢ um numero qualquer de tel:m::;
tendo todos os termos em cada uma a parte hte_.-__-.
igual a a com expoente 1, e differindo os termos *
cada uma entre si apenas pelos coefficientes que n
formulas equivalentes a primeira devem ter 11-_
differenca igual a — nas da segunda igual a <=

e assim por diante. ? L
No caso em que a formagio y—a—x tivesse *
forma y—=%a—x, por ex. fazendo successivament}
ZHapualiaati9s)33 4a obteriamos successivament
para formulas equivalentes das formulas y=95a
y=58a—2, y—5a—3, y=5a—4a as formu
Y=4a, y=3a, y=2a, y=a, as quaes podemos ap
car todas as consideragdes que fizemos no pri "
aso, mudando apenas para cada uma dellasa
digao relativa a differenca dos coefficientes ‘1“;_
SEr nestes casos respectivamente igual a 4, 3,

: ;g
Assim, por ex, as formulas y=a, ¥ 3

1 1 1 a0
— — " e — e —) e T} » etc' )
33 y=3a a——a a—--8

3 3 2
equivalontes. Ao
Se fizermos na formagio y—a—x, x=8

pata formula equivalente deduzida como ¢
anteriormente: Y=0Xa ou y=o )

A esta formula do mesmo modo que as an
Podemos applicar todas as consideragdes f :
primeiro caso modificando apenas a cond“f‘-?n :
& differenca dos coefficientes dos termos das

€quivalentes, que n'este caso deve ser igual

Assim as formylas Y=o0Xa, y=0, F—'—"
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7 13
y=—2a———a———
10 10 s
= 1 1 2
J 3 3 a 3 a!

sa?l‘tf:ldas equivalentes.

m(_:a(:, gzneds:i cuslos como vémos reduzem-se 4 ope- |
menor numer:néa y=a—x repetida um maior ou

P e v?zes.

formula equu?va(lia fo:-ima '{1) s6 se péde passar para a

Macdo anterior qel?atzdoaoiozma % c;m[;'m m e 1
°“§m semelhantes. artiow. o (ot STER |
fol_m]:;':ﬂ(sgarmagﬁo por meio da qual se passa da
o, m?ara_a formula da~férma (2) é o que se
9ue apenas muzg:? por sublracg‘.fzo, transfo;magﬁo esta
Modop algum 3 ,; ca os coefficientes ndo influindo de
B sobre os expoentes € as letras.
em e Iimo POL;' somma e por subtracgdo C?usti—
"d"csa*g it modo geral, a operagdo denominada

i e flf'mir)s semef{:anres.

B iant, és ormacdo :.nnda uma vez vem mostrar-nos
Borex, o o F-;_lf;ro-ueo cilz.er-s:.e que na formula y==a,
Do, comooe ciente 2 indica o numero de parcellas,
fanty g a_cabamus de vér, esse coefl?mente pode
de B resultado de duas parcellas 1guaes como
~ " Wtas parcellas iguaes ou desiguaes, como ainda

da di

= _lﬁcrengﬂ de dois ou mais termos, isto &, y=2a

Pode Provir 1 3
tanto de y—a-}-a como de J'=§‘“+"-;'“'

S T S
4 3“+’§'a+’5"“|5a|58’

Elementos de Algebra—20
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S AR

2 1 4 |

i =4a a a a——a....

i 2! 3 3 5 5

. Os resultados a que chegamos na segunda trans®
1 formacdo, comparados com os da primeira, nos mos®
; tram immediatamente mais uma infinid ade do formu®
{=a

f= las, consequentes da segunda transformagio, eqﬂi"“lf_”f'f
tes as diversas formulas que conside ramos na primeira:
' Assim a formula y=2a ¢ equivalente ndo s6 @ “m&:
! infinidade de formulas da frma y—ma—j-naf--=2*
' satisfazendo a condigio unica, estabelecida Pa.la"

J A - igualdade m--n+-.... =2, como tambe m a uma 1uﬁ

L nidade de formulas da férma y=ma—na—.... Saist
:. fazendo a condicao unica : m—n—.,.=2; a f‘“mul?
1 . Y==2 € equivalente nem s6 & uma infinidade de form¥=
I las da férma Y==ma-{-na-}-.. .satisfazendo a,c.ond'_‘f’;'

- unica estabelecida pela igualdade :n+n+-*",== m’
.F ¢omo tambem a uma infinidade de formulas da f‘?-’=-—-~. :

J=—ma—ma. .. satisfazendo a condicio unica "s?;

' belecida pela igualdade : m—n—. ....=1, cIoSE.

A por diante . e

Estes dois modos de reducgio podem combiBd™

Da pratica simplificar as transformagdes.
Seja por exemplo a expressdo:

79812
e e e
e [T Ty

Para passar da formyla (3) para sua -0'1‘.‘
Y=0Xa ou y—o substitue.se em primeiro

(3) d’onde y=0

dois Primeiros termos pelo seu equivalente®
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.~ reducecio i :
c3o identica na f
orm
B o S ula resultante obtem-se a
Estas du: ~
Eﬂbstituiddl-ms reduccdes por subtraccio podem ser
tra as por duas outras: uma por somma
Epor subtraceio. i
ista s o 1
Quandubstttulqao basea-se no principio evidente :
quﬁntidag se subtrahe successivamente de uma
id&ntico e diversas outras, obtem-se um resultado
Bbtrd o 40 que se obteria si se subtrahisse da pri-
QU qua STOmm:f de todas as outras, do mesmo modo
s divnuo se junta successivamente a uma quanti-
% que sersas m_ztras, obtem-se um resultado ideatico
R e obteria si se juntasse a primeira a somma
Ny S as outras ¢ vice versa.
€3
Xpressio (3), portanto, podemos subtrahirde 2a
a aom 7 e 13
b ma dos termos l_ﬁ_ae—fﬁ-a em vez de fazer a
311 tr'.
SUDErac .
. Est:c‘io successiva de cada um destes termos.
mei, decombmaqao das duas operagdes indica-se por
T um parenthesis que comprehenda todos os
s que tem de ser sommados para depois se-
| _AB:}lbtrahidos.
AAss) =
m a expresdo (3) tomaa forma :

{ 7 13
" —923— 1
- ot 10

r_g ;‘;s;‘:hesis, portanto, i'ndica que devemos antes
e a operacdo indicada pelo signal que ©

g = effectuar entre os termos que elle com

e:;s Operacoes indicadas pelos signaes que

s termos.

e Combinagao das duas
i _.Pt-‘ca- systhematica,

30 dos termos semelhantes,

prB’-

transformagoes deduz-se
que simplifica muito a
que consiste em
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reduzir pela somma todos os termos positivos a um
86, todos os negativos a um outro e finalmente 08
dois termos resultantes a um unico pela subtracgao.

Da formagdo y—a—x origindo-se as quantidades
denominadas negativas, isto é, precedidas do signal
menos (—).

Suppondo na formacdo y—a—x x==a-{-b teremos:
J—a—(a4-b) expressio que, como vemos, pode s€f
escripta sob a forma equivalente : yﬂ—-—a—'b'
Substituindo os dois primeiros termos pela expressd?
equivalente a—a—o, teremos y——b.

Suppondo ainda 2 formaciao y=—a—x, € send0:
Xx—a—b teremos :

y=2—{a—b) ou y—=a—a-}-b=-+Db

Antes de apreciar as quantidudes—b e | P gis
nos dio as transformacdes effectuadas convém DO™
tar a modificagio singular que apresentam 0%
gnaes do subtrahendo a+b e a—b nos casos 1
considerdmos, e cuja explicacio racional cumpre S
tabelecer. )

Abstrahinde do caracter particular dos Dﬂm?-’::-;
Para s6 considerar suas relacdes mutuas, 9 "sf"gb,
humaro sentiu a absoluta necessidade dos & N
los geraes com que os differentes modos de do
pudessem ser traduzidos, sem despertar & nogh? 28
valor dos elementos constitutivos, € desde €8 ul‘ﬂ
letras passaram a representar as grandesas % =
modo geral. '

Este maior grdo de abstraccdo, comprét
3o podia de modo algum modificar as 16 &
ricas ji entdo conhecidas, mas simplesmeBt®
traduzil-as de um modo geral, que permett_l-’f‘-a; .
uma mesma formula abranger todos 0S casos
Uvos a cada uma d’ellas, quando nestes & =

s put
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dade s6 se manifestasse no valor numerico dos ele-
mentos,

Assim é que as leis de formacg3o por somma, por
8ubtraccdo, por multiplicagdo, ete., sdo traduzidas no
dominio algebrico pelas formacdes simples de somma,
d.iﬁ'el‘enf;a, producto, etc., de cujas expressoes € pos-
Sivel deduzir todos os casos numericos COrrespon-
dentes,

Em arithmetica nés sabemos que a lei que liga os
etlementos de uma somma ¢ a seguinte: a somma
Varia na razio directa das parcellas ; e a que liga os
termos de uma subtracg3o 6 a seguinte: o resto
Yatia na razio directa do minuendo, e na inversa
do subtrahendo. Estas leis nos sio dadas em arith-
Metica pelo estudo comparativo dos valores nume-
Mcos dos elementos considerados, ellas apresentam
Um modg de dependencia geral entre estes ele-
Mentos

Desde que a algebra abstrahe da nogdo de valor
Para g4 apreciar o modo de relacio é claro, uma
gez representados os elementos pumericos por sym-

0s B’eraes, que as expressfjes da somma @ do reslo
:efao algebricamente constituidas de mod-o que as
IS enunciadas se apresentem claramente indicadas
'ent_re 0S elementos parcellas, para a somma, © os ele-
.-me'nt“"-‘ subtrahendo ¢ minuendo, para 2 subtrac-

A lei da somma indicando que a somma varia na
: directa das parcellas, nos leva a caracterisar
w.'mma de mujtas parcellas quacsquer rerﬁeﬁ:
eg %8 por uma expressio em que_cadﬂ parce
. 8tva o sey signal de modo @ exprimir a lei que
8a a4 elame:ﬁo resultante de sua concurrencia.
A lei da subtragdo nos indica gque o resfo Vvaria
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directaments com o minuendo e inversamente com
0 subtrahendo. ol <.
A composi¢do algebrica do resto deve, pois, indi-
car os dois modos distinctos de dependencia que 3
lei representa. Para traduzir o primeiro eBGTOV“’;e_
a expressio do minuendo mantendo os signaes 0€
todos os seus termos, o que mostra que na expres=
s30 do resto estio sommados ou subtrahidos tOdU‘f
0s termos sommados ou subtrahidos a0 min'-lﬁf_'d_“_;'
a outra parte da expresssio do resto deveﬂdo_: _;;a_-
duzir o segundo modo de dependencia, para o!JtB ]‘:
oscrevesse, separada pelo signal correspondente Eu‘rfﬂ.-:
tracedo, a expressdo do subtrahendo em seguida @
minuendo, tornando n'aquelle positivos todos ‘f’o
termos negativos, e negativos todos os termos P";';. _
tivos, de modo a indicar que todos os elemen (=
que diviam augmentar o subtrahendo estdo I difg _19
nuindo o resto, ¢ todos os que deviam dimint!
estdo augmentando o resto. e
Tal 6 a explicagio racional que uma justa llgacl‘.
entre a algebra e a arithmetica permitte dar @ moﬁ
ficacdio dos signaes nas transformacdes que estudﬂ?ﬁ"
Podemos agora passar a estabelecer 0 vc'rdade'lf-‘
modo por que devemos considerar abstractamente® ¥
quantidades negativas. o dos
E' isto tanto mais uecessario quanto & este uma& i
pontos fundamentaes do dominio algeb"'ic?".a;l"}"—t b
hoje obscurecidg pelas divagacaes metﬂphlﬁf"@r )
Consideremos a formagio y—a-—rx.. SEER
Xx==i--b temos y=a—(a-}-b). Jor®
O termo b estando solnmado 2o sub“'ahen:t.},o e
gar snb‘trnhido 4 expressio do resto, 0 'f'prm(rs- 2
bam.-esta_ndo Sommado ao subtrahendo d‘*wf"", ¥

trahido

4 expressio dg resto, onde o minuck
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com o seu signal em virtude da lei numerica acima
enunciada.

Teremos pois: y—=a—a—b=—b (1)

O signal menos que precede b indica, portanto,
que esta grandeza deve ser subtrahida, do mesmo
modo que o signal mais indica que deve ser som-
mada,

Assim, pois, os signaes mais e menos que acom=
Panham as quanti dades indicam simplesmente apera-
g0es a effectuar ¢ de modo algum influem sobre seu
'_Yalﬂl‘ numerico: -}-a ¢ —a sio duas grandezas de
1gual valor, indicando a diversidade dos signaes que
ellas devem ser submettidas a duas operacoes con-
trarfas,

s quantidades negativas resultam como mostra a
®Xpressio (1) de transformacdes t30 nOrmacs quanto
- % que originam as grandezas positivas. A questlo
 Stiem nao querer interpretal-as como typos abs-
"';.',l-"acms isolados o sim como resultado de um con:
Jlncto de transformacoes subtendidas.

Toda quantidade negativa, portanto,—b por exeim=
, ':Pl_o,_,- péde ser sempre substituida por uma formuia
'F{l‘!uraleme da férma y—a—xX., satisfazendo a con-
'€30  unjca estabelecida pela igualdade x:-_?a--}—b.
9 Mesmg modo que toda quantidade positiva-b
B0 cor sempre substituida por uma formula equi-
®nte dy fsrma y—a—s satisfazendo a condigao
€2 estabelecida pela igualdade x==a—b, ‘Tepre-
2 0Rndo b em qualquer dos dois casos uma gran=
—7. Aualquer, b
9 eXistem quautidadcs positi

#0do 56 dejxa de considerar @ quan
g, i : lacio as

S om 4 ara consideral-a em T€ gi
f bsoluto p S abtidade b é

~

UCs somng ¢ subtragdo. -

vas e negativas
tidade alge-
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b

tdo impossivel de conceber como a quantldmif—;b;
uma vez que nio se ligue a cafla. uma de :odns
ideia da operacdo indicada pelo lmgnal, isto é, e
as vezes que deixar-se de considerac essas exp o
§0es como derivando-se ou sendo eq:uwalentcs ru
uma expressio da férma y—a—x satisfazendo P; .
cada uma respectivamente as condigdes x::a-l'odo
x—=a—b, para consideral-as isoladamente. Este mera-
de vér explica muito naturalmente tod:}s as 0p
goes feitas sobre as quantidades negativas. 5

Snpponhamos em primeiro logar que se tem
sommar—b e -d.

Teremos d--(—h) substituindo —b pela fqrm.“h g
equivalente temos : T
d4~ (a—xj=d} (a—({a--b) ]=d—[--a——a—-—b—-"-‘-twa r
Sommar, portanto, uma quantitfade negat
a uma positiva equivale a subtrahil-a. Xi
Su;lptfnhamos q?le se tem de subtrahir—b de+d
d—(—b)=d—(a—x}—d— a—(a-}-b)]=d—3+
a—+b=d--b :
Subtrahir uma qua—xi]—tidade negativa de uma e
tiva equivale, portanto, a sommal-a. tom 48
Supponhamos agora o caso em que se &5
sommar—b ¢ —( . L
__b+[_d)=ia—X]-H&,—x,}:t—E3+b}+l‘;:] r,
lﬂﬂ-dﬁ=ta—aa)—{a—ala—[d+b1=*‘dfaﬁ b
Para ter a somma de duas quantidadef neg; gl
portanto, sommam-se as quantidades ¢ dd-se 3 s
tado o signal menos. uljtﬂﬁm‘
Sopponhamos, finalmente, que se tem de su® el
—d de —b. y
~b—(—d) -‘-(a-—x)——(a,—-—xI):a —(a4-Db)—

H)—a—a,)—(a—a ) }-d—b=d—"D /

§
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_.Para subtrahir, portanto, uma quantidade nega-
va de uma outra troca-se o signal da quantidade
Subtrahendo e effectunse a subtraccdo.

lal ¢ o nogio positiva das quantidades negativas
38 quaes, como observa Comte, devemos sempre con-
8iderar, sob o ponto de vista puramente abstracto,
'001310 resultado de uma transformacio supposta an-
riormente effectuada.

}_EStG modo de encarar estas quantidades crémos que
fatisfaz aos votos de d’Alembert.

¢ Seria para desejar que nos tratados elementares
*¢ Procurasse esclarecer a theoria mathematica des-
::s quantidades (negativas) ou pelo menos que nao

.3 apresentasse de modo a deixar nos espiritos dos
Plincipian tes nocoes falsas. . ..

“Quando considerdmos a exatiddo e simplicidade
d‘ia- Operagdes algebricas sobre as guantidades ne-
Sativas, somos levados a crér que a ideia precisa que
oo ¢ fazer dessas quantidades é uma ideia simples

130 daduzida ¢ de uma metaphysica alambicada.

“ Para dascobrir a sua verdadeira nocdio cnmpre
2 em primeiro logar que as quantidades deno-
Nadas negativas, e que sdo falsamente conside-
4 mengreg que zero, 530 muitas vezes repre-
“udedn por quantidn.dcs reacs Como n:lx geon:.lf'?;:
_'tnﬁgas linhas negativas nio d_:ﬂ’er,em as p:lsrlrl:ma
linba opeia sua posigio relativamente a aig
U ponto commum. »
: ?hsﬁtl.‘indo as duas operagoes contrarias do do-
_ qn'_t{;;‘?ﬂéracto pela .contagem a partir detu:; :Ei:tz
. Xa em dois sentidos oppostos, i€
! 'il('-{:'jdu Coucreta das quantidades negativas estabe-
L. Por Descartes, 1,
€aso g ¢ —a, indicam duas quantidades

iy |
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igaaes que devem ser contadas a partir de umd
mesma origem em sentidos oppostos. Assim se -3
for contado para direita, —a deve ser contado pard
a esquerda ; se t+a for contada para cima, —a devé
ser contada para baiyo.
Se na formaclo y—a—x os termos fossem compos™
tos de differentes letras a transformagio se realisarit

do mesmo modo.
1 1 1

Assim 4a’h ?c*—3ath ¥ c*—a’h? ¢, ete,- =

Quando os dois termos nao sio semelhantes a trass
formacao reduz-se a escrever um em seguida do f"ut_lfof
separando-os pelo signal menos. Para subtrahir “Ei
binomio ou um polynomio de um monomio 0U P__‘_’Iﬁ_l' |
nomio qualqu‘er €screve-se a expressao suBtrahQ .m
trocando-se os signaes de todos os seus termos S5
seguida a expressdo minuendo separadas pelo SIEEE
menos. A

A expressio do resto, como a da somma, P“-‘_if
simplificada todas as vezes que existir termos S'E-l_n
lhantes e neste caso ostes termos devem Ser ‘f"'d
tuidos pela formula monomia equivalente, dedut=t
segundo as regras ji estabeleciilas. -

Assim, por exemplo, o resto da subtracgdo o8
polynomios :

1

i 1 : x |
To' 82Tl o | b7 ¢ BatfTa DT

' !
=T a—b 7 -4’

=
1 1 1 '
serd : Ta'8a¥ b LoTaqE '
T BT 7
B T ot —Aatt
+C* afh? —c'—=da

e o L
—-«:—c 4 a+2b 3 —--{;'.2
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No caso em que ndo se queira effectuar a trans-
formacdo indica-se simplesmente encerrando a ex-
Pressiio subtrahendo em um parenthesis, conservando
0S gigrnaes de seus termos, e separando da expressiio
minuendo pelo signal menos.

A transformagdo algebrica por subtracgio tem, pois,
Por objecto dadas duas ou mais expressdes para sub-
trabir de uma outra, transformar ecstas expressdes
M uma unica que seja equivalente a differenca en-
e 0s valores das primeiras. A simplicidade extrema

a8 duas transformagdes que acabamos de estudar
108 deixam ver o quanto a abstracgd@o da nocdo de
Yalor 6 necessaria para facilitar a transformagio das
relacges |

A possibilidade numerica (e substituir dois ou
MAis numeros por um unico rsprcsentando a sua
ﬂﬂ.mma ou a sua differenca, fica algebricamente res-

gida a0 caso especial de semelhanca dos differen-
~S termos combinados, do que resulta a vantagem
ﬁextm“Pdinaria de poder-se manter 0 modo final d.e
el edo por que o elemento procurado se acha consti-

o pelos dados conhecidos, dispensando assim a
$80vacto do calculo sempre que sc tratar de pro-
R “Mas que 56 diffirdo pelos valores numericos dos
L Iﬁo,.
cﬂnsideremos agora a formagdo y=iX. Fazepdo
Beny, [c'emos y==(a (1), expressio que se repre:

i ) ;: al)reviadamentc sob a forma y;a’ (2). {7
’% COmparagzo das formulas (1) ¢ (2] nos val pef-
o 0T estabnlocer o modo de derivar a segunda da
i "u?ell'a. P
: --(l:-":".‘l’-amndo as Juas vémos que 2 primmra‘ 58 cor=
: dois factores tendo a mesma parte htPeml &
* Cada yy (estes factores tem o coefficiente ¢

*
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0 expoente iguaes a unidade, emquanto que a 56=
gundo contém apenas um factor tendo a mesma
parte litteral commum aos dois factores da primeirs,
tendo para coefficiente o producto dos coefficientes
deses dois factores e para expoente a somma dos SeUs =
eéxpoentes.

Para passarmos, portanto, da formula (1) para 3
sua equivalente (2) basta multiplicarmos os coeiti=
cientes dos factores da primeira ¢ dar esse producto
para coefficiente do unico factor da formula (2) qu8
tem a mesma parte litteral commum aos dois factos
res da formula (1) e para expoente a somma dos €57
poentes desses factores. -

Entrando, portanto, com uma mnova condigo &
_lat"'a 203 expoentes e¢ mudando a condigdo 9¢
1gualdade de somma on differenca dos coefficient®s
em‘condiqao de igualdade do producto desses cog~
f-_ﬁc‘e,nte”' podemos applicar a esta t’ransﬁ)tmﬂ-‘i{_'ﬂ-;of
consideragdes semelhantes as que fizemos para &%
duas transformacoes anteriores. :

Assim, a formuyla Y—=a® tem uma infinidade d"f‘, 5
mulas equivalentes da formula y—a)a, differi®=s
oPenas entre si pelos expoentes ¢ coefficientes
factores, que devem satisfazer, em cada uma 485
formulaaf, 08 primeiros, a condigio de tercm i
Dnaaagualiaio, expoente do unico factor d%'-'
mula {2 e os scgundos a de terem um Producm I-_l
a 1, coefficients do unico termo da formula -l.g)‘-j_._

Agpim a8 formulas yt, y—1a2a, 5=9°2

\
-;—a #re.. 830 equivalentes,

n A formula (2] nfio & modificada de mod"n!gﬂ
umero de factores da formula (1), que pode s
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uer, contanto que os coefficientes e expoentes dos
Ctores, que devem ter a mesma parte litteral g,

fatisfacam em cada uma das formulas as condicdes
| Sstabelecidas.

Assi . < '
S8l as formulas y—a®, y—3a 10 X—:;'a 10, y—y *
e 1 7
Xa® xaa® y=2,T X LaT %2 FXa®,. ..
%30 equivalentes.
4 fle um modo geral : a formula y=a* tem uma
Midade de formulas equivalentesda forma y—ma® X
t 3"UXm,a%*¢. .. satisfazendo todas as condigdes
Wabelecidas pelas igualdades mXm,Xm,X...=1
-,nl "l'n:+ 2
Juntarmos a formula (1) mais um fictor a
lere-mos Y=a){aXa substituindo a)}a pela formula
aqmvale“te a? temos y—a®)<a, que transformada do
M0 modo nos di y=—a*
dois, .:uﬂtarmos successivamente a formula (1) mais
. res, sdo, quatro ete, factores obteremos de um
® 1dentico =gl y—a? v —alelos
 todas estas formulas applicio-se as consideracdes
mc,diﬁﬁzlerm;is para a formula (2) fazendo apenas a
dages €3¢do conveniente para cada caso nas igual-
E oy Condicionaes, isto é, fazendo no primeiro caso
ﬁ‘nt.emm-m membro da igualdade relativa aos coeffi-
harg : igual a 1 e 0 da dos expoentes igual a 3;
Todg Segundo igual a 1 e a 4 etc.
My, : 05 casos que vimos de considerar ndo sic{
' f‘ m(ﬁ“: 4 repeticdoda 0peraqii'o fi um'lamental. y=—aXxx
By M0s esta formagdo é mais complicada que
ﬁ% Primairag porque nas primeiras so ha modi-
Reay

infy
m

U0s cogfficientes, o termo formado tem a
Parte litera] ¢ o mesmo expoente que qual-
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quer um dos termos que contribuiram para_sta for_;_l
macdo, emquanto que nesta ultima modificdio-se 0
coefficientes e expoentes. _

As duas primeiras exigem a semelhanca dos tcrmﬂé-
nas formulas; na ultima esta condicdo nao é neces
sara em relagdo aos factores; o termo formadQ ﬂa:
primeiras é sempre semelhante a qualquer dos t.ermod
que concorreram para sua formacgdo, na ultlma'dwﬁ
termo formado nunca ¢ semelhante a nenhum
factores que o formaram. .- de3

As formulas y—a?, y—a? y—a* etc. tomam a d&°
nominagio de potencias de a, e as operacoes

y=—aXXa, y—aXa)<a, etc. 10 30
a de elevagio a potencia, que constitue um mo ntﬁt'i-h
formagao especial de que trataremos p:u:ticmlzu'ﬂ:l:’M 2

Assim se diz : segunda polencia ou quadlrado P
terceira polencia ou cubo de a, quarla potencid de a
Chama-se, pois, potencia a um producto de faiaqn
1guaes, e nesse caso o expoente toma a denomIB® I_
de expoente da potencia. .. pelo

A elevagio 4 potencia destinguese, Pc’_‘? 408«
caracter particular de serem todos 0s factores hele

As duas igualdades condicionaes que esta b
mOs n0s mostram que, neste caso espéciak PL{
ter-se a formula transformada equivalente b?sum'
vard potencia considerada a coefficiente _dq_' e
factores e multiplicar o sen expoente pellﬂ .e-.___
da potencia. e

Si nas formulas que temos considerﬂd” 5_..
cientes ¢ expoentes dos factores nio fmw&“
3 unidade a transformacgzo teria lugar 4%
modo. e
" Quando na formagio y—a)x os factor
2 mesma parte literal a transformagdo &
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.
* Modo identico a0 anterior praticando-se em relagio
- 4 cada letra tudo o que dissemos em relagio a a.
Assim o coefficiente do termo formado é igual ao
Producto dos coefdcientes de todos os factores que
foncorrerem para a sua formacgdo e todas as letras
f0tram no termo formado cada uma com um ex-
Poente igual 2 somma dos expoentes que tém nos
differentes factores.
0 seguinte exemplo tornard isto claro:
y=—=5a*b X 2ac X 3afc’=—=30a'bc’f
Quando o expoente de uma quantidade apresen-
~, € 50b a férma fraccionaria tendo para numera-
"' 3 unidade a expressdo denomina-se raiz dessa
- Vantidage,

Assim temog

1 1

p a.? a:; a:‘r

I“o.miz segunda ou quadrada de a, raiz terceira ou

.03 de a, raiz quarta de a, etc. A operagao

1 1 i

?d!n {a),_2 (a), 3 [(a), % etc.

1L Dinase extraccio de raiz e constitue uma ope-

;E“::mfﬁsti“cm, Opgmsta a elevagdo i potcnc_ia. ! 0
s , . 'ador do expoente neste caso chama-se indice
”“g‘ando 0 expoente fraccionario n&o tem para nume-

Q;bunidadc. sempre indica duas operacgoes: uma
%90 2 poteneia e uma extracgdo de raiz. Assim

i, ém virtude do que estabelecemos’ ante-
"' substituir-se pela formula equivalente
g 11
= o - .
- ou[a 3] isto é, a potencia -0u raiz cubica do

-
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quadrado de a ouo quadrado da potencia% ou rai
cubica de a. LA
A cada um dos expoentes inteiros corresponde Ul
outro de forma fraccionaria cujo numerador € a uBl®
dade e o denominador o expoeate da potencia int.e_lfa-
R
Assima at, a*, a*, ete. correspondem a 2, g% at e‘t_c_.-»
Cada uma das potencias inteiras e a sua cOIest
pondente fraccionaria, gosam da propriedade de Pﬁ: 3
ticadas successivamente em uma mesma quantida-‘l&-_
se destruirem.
Denomina-se grdo de um termo a somma dosex= =
poentes de todas as letras que entram nesse term g..-;h
Os expoentes fraccionarios estdo sujeitos ds mes é;
leis de transformacio que os expoentes inteiros @ u
sido até Loje representados por um signal espetEey
denominado radicaly ™, o qual convém dispen?:‘.“- ét)r -
dominio algebrico. Nao ha razio alguma que j“s-t.lﬁq‘%
a separacdo estabelecida entre us expoentes inteu®
os fraccionarios. Sga corcepgdo de expoente CORO =
numero indicando os factores que entram B3 ..coﬂ -
81¢30 de um termo algebrico poderia levar 30 SHC
belecimento de tfo nociva separagi0. 9U® SHl
comsigo o grave prejuizo de romper a contiB¥ e
indispensavel no dominio scientifico. Quer 0%
entt?s:inteiros quer os fraccionarios, positive
8alivos, estdo sujeitos 4s mesmas leis d&
magdo e como vimos, as espressoes [orma%
exP0¢ntes 1nteiros podem ter para. e‘i“”“;f‘.l.l a yiCe’
pressdes formadas por expoentes fraccionarios =
versa, '
_ 0_ ua0 _d-°-9 radicaes traz ainda mais 2 B¢
_ﬁ.EIEOfﬁ‘tmnsforMaqﬁes para lidar com &
: ; alem de que semelhante nowiml
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’flaqﬁo alguma com a transformacgio ou operacdo in-
' dicada, inconvenientes que ji d'Alembert fazia sentir
! B3 encyclopedia.

Supponhamos agora, que se trata de multiplicar
L',_a-..b porc. Para obtermos a expressio do producto,
€ necessario multiplicarmos a por ¢ e subtrahir do
~8sultado o producto de ¢ por b, porque a—b sendo
. Wenor que a da quantidade b, o seu producto por ¢
“€Ve ser menor que o producto de a por ¢ de uma
~AVantidade b)o. A expressio equivalente de pro-
H4Cto vem a ser portanto ac—bc.

Seja em segundo lugar multiplicar a —b por c—d.
Presentando o segundo binomio por m teremos re-
- M2do a questao 4 determinagdo do producto de m

Po

a«? 8—b. Como vimos a pouco temos para expressao
"$8%6 producto ma—mb.

~Sabstituindo em lugar de m o scu valor teremos
ﬁHl""b[C—d]:ac—-ad——-[bc-|—bd]=ac——ad—-bc
U4, Assim, pois. um simples artificio reduziu a
Eﬁl‘l’nda} questio a repetir um certo numero de vezes
“Pimeira ¢ 3 uma subtraccdc.

o UPPOnhamos em terceiro lugar que tenhamos do
“}'E'Plicar a—b-{—c por d—e. Representando por m
"Omio a—h fica esta questdo reduzida 4 anterior,
my ° 2 determinacao do producto de dois bimonios
dugy, Por d—e. Doterminando a expressdo d'este pro-
ilnd chO anteriormente o fizemos teremos :

e fﬂd. —me—ec. Substituindo em lugar de m 0
20T teremos: (a —b) d—}—cd—(a—b)e—-ec_—:.ad--—bd
sde ~+tcd—ae-}-be—ec. ;
®0hamos, finalmente, que se tem de multi-
+b—c por d —c}-k. Representando a-b
®d—e por u, temos reduzido a questio a
~'Magdo do producto das duas expressoes m—c
Eiementos ds Algebra—21

e S .y
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> ae—ec——af—j—fc—_—_fc—-ec—-(af—ne):c (f—-ﬂ]""’[r 4

~dois polynomios & necessario formar todos

LT

por n--k que nos di nm—nctkm--ke. Substi= =
tuindo m e n pelos seus valores, t:;remos (aera
(d—e)—(d—e)c+(a-}-b)k—kc effectuando as OpEres
¢oes indicadas, temos ad--bd—ae - be—-cd—[—c&-l-*ﬁk

+bk—ke. .

Assim, pois, por meio de contracgdes reduz ..
a multiplicagdo de dois polynomos quaesquer a um@
maior ou menor numero de multiplicagoes de V&
monomio por um binomio ou a uma serie de tran -"
magdes da férma ca==b).

Ainda se reduz a este caso a multiplicagdo
quantidades negativas isoladas. Supponhamos que ==
tem de multiplicar—d por—h. Como vimos pOng .
substituir— d pela férmula equivalente a—¢, S
c=a--d, e d—h por e—f sendo f—e-h. ~

Temos portanto, —d — a— ¢ e —h—e—f 0" &
c—a (1) h=f—o. i

A questio estd portanto reduzida a determinas
do producto (a—c) (e—f) que nos da como VI

iriamos

substitutuindo f—e pelo seu valor A @).temm.ﬁ.’;

(a—c) (e—f)=ch—ah= (0—3]h #5
Substituindo c—a pelo seu valor (1) teremos (3=
(e—f)=dh e portanto—d¥—h—dh. |

Supponhdmos que se trata de multiplicar 3 P
Substituindo—b por c—d sendo <
—b=—c—d.

Fica assim a questio reduzida a detersul?
producto (¢c—dja, o que nés dé ac—ad=
-—gb. A inspecgdo destes resultados nos i
_ Primeiro que para obter a expressdo do pr

tos do multiplicando por cada um dos termo
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pPlicador ¢ sommar ou subtrahir no resultado final
'Ofllln um destes productos conforme o termo do mul-
Yiplicador que lhe corresponde é positivo ou ne-
Bativo.

Segundo, que todos os termos do producto, que re-
Sultaram da multiplicacdo de dois termos affectos do
Mmesmo signal, sio positivos, e todos os que resul-
taram da multiplicacio de dois termos de signacs
‘?Ofltrarios sio negativos, facto este consequente do
Primeiro, isto 6, da somma algebrica de todos os
jPl'Pductos parciaes de cada termo positivo do multi-
Pl{Cador pelo multiplicando, e da subtraccdo alge-
*ica de todos os productos parciaes de cada termo
18ativo do multiplicador pelo multiplicando.

A origem, pois, da modificagdo dos signaes na
Multiplicacso ¢ a transformagio por subtraccdo.

_Este facto foi por muito tempo um dos pontos ob-
2 irecidos pelo intervengao metaphysica no dominio
¢ Caleulo. No entanto nés vemos que elle nada tem
B __mjgtﬁrioso que exija subtilesas de argnumentagao
P—?“‘ Justifical-o cabalmente. Referida @ transformagao
% Bubtraceao a modificagdo dos signaes que apre-
M2 a formula do producto, fica a ligagdo logica
Pag; 38 transformacdes algebricas melhor e mais
'ODalmente estabelecida, mostrando claramente
_:D 0 modo de relagao cntre os elementos dos fac-
k% g d#hrmina uma modificagdo necessaria 0o m_odﬂ
.. '3¢30 entre os elementos do producto. B isto
t“"..mais era de esperar quanto nos sabemos que
08! rithmetica um producto varia quando variam
U8 factores, facto que algebricamente, onde ©
% dependencia ¢ essencial, devia necessarias
%€ manifestar de uma maneira preciza.
Ormagio dos signaes dos termos do producto
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tiplicagio de m—2 polynomios, e assim

:-,‘lg!;i;_!_ngio de um dos polynumios dados, pO?'_-“?
‘io equivalente ao producto dos m-—1 outros
28 .-Ellmi-tivgg. ¢ este caso por sua vez Se
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pelos signaes dos termos factores, pode ser represens
tada pela imagem :
FX =+
£ S = —
—X 4 =—

D'aqui resulta a seguinte regra para deter
a expressdo do produto de dois polynomios: _m“lt”'
plicao-se todos os termos de polynomio mulﬁPh_can"? ;
por cada um dos termos do polynomio multiP“‘f“dqr..
e dd-se a cada termo assim formado o signal ma-__,g-_.olkl. |
menos conforme os termos multiplicados tém e
mesmos ou differentes signaes. P

Apreciado o caso em que a multiplicaga0 da-_ﬂ,:'
entre dois polynomios, todos os casos compleso?" '
elle se reduzem por um artificio identico a0 "]-“e?" z
emprega na arithmetica para reduzir a multiplica 5
de muitos numeros ao caso fundamental, UBIEOSE
recto, de dois factores. - -

Assim considerando um numero qualquer ™
polynomios a multiplicar, determina-se em '_P."-.l
logar a expressio do producto de dois d’entf® %
e esta expressio reunida aos m—2 factorés
tes, reduzird a questdo 4 multiplicagdo deg
polynomios; determina-se a expressdo equ¥
20 producto de um dos m—2 polynomios P?P_-“‘
sdo producto jd obtida, e este novo Pounﬁmm
nido 20s m—3 restantes reduzird a questd® %o

minat

.

até que, finalmente, a questdo ficard reduzids

serie de casos -.fundamentaea—multiPlidﬂﬂ
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Monomio por outro, unico caso em que a multiplicacdo
€ directamente effectuada. A expressio do producto
final sendo uma combinacdo por somma ou subtracciio
€ Um maior ou menor numero de termos, 6 claro
que pode ser simplificada sempre que n'ella houver
termos semelhantes.

0 modo geral por que se effectua a transformacido
PO multiplicagio comporta um aperfeicoamento sys-
"_Gmatico, que embora muito simples traz incontes-
- 'aveis vantagens para o calculo. Este aperfeicoamento

€0nsiste om ordenar os polynomios dados em relagio
$Uma mesma letra, de modo que o expoente desta
“travidecrescendosuccessivamente do primeiro termo
0 ultimo. Disto resulta immediatamente que ha em
S® producto de dous polynomios, dois termos que
M40 podem ter semelhantes e portanto ndo podem ser
- "®Quzidos: o primeiro como resultando da multipli-
430 dos termos em que o0s expoentes da letra orde-
!,n'ad“l'a 810 maiores; e o ultimo como producto da
[ ;.m_u]tiplicaqﬁo dos dous termos em que os expoentes
~ " '®tra ordenadora sao os menores.

-, Assim, pois, omenor numero de termos que po-du
it: O producto de dous polynomios & dois; e o maior
Serg ¢ ado pelo producto do numero de termos do
Uplicandg pelo do multiplicador no caso de nao
e reducego de termos semelhantes.

* dois casos s3o caracterisadas nos dois exem-

x'—2x3 -4x*—8x+4-16
x--2
x5——2x‘—1—lx’-—8x’--|'-lﬁx
ﬂx‘—-elx-"-]—Sx’-—l 6x-}-32
x* +32
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2°. bx*Lcx-|-d
dx-}-e

dbx?4-dex*4-d*x
+-ebx*}-ecx-|-ed
dbx*dex*f-d*xf-ebx*f-ecxfed
A multiplicacdo algebrica é, pois, a transformagi® '
que tem por objecto dadas duas ou mais GK'P""’%G# |
para multiplicar, determinar uma terceira equivd®
lente ao producto das expressoes dadas, ou por cJ'u.t‘:'a;ii -
dada uma expressio de forma y=ab, dcterrﬂ_m%_s_”
uma expressfio da forma x—c=+d tal que tenhaﬂ}"_:‘ {
a igualdade ab—=c==d, sendo a, b. ¢, d, polynom
qnaesquer. e
Nés terminaremos a apreciagio desta transform .
gdo considerando alguns casos especiaes de MUSE
plicagio em que se torna patente a vantage® g
emprego dos symbolos geraes para facilitar 3 dosc?
berta das leis no dominio abstracto. e
Consideremos em primeiro logar a mﬂl“l’-hca‘ﬁ
de dois linomios iguaes a (a--b). :
Teremos : o K]
(a-Hblfa-by=a’f-abfab-beatH 28042
A inspecgdo deste resultado nos mostl"f q
quadrado de um binomio ¢ izual ao ‘I“a‘k;
primeiro termo, mais o dobro do primeire P®
gundo, mais o quadrado do segundo. O conhect™
desta lei fundamental, difficil de obter-3¢
emprego dos algarismos, ¢, como vemos, ©
cilmente dado com o amprego os s_vmh_‘?l“
de' modo que uma vez clla conhecida, tor
pensavel effectuar a multiplicaciio directame®
Stituindo-so imwediatamente s formula ﬁ“‘l
duz algebricamente a Jej.
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Seja agora a multiplicacdo entre os binomios
{a—b). Teremos
~ {a—b) (a—b)=a’—ab—ab-}-b=a’*—2ab}-b?
9 que nos mostra que a lei 6a mesma que no pri-
Meiro caso apenas differindo no signal do segundo
termo, que aqui é negativo.
Seja, finalmente, multiplicar (a—b) por (a-f-b).
Temos:
(a—b) (a4-b)==a*4-ab—ab—b*=a’—b*
ste resultado nos indica a seguinte lei: o producto
.~ Somma de duas quantidades pela sua differenga é
'8ual 4 differcnga eutre os quadrados das mesmas
4antidades.
 Todas estag leis, que tdo facilmente obtemos com
® annotacao algebrica, trazem, como vantagem uma
Worme economia de tempo. simplificando os cal-
< S, dispensando muitas transformagoes directas e,
!u_ulmeute. desde jé nos vem confirmar no dominio
,-i:‘_raﬂﬂ. 0 fucto.importnntissimn que diarinment'e
~ 10s apresenta na sociedade do quanto o conheci-
t0 de uma lei pode poderosamente concorrer para
Par 0s nossos trabalhos. Quem desconhece a com-
dade que nos trouxe o conhecimento da lei de
eda o corpos, das astronomicas, das leis chimicas?
| 'ﬂm:- Calculo a questio 6 tambem evidente. O conhe-
Eﬂgjehnto da lei de formacso das incogn.itas pelas coef-
:Ma nas equagoes do 1° grdo, dispensa a phase
Yuag Ca da resolugio : o conhecimento da lel_ do
e fado, ¢ da lei do producto da somma ¢ da diffe-
:‘“&de duas ex pressoes na wmultiplicagdo, dlfpensam
Z.u%ctuar-se airectamento a tr?.usfurmfagaoo.s E;lt]a.
dirg ta 0 Outros ¢asps mais complicados da alg

.
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» - a .
Consideremos:, finalmente, a formacdo y——- Fa

zendo y—a teremos _Y-‘—_-—"-g“(l}o“ y=aisto é, 0 resulta.-_
do desta operagdo deve ser tal que multiplicado por )
scja igual a a ou se representarmos por g esse resulta-
do devemos ter a X q—a.Em virtudedo que esta_belf"'
cemos na transformagio anterior q deve ser 1gy
a a° pois que o scu expocute ¢ o de a devem satisfazef
a igualdade n4-n —=1.

Sendo 7n o expoente de g e ny o de a temos D
ou n—o.

Teremos pois: y—= —(1) ou y=a° (2); a° equivaler _
portanto, a unidade. 2, ol

A comparacto das duas formulas (1) e (%) vai 8%
permittir deduzir o modo de derivacao da formula (k
da formula (2). Comparando-as vemos que 2 S,
literal do termo unico da formula (2) é 8 me.srﬁ._% }
que 2 dos dous termos da formula (1); que© co% v
ciente do termo unico da formula (2) é igual 29 qw
ciente dos coefficientes dos dois termos d3 foml
(1) ¢, finalmente, que o expoente do termo dj ;dﬁ
mula (2) é igual a differenca entro 0 expoont® =
numerador ¢ o do denominador da formula (1]3 ﬂ,i

Para passar-mos, portanto, da formula 3"“:70:' >
para asua equivalente y—a®(2) basta dividie 0 % © ]
ficiente do numerador da formula (1) pelo “ '
minador e dar 0 quociente para coeffciente "2 2
unico da formula (2); subtrahir do expoente ﬂ
merador 0 do denominador e dar a differeBS® S
expoente do termo da formula (2). qllanw plre
litteral do termo de formula é a mesma qué &%
mos da formula (1) el

Este modo de derivacdo nos deixa ver QU7 .

mulas y=-= ¢ y—a° tom uma infinidade ¢

+1=1
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equivalentes differindo todas entre si apenas pelos
coeficientes ¢ expoentes de seus termos, devendo os
Primeiros em cada uma das formulas terem um quo-
ciente igual a unidade ¢ os segundos uma differenga
igual a zero.
Assim as formulas ’

ggo‘ equivalentes.
Yu de um modg geral as formulas (1) e (2) tem
ana infinidade de formulas equivalentes da forma

g

'b"u_i" satisfazendo todas as condigdes estabelecidas

i
p.
)
[l
#|e
«
I
- ul
o
Ilh-
Ir.:
-. .-.]...
, TS TS e  Tell T N R TR R VR TR rm"ma——~,

-
R ——

r@jlﬁ! igualdades E=1 n—n—0.
my Lo
Fazendo na formacdo y=-— c—a’ teremos
y:—a-'.-zal-?=ﬂ' :
a'
€ resultado & confirmado por outro modo de

*Uzir a formula a—1 A
St L ——._‘_X-—l—. subsﬁtuindo-‘—
a

> = _?_axﬂ—- a %
formuy], equivalente a° teremos
. a® L
e y—_——:ao-'_::a 1
.‘—' .:, - a3 .
M0 vimos a* equivale 2 unidade e,

W3 a~1 tem para equivalente a formula —

por'tanto. =




Wiy -

S il s

T — TN——

«da formula (2) teriapara coefficiente ©0 uncie
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a
Suppondo x=a’ teremos: y—'—-;-a-—-—‘“‘a_z on s

assim por diante.
1 - L
Se fizermos x=a ? teremos y——=12 23

Pﬂl‘ﬂ-

1
x==a 3 teremos: = B = , ete.
ol 7
Qualquer destas formulas tern uma infinidade d_°
formulas equivalentes satisfazendo cada um as condi®
digos que estabeledemos anteriormente relativam‘f““
aos coefficientes e expoentes, modificadas convenien”
temente para cada um dos casos considerados. Assim

para a primeira as condicdes serdo :

m m - —
s =l n—n,=—1, para o segundo;—‘--—"l nd‘
—n,——2, etc. Se 0 numerador e 0 denommadﬂf 3

: ) as
expressio — se composesse de differentes '

- .co
tranformacdo se faria do mesmo modo : o termo? l::lrlo
n

coefficiente do numerador e do de"c’mmadorqna.
etras

formula (1), para parte literal todas as | m
entram nos dois termos da formula (1) e ua-
com um expoente igual a differenca dos B-Imh
tes que tiverem no numerador ¢ Do denom"-l m

suppondo a letra que 86 existe em um dos t&F

existindo no outro com expoente zero. ; 5
D . . 2 Jeduzlm %
a simples inspecgso da formula y=75 %" s

- - e
immediataments a definicio desta operagdo alib‘wm
que vem a ser a transformaciio que tem PO' s ot
dada uma formala da forma - determinaf U™ (18
Q l'_.-P."$-

e

tra formula x=P'+Q' tal que tenhamosSg

/
:
|
|
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sendo P, Q. P,' Q' polynomios quaesquer. Supponha-
. Mos agora que se trata de dividir—a por b.

A expressio x a determinar deve ser tal que te-
nhamos xX b—-—a, isto é que multiplicada por b
reproduza niio sé6 o termo dividendo como o seu
Signal.

Ora, sendo a negative e b positivo, é claro que,
; ém virtude da regra de signaes estabelecida ante-
Mormente, x deve ser megativo. A expressio do
fuociente —* vem a ser portanto—ab=—'. Si bhfosse
. Begativo e a positivo, isto é, se tivessemos— ou

X —b—a, x ainda deveria ser negativo porque—3xX

~=_. si be a fossem negativos, isto &, si tives-

femos — ou xX—b=—a, = deveria ser positivo

F?rque —X-}=— si, finalmente, a € b fossem po-

f1tivos, isto &, si tivessemos ‘i."i' ou xXb-=2, x de-

Yeria ser positivo porque - X+=+- :I‘od'a.s as ve-
- %, portanto, que os termos 3 dividir tiverem 0

Hesmo igual o termo resultante ou guociente tera

D oo .
. 81gnal majs, e todas as vezes que C€SsSes termos

i"'“:r{.*“’"“1 signaes differentes o termo resultante ou
liociente tors o signal wmenos. Tal 6 a regra dog
_"}B'uags da divisio que se traduz pelas imagens se-
.g.'-fl'lntﬂs:

i
|
|
|
_|

|
5+

--fn""rgm“- portanto, resumindo de um modo geral: as

Ulas da fgrma == ma®

% <= nia ™’ _ %
+  UMa infinidade de formulas equivalentes da férma
L 8% satisfazendo todas as regras dos signaes es-
Sl j

a5 eas condicoes B —m, n—n=—TI-
my g

— b e
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/Quando em vez de um termo composto de uma 50
letra no numerador e denominador tivermos termos =
compostos de differentes letras com differentes ex=
poentes, isto 6, quando nesses termos se combind=

rem as formagdes ax e X, como na expressio
a%b’c®

+b% procede-se em relagio a cada uma das letras
do mesmo modo que fizemos anteriormente. Assim

praticando temos :

athic’ ugh 4

pig =2 be
Quando uma letra qualquer entrar apenas em um dq?
termos suppde-se ella existindo no outro como €<

19,0 h
poente zero. A expressio 3bq ~ tem para equi¥d"
a’c
lente
a'h?c?d®
a*h°c2d3, ok
que nos dd ab%d—?. A inspecgao desto resultado T

mostra que os factores que so6 entram Do numers d
ou divideudo, apparecem no quociente sem “lte-rag:é
a!guma; 0S que s6 entram no denominador ot~
VISOr apparecem no quocientes com 0 mesm0 € _
ente tomado com signal contrario, ¢ ﬁﬂalmenu‘ 2
f:fctoreg iguses que entram no dividendo © i
VIS0t ndo apparecem no quociente, isto € fazem 5, 0
delle com o expoente zero. Si o numerador @ © L
nominador t&m coefficientes numericos diff =
da unidade, a transformacio 6 a mesmd &/
S0 para coefficiente do qu.ociente 0 quo_ﬁ!e‘-
coefficiente do numerador pelo do denominaddf= =
gnal do quociente neste caso determina-se
POr que fizemos quando considerimos 3PP
fetra no numerador ¢ no denominador-
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| -(?omparando os differentes resultados que temos
0btido no estudo destas tranformacdes vé-se immedia-
tamente que muitas vezes os differentes modos de
transformagio pedem se substituir dando resultados
i : 4a?
“Quivalentes. Assim x—a-}-a, ==, x—3a—a,
= ] ] -
£=22Xa* on x—=—a?X4a ! s30 todas expressoes
“quivalentes a x—2a Do mesmo modo o termo 2a2 b3c26

@ Fhlpl
Yquivalente a 4;abbc?:' 3a%b3c?—ah¥e?, 2ab2% X abe,

b2 L2232, esse termo, portanto, pode ser obtido
Bor qualquer um dos modos de formagdo conside-
fados. Ainda mais, poderiamos substituir cada uma
3 €Xpressoes equivalente, por uma infinidade de
~MUtras, como vimos, de modo que o termo 2a?b%c? pode
Ser, algebricamente, formado por uma infinidade de
= Modos differentes. Partindo, portanto, da concep-
9 logica de considerar o termo algebrico o mais
& - Ples como composto de tres partes inseparaveis-coef-
“®hte, expoente e letra, podendo os dois primeiros
el qualquer numero inteiro, fraccionario, positivo
Begativo e mesmo uma letra e zero, chegamos
0 _5‘5 a0 estabelecimento de uma nocio clara sobre
e gxp"’-‘m_teS. negativos, fraccionarios e zero, dei-
day tr:, €vidente a genera}ldade e varicdade 113&1:utas
Var 3 nsformaqﬁes algebricas, como tambenfu dcnxat}ms
.ﬁmquanto é verdadeiro o ponto de vista logico,
.’-.-m[lnrtse consideram as expressoes Eegatlt'as £Omo
tivgg raﬂdo as mesmas transformacdes que as posi-

oy

j ntn‘ eXpressio toda original como—a e que sob o
R vista arithmetico ndo tem significagdo al-
€, sob ¢ ponto de vista algebrico, equivalente



imposigao das condicdes acima estabelecidas®

—Agay

a outras que todos aceitam como legitimas e nor
maes. T
Algebricamente dadas duas expressdes para dividifs.
é sempre possivel achar a expressio do quocientff
Julgames, portanto, completamente inutil a restries
¢ao da possibilidade desta transformacdo somente 5“35
casos que satisfazem as condicdes: 1° que no divi=
dendo entrem todas as letras que contem o divisor s
2° que o expoente de cada letra no dividendo 5"]3
maior ou pelo menos igual ao seu respectivo no 4
visor, e, finalmente, que o cocfficiente do primeir®
termo do dividendo seja divisivel pelo coefficiento do.
primeiro termo do divisor, estando ambos ordenados:
Nio vemos necessidade dessa particularisagdo de-}llﬁ?"
transformagao tao geral como as outras. Substitti®
a %2 por a° na cxpressio do quociente é t30 real ¥
gebricamente como substituir por a—3 (a) 2=5; pois que
a=3 & tdo equivalente a (2)2— como a° a (a)*~2 - ;
Aquelles que dao para resto da subtracgio -3-3“:’
—5a%b* a expressio—2a3Dh? e que admittem 3 =
tracedo tdo realizavel n'este caso como DO ©
525b?—3a8b2, porque consideram como imposHE

- . a¥ - an/.008
a divisio no Caso—e nio dio como expressi® & ;
a 3

4 &
quociente a—*? Nao serd uma expressao do quo®

al%eb"ico tdo exacta como a que se obtém B
i\
—_—2 0
= ? .

No caso particular, porém, em que se quel
minar um quociente inteiro, entio ¢ neC

Mas querer-se restringir a pgggibilidada' i
transformagio tao yeral como outra qua!
este caso - tao especial é desconhecer 0
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Caracter do calculo algebrico e muito se deixar do-
Minar pelos habitos arithmeticos.

Temos agora dois casos a considerar : a divisdo de
4m polynomio por um monomio; e a divisio de dois
. Polynomios.

Em qualquer d’estes casos a questdo reduz-se ac
€350 monomio fundamental, unico em que a diviedo
%€ effectua directamente. Para o 1° caso tomemos
4 eXpressao

Ax*+4-Bx'4-Cx*~*4-.....P

Nab?
Esta expressdo pode ser escripta :
axs uBxtgy. Cxif P

Nab® ' Nab* ' Nab?® ' '"'"-l_Nabi
0 : : :
nd‘f 2 operacdo se realisa entre dois monomios.
18to resulta uma transformagdo por vezes usada

n i p I "
9 calculp ¢ que cousiste em por em evidencia um fac-
Commun

Seja,

por exemplo, o polynomio:
L 8a‘b*c‘4-10 a’b’c’*—2a’bhc? -
: _e.uodamm_i considerar esta expressio como uqum-
fag 0: €quivalente ao producto do divisor 2a2 b? ¢? ,
ciénte COmmum a todos os seus termos, pelo- quo-
tope, 1U€ Se obtem dividindo-a por este divisor, e
008 assim
8“‘}”0*—}—10 a’b? c*—2a? b¥c? —R2a? b2 ¢?

Pasge (8a? b?c? ~}-Hac—D). _
da diy; mos 4 consideracdo do caso mais complexo

.. re;_ﬁo de dois polynomios.
Obge, | C¢30 deste caso uocaso monomio fundamental

y = referindo esta nova transformacao 4 transfor-

, ""énip,ep OF multipljcacao. Logicamente nés podemos
d‘ktn , SUppor a expressao dividendo como o pro-
- "% eXpressges divisora e quociente.




-— 336 —

e o divisor
e o ultimo
da mul

Sendo assim, ordenando-se o dividendo
em relacdo a uma mesma letra, 0 primeiro
termo do dividendo, segundo as indicacges
tiplicagao, ndo soffrerio nenhuma reduccdo, €, Po*”
tanto, o coefficiente do primeiro deve representar R
producto dos coefficientes dos primeiros termos 4o
divisor e do quociente, e os expoentes de suas lgtras
devem representar a somma dos expoentes corres®
pondentes ds mesmas letras nos termos do divisor ©
quociente ; 0 mesmo acontecerd com o ultimo term?
do dividendo relativamente aos ultimos iermos
divisor e do quociente.

Fica assim a determinacdo do 1° termo do ‘quo-
ciente referida a estes dois problemas numericos ¢
dado um producto de dois factores e um d'elles acka®
0 outro; dada uma somma de duas parcellas @ R
d’ellas achar a outra.

Disto resulta que para obter-se o ter
divide-se o coefficiente do 1° termo do dividendo
coefficiente do 1° termo do divisor e © qu°°ie'nt” ”‘
presentard o coefficiente do 1° termo do Q“UCiw-w':
subtrahe-se dos expoentes das letras do termo Id_ﬂ:#_-
dendo os expoentes correspondentes ds mesmas Iftt‘.'_ 3
no termo divisor e 03 restos serdo os expoentes ‘ﬂam
mesmas lettras no termo quociente, suppﬂﬂd"'” cosc
0 expoente zero no termo divisor as lettras qué
acharem no termo dividendo. do 0

Obtido o primeiro termo do quocientes fo"m..n&o'o
seu producto por todo o divisor € subtrahi® e
resultado da expressio dividendo, terem0s P"°'
Testo uma nova expressio que representds o-.gtl.
ducto do divisor pelos termos restantes d0 9% yicia
que t8m de ser determinados. Ordena-se a:iﬁééﬁ
dendo parcial em relagao 4 mesmalettra qU€ ey

- | e
mo quocien®
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- £por um identico raciocinio ao anterior obtem-se o
* %gundo termo do quociente, que multiplicado pelo
divisor o subtrahido o producto do dividendo
“onsiderado, nos dari uma outra expressdo, que
epresentars o producto do divisor pelos termos
_"‘1}18 restam a determinar no quociente ; e assim por
: alftc até que o resultado da subtracgdo seja nullo,
;‘neste caso o quociente terd um numero limi-
‘_MO de termos, ou até onde se queira no caso de
- 8er egte numero illimitado.

A regra da divisdo 6 assim obtida pela considera-
-:ﬁo P‘_lramente logica de suppor-se o dividendo como
?aPrOchto do divisor e do quociente, o que tem a
“Stagem de dar a esta transformagdo o mesmo ca-
fcter go generalidade com que sdo consideradas

!

% "8 @s outras, ndo restringindo-a ao caso especial

l:ﬁ'aj;i"%iente inteiro como faz a maioria dos compen-
~ . ®8peciacs,

3 . tido 0 modo logico por que o quociente se deriva

' ‘_"‘-’ldendo e do divisor, a generalisagio dos expo-

. emanada das formagoes clemexstares nos per-
e estondor a regra aos casos fracciouarios e nega-

.e Outros quaesquer de modo que a transfor-
.'H da divisao torna-se plenamente geral.

1. devemos, pois, distinguir dois casos:

1 A transformagao da divisdo é sempre possivel

S 4ue nao g sujeita a expressdo do quociente a

=T condicdo alguma especial; -

: A transformagao da divisdo, quando se exige
L SXpressao do quociente seja inteira. 86 6 pos-

H8lazendo o dividendo e o divisor determi-

' ultimg caso, todo particular, é que geral-

" % Costuma reduzir a divisdo algebrica. Isto é
Elementos de Algsbra—22
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tanto mais para admirar quando mesmo em arithme= '
tica a divisdo ji sc nos apresenta com certo caracter
geral de transformagdo, pois que ahi o quociente =
pode ser inteiro como : , pode ser fraccionario como

%20.4 e, finalmente, pode ser uma dizima periodica

como —;——_"0.7777... Ora, que em arithmetica,onde 3
nocdo de valor é ponto capital, s6 se considere 2
divisio possivel no caso de ser o quociente inteir
admitte-se; mas que se queira estender esta restricga0
a um dominio em que se tem em vista principﬂlmente
transformar umas formulas cm outras sem que s &%
tere 0 modo de relagao por ellas traduzido, ndo ¢
nada racional.

Assim como em arithmetica o quociente péd_e )
sentar a férma fraccionaria de um numero {1ml 3
ou illimitado de algarismos, do mesmo modo €& -
gebra a expressio do quociente péde ser fracei®”
naria e ter um numero limitado ou illimitado
termos.

= w‘ ¥
Taes sdo os casos representados pelos ex

pl'e"
tad0

plos: ;
243‘::’-—-6a’x‘+12a2x:333x2_23‘_x:]i?,'_j
—24a‘x*4-6a’x'—]12a ?x}|3a—1 x* i
L
" Jate
—a—¢C ¢ .c?2 &
qop ol AT E
a

Consideremos o primeiro exemplo. oto
O dividendo sendo considerado como u®@ P r,l ,““ iy
do divisor dado pelo quociente, o termo 2428 ’ll‘% o
producto, em que o expoente da letra °"d"wd
€ 0 maior, é um termo que ndo soffreu TR

s
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0 coefficiente, pois, deste termo ou 21 & o producto de

ois _fa.ctores, um dado que é 8, coefficiente do 1° termo
d? f[l_ﬂsor. @ 0 outro que se procura, ¢ que se obtem
d:'nmndg 24 por 8, o que d4 3 para coefficiente do
& termo do quociente. () expoente de a no termo do
idendo sendo 4 representa a somma de duas par-
Cellas, uma conhecida que € 5, expoente de a no
lllht: ‘d_ivisor € Outra que se procura, e que se obtem
anindo algebricamente de 4 o expoente 5, o que,
ndo o artificio da subtracgao, nos di— 1 para
€hte de a no termo do quociente.
terminando de um modo identico o expoente de
Wy _tef’mﬂ do quociente, este termo serd 3a—Ix,3 que
. iu,fl‘PhCado pelo divisor e subtrahido o producto do
. Yi%endo nos di um resultado nullo. O quociente
. 'ste caso fraceionario em relagio a 4 e tem um
~€10 limitado de termos.
Ie“:lsegllndo exemplo consideragdes analogas nos
mﬁdj Para determinar 0 1° termo do quociente, a
"---;Visfor 0 1%termo a do dividendo pelo 1° termo a do
(', *%Qquenosdi 1 para 1° termo do quociente.
hﬂ?ﬁiucto deste termo pelo divisor a--c., subtra-
% dividendo, nos d4 um dividendo parcial —c,
:‘aﬂe dividigy por a nos dé —-.i, pata segundo ter-
fii,,;,-,d_" Quociente. Este termo multiplicado pelo di-
. @ subtrahido o producto do dividendo —¢ nos

% 3 .
B segundo dividendo parcial % que dividido

€Xpo

- Xno

e

_:,, ot ]
B 005 d5 — para 3° termo do quociente etc.
a _

U Asa:

';:lm Continuando nés veriamos logo que o quo-
- teria um pumero illimitado de termos, 0 que
“8te n3o constitue motivo para considerar-se

~ "™Macdo impossivel, uma vez que a expressio

T .y —g— Vo

e . ———— P — A
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do quociente ndo foi de antemdo sujeita 4 condicao
especial de ter um numero limitado de termos.

A transformacdo algebrica operou-se com
pode no

pleta-

mente mostrando-nos que a formula

calculo ser substituida pela formula 1—-—2—--}-—;—,—

R

a
de numero illimitado de termos, substituicdo esta que
constitue o caracter essencial das transformagoes =
gebricas. Desde que algebricamente a transformagid
da multiplicagao é sempre possivel, sejio quaes forem
os expoentes e coefficientes das letras dos termos nos
factores ; desde que a transformagao por subtrac.*;ﬁc :
nos d4 as formulas equivalentes aos casos nﬂmﬁ""_’a'
mente impossiveis em que o minuendo ¢ menor 44°
o subtrahendo, cemo acontece na subtrac¢a® a—23
ndo ha motivo algum logico para que tambem ndo 8¢
considere inteiramente geral a transformagd0 it
divisio, onde as modificacdes dos expoentes sio A¢”
terminadas pela subtracgdo. o

Por conseguinte se entre os expoentes das l;::;’
nos dois polynomios dados alguns ou todos forest ool
cionarios ou negativos a transformagd0 deve hs
rar-se de um modo identico. Se, por e;empl‘?
expoente de uma letra no termo do dividend? bﬂéﬁ
3 e no do divisor fosse —35, a subtracgd® 267 o ' _..
nos daria para expoente dessa letra DO g
quociente 34-5=8; se fossem --—::' G ‘;" 015 S
ente dessa letra no quociente seria ]

—_—

2 1 6 -
5 3 15 1%

e assim para outros casos quaesquer-
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Embora sempre possivel a transformagao que estu-
damos péde tornar-se mais ou menos laboriosa quando
~ 08 coefficientes da letra ordenadora sio polynomios

mais ou menos complexos. Taes sd0 os casos em que
08 polynomios dados apresentam a forma:
ffa, b, c...)x*}£(a, b, ... )x*='4......fa(a;b,c...)
 Nestes casos cada termo do quociente geral é ob-
fido' pela divisio de uma certa formacdo de a, b, ¢,
&tc., pelaformacio destas quantidades que representa
0 coefficiente do 1° termo do divisor, e nesta divisdo
Parcial ainda péde dar-se que a formacdode a, b, ...
‘Otdenada em relagio a a por exemplo, apresente para
foefficientes desta letra expressdes polynomias forma-
;Fﬁeﬁ de b, ¢. d...., de modo a complicar notavel-
- Mente a transformagio tornando-a demasiado la-
Oriogy Convew, porem, observar que estes casos,
*"F’Fdo 0s mais trabalhosos e complicados sdo tambem
05 ﬂ-'tenr:s uteis e frequentes.
P!Slo resulta, que uma vez que 0 quociente nao &
“leito g condi¢cio alguma especial a sua expressio
® ser gempre obtida segundo o modo estabele-
0 pela regrra geral, logicamenta instituida, podendo
™ exnressio ser inteira ou fraccionaria em relacio
M3 0y mais Jetras e ter um numero limitado ou

Mitado de termos.

[2

“tabelecido por esta forma o caracter gex:al da
tmucio da divisdo, nés vamos agora considerar
Particular em que © dividendo e o divisor
lynomios juteiros, ¢ em que a expressio do
“ehte fica sujeita a condicdo de tambem ser
Ppolynomio diz-se inteiro em relagdo a uma
Bando ern sua expressdo esta letra se acha
$omente (e expoentes inteiros e positivos, ou
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por outra quando esta letra ndo estd submettids
radical nem se acha em denominador.

A condicdio de ser inteiro imposta a0 quocient® do
dois polynomios inteiros pode ser ou somente T
tiva 4 letca ordenadora, ou a todas as letras q““-en'
tram nas expressoes dadas, caso mais particulal‘ aind?
que o primeiro. No primeiro caso, ordenados 0% P
lynomios em relagio a uma mesma letra, para 9%
o quociente seja inteiro, como a divisdo s6 se di di°
rectamente entre os primeiros termos do di"id"nd.o
Pl_'imitivo e dos dividendos parciaes e 0 1° termo dO dij
visor, é necessario: 1°® que os expoentes da letrd
ordenadora no 1° termo do dividendo dado © e
primeiros termos dos differentes dividendos Parcmt‘s
sejao maiores que o expoente d’essa letra 0o }¢ tel
do divisor ; 2° que o ultimo termo do dividendo dado
dividido pelo ultimo termo do divisor dé para ques
ciente um termo inteiro em relagdo a Ioti® ordena*
dora.

.No segundo caso é necessario :
acima mencionadas estendendo-as a todas a5 “%.
dos termos considerados ; 2° que no 1° termo do dlﬂ;
sor ndo entre letra alguma que nio S€ ache 1O
tc_zrmo do dividendo dudo ¢ nos primeiros termos dos
d1ﬁfcrentes dividendos parciaes.

Satisfeitas essas condicdes se no correr
macdo se obtiver para a expressdo do qnociﬂ te
termo em que a letra ordenadora tenha ud expoct
menor do que tem no termo directamente obtid? pele
divisio entre os ultimos termos do dividepdo dado ¢
do divisor ou maior no caso de se acharem o% ‘”‘lm’:
soes dadas ordenadas segundo as potenciﬂs cre ce.uo
tes, isto indica que ndo é possivel obter-s¢ 2 '-‘-‘I"'essza
inteira do quociente; o mesmo serd si S€ Y

da transfor”
nto nm
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im dividendo parcial em que o expoente da letra or-
fenadora no primeiro termo seja menor que O ex-
DPoente dessa letra no 1° termo do divisor.

. Neste caso o dividendo parcial considerado deno-
- Mina-se resto e ent3o a expressdo do quociente pade,
8 modo analogo ao que se ddi em arithmetica, ser
Sompletada por uma fracgdo cujo numerador é o resto
€ Cujo denominador é o divisor. Originadas assim as
*Epressges fraccionarias o processo systhematico por
389 se as simplifica constitue a theoria do maior
| YISO commum, que completard a nossa apreciagio
-_hl'e as transformacdes algebricas.

03 vamos agora considerar um caso particular da
830 cuja importancia no calculo exige uma apre-
040 especizl, Este caso é o da divisio entre um
‘f{lomio inteiro em z e um biononio da forma x—a.
Seja o polynomio ;

Ax=4 A xm—1LA xo—21 ... +Am

dividir pelo binomio x—a.

Ctuando a divisdo segundo a regra jd estabe-
4 temos -

A, (XPLLA xm—2 A x—a
% Aai Aga Axm—11(A - Aa)
. Aa? x4 14,3

+-Aaf)xm—3-....
p"eCiaqﬁo deste quociente nos mostra : 1°, que
10mio quociente é de grdo inferior de uma
€20 do dividendo; 2° que o coefficiente do
. 19 do quociente é igual ao do 1° termo do
fdo; o coefficiente do 2° termo do quociente
%€ multiplicando pelo 2° termo a do binomio
0 Coefficiente do termo anterior e sommando
_ "et0 a0 cocfficients A, do termo da mesma
= 10 dividende : o coefficiente do 3° termo do
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quociente, de um modo identico, obtem-se mulﬂglér
cando por a o coefficiente A +Aa da termo ﬂuﬂ_te i
¢ s8ommando o producto ao coefffciente A, do 3 “?'eu_
do dividendo dado, e assim por diante. RcPrcsdif_
tando, pois, por C, Cort O O n i e Cn—y 08 o
ferentes coefficientes do quociente, nés temos
seguintes igualdades -
C=A: Co=Ca+-A,C,=C,a+A,C, =C, a+As
wiwiay -Cnp— l‘—_—_cm — a—}—-ﬁm—l [1) m-
O testo obtem-se multiplicando C,_por a € 50
mando ao resultado Am . Teremos pois:
R:Cm—l ﬂ—'—Am (2) C por
Substituindo na segunda das equagoCs (1) [;m.
s6u valor A dadp pela primeira ; substituindo 0 v::sm
obtido para C, ng 3¢ equacdo e o valor dado por 220
Para C; na 4* e assim por diante, nés chegamo
valor seguinte para Cp_; °

C,n_I:Aam—'+A AN Am—1
d’onde resulta Para o resto a expressao :
R:—-__Aa“—{-—Ao a“‘-'+ ...... Am

A1© NOs mostra ser o vesto da divisao de um {C:g;
nomio inteiro em g pelo binomio x—a o result
QU6 8¢ obtém substituindo no polynomio x pora: ta-

Vejamos comg d’Alembert demonstrou isto d.lrec i0
mente e consideremos na demonstracdo o bmom;a
divisor tendo g forma mais geral (mx—a), que 00 ¢
Particular de m—] reduz-se a x—a. rvir

S9ja Fix) o polynomio inteiro em z que deve-s?-ao
de dividendo. Effectuando direciamente 2 (i““]aart;
€0mo 0 binomio diviggy 6do 1* grdu em z, € ceh-
qU€ & expressdo do resto pode ser obtida 1I:ld-cp'tf.!.
deute da g Chamuundo R resto e f (x) o quocict
n0s temos:

F(x)=(mx—a)f(x) }-R.



— 345 —

* Fazendo n’esta igualdade X=-—— 0 primeiro mem-
50 tomard um valor particular que chamaremos
"y ":-,-) quanto ao 2° membro, o 1° termo se annul-
» Pois que o factor (mx—a) para esse valor de
®fha-se nullo, e f(x) tem um valor determinado ; o
= termo que é o resto sendo independente de z n#o se

dlfe . a
*era, e a igualdade se transforma em: F(-m— )-—R.

Este resultado nos mostra que o resto da divisio
4m polynomio inteiro em z pelo binomio (mx—a)
S fesultado que se obtém substituindo no poly-
“110 em lugar de x o quociente do 2° termo do bi-
> 2 pelo coefficiente do seu 1° termo. Suppondo
, ~* Dos teriamos o resultado anteriormente obtido.
Ul resultam os seguintes e importantes corol-

gt Corollario—Se um polynomio inteiro em x, F(x),
P ula quando nelle se substitue x pelo gauantidade
A ''e polynomio é divisivel pelo binomio x—a.
UM effeito, sendo o resto da divisgo de F(x) por
o cSultado que se obetem substituindo z por a
Jhomig, desde que este resultado é nullo o resto
M € ¢ a divisio é exacta.

rollario—Se o polynomio F(x) si annula
telle se substitue successivamente z pelos
ddes differentes a, b. c,...k o polynomio é divi-
¥ producto (x—a) (x—b) (x—¢)......(x—k).
Mderando o valor @ o 1° corollario nos di:

F (x)=(x—a,f(x) (1)

fx) a [olynomio inteiro que representa o
. - Fazenio nesta igualdade x igual a b

5 o—(b—a)fi(b)
“Btidadesa, b, c etc sendo por bypothese diffe~

i
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rentes, esta igualdade s6 se pode verificar st

fi(by=o0. E como f(x) é um polyuomio-inteiro em X,

nés temos pelo principio demonstrado:
f(x)=(x—Db)f2(x)

Sendo f3(x) o polynomio inteiro quociente.
Substituindo este valor na expressio (1) teremos:
F(x)=(x—a) (x—Db)f,(x)

Fazendo nesta igualdade x—c o raciocinando ¢om®
anteriormente chegariamos a expressao:
F(x)=(x—a) (x—b)(x—0c)f,(x)
Operando para com os outros valores de um M
identico teriamos finalmente a expressao:
F(x)=(x—a)(x—b).........(x—k)
que demonstra o corollario. as
Sobre este principio estao baseados tres theorem
quo desde j& devemos conhecer.
Theorema.—Se nm polynomio inteiro em & dod o
m torna-se nullo para m--1 valores differentes eal-
elle sera nullo para um valor qualquer d’'esta varl-avnl.
Seja F(x) um polynomio inteiro em e de grau“m
cujo valor se annulla quando se substitue Z POF
qualquer dos valores differentes, a, a,, a;. am+i-
Segundo o principio estudado na divisdos
temos :
F(x):Q(.\:—a) (x _al) ______ (x—-:lru) (1) .
Sendo Q o quociente, independente de . pois 4 )
o dividendo F(x) e o divisor (x—a)(x—aj )- - g
540 do mesmo griu m em relagdo a . o
_Suppondo x=—ap, . na igualdade (1), tercmos:
l'(“‘:zw-l}':'-Q(‘“m1-I_:"1)(2'111-f-l_"as!)' - (E'“’*r—amI!""
Sendo. por hypothese, o primeiro membro n"&;
© scgundo tambem (Jeve ser, e como cste & P P
ducto de dois factores Q c(am+,—a;) cee e (Sl

odo

gr:iu

pos

ue
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ED#Eo podendo este ultimo factor ser nullo, pois sup-
P0C-se ps valores a, a; etc., differentes, o factor Q
¥e necessariamente ser nullo. Sendo Q nullo, a2
ldade (1) nos mostra que o polynomio F(x) é
____110 para qualquer valor dado a z, visto ser Q uma
“*Pressio independente d’esta variavel.

! Ml Theorema—Para que um polynomio inteiro
% @ e de grio m se annule para m-4-1 valores diffe~
*€tes dados a z, 6 necessario que 0 seu termo cops-
€ seju nullo, ¢ tambem os coefficientes de todas
tencias da variavel.

Seja Axm | Bxm—1f-. .. ... Mx?}-Nx3}+Px+R (1)
lrnomio dado, que se annula para m-}-1 valores
feutes de x. Pelo principio 1° nés sabemos que
Polynomio deve ser nullo para um valor qual-
de z ¢ portanto em particular para o valor x—o.
tndo, x=—0 0 polynomio dado se reduzird a R,
“Yeudo o polynomio ser nullo é aecessario que, R
ual a zero. A expressao (1) ficard assim redu-

el e T IR Mx*4 Nx*}-Px

9do 1 em evidencia, teremos:

m—1

x (Ax“‘“-l_ax"'"’_]_ ...... Mx -Nx-}-P)

i @ producto devendo ser nullo para qualquer
By ado o 2, ¢ claro que para todo valor da vari-

. ﬁ'iﬂ'e‘rente de zero, elle so se pode annular pela
il m-—1
4C30, para estes valores, do factor Ax ....-}

resulta que Ax ™ 'Bx ®=%f-. Ms*{-Nx|
my. | POlynomio inteiro em z que se annula para
ero de valores de z superior ao seu grdo, e
Conseguinte deve ser nullo para todo e qual-




i

sem exclus@io do caso PaEs
de x—o. Suppondo, pois, X=0., © polynomi
reduzido ao termo P, ¢ como elle deve sof =t
para este valor da variavel é necessario pars i'é-'
que P seja igual a zero. Teremos assim 0 polynomid:

Axm—1l Bym—2L ... +Nx -
Pondo z em evidencia e fazendo um raclﬂ‘;";
identico nés chegariamos a conclusdo que N 65-5-
ser nullo; e, continuando do mesmo modo obteriat
riI-_—"O....-B-:-O| A 1,
Em resumo : para que o polynomio inteiro €% o
Ax"}-Bxw—i}-. ... Mx-Nx-px+Q e per
para um numero de valores de x superior a0 sellg:w._
6 necessario que se tenha : : ::-OJB-'-“-:O“""J\'
N=—0;" P—0, (=0
111 Theorema. - Se dois polynomio
um do griau m e o outro de grdu #, v 1 cnlort®
que n, dio os mesmos valores para ﬂ"'f_.l w'gas.
differentes de z, estes dois polynomio-‘l 30 l.dc“ueuté
isto ¢, sao do mesmo griu ¢ tem l'e"‘l’ec%wam e
iguaes os coefficientes das mesmas potenciss
Sejam os dois polynomios :
F(x}z:’tx"‘—I—Bx'“El—?-.- 3 M‘\"‘f‘Nx"*-Prl:a
fixp=A; x*~-B; xv—14-... AL x*+Ni x4 ;-H‘l
Sendo iguaes os valores dados por 0st€® dm’h':;
lynomios para m-}-1 valores differentes de x. 8¢ tré
que para estes valores da variavel a differeng® S5
elles deve ser nulla.
Tomando esta differenca nés devemos
Ax"f......HR—AJx8A-. . o . HAMH
HN—N; )z {(P—Py )xQ—Q =" iy
U{a. sendo o 1* membro d'esta igualr ads wit B ard
nomio do griu m no maximo, e devendo sernullo ¥

quer valor dado a z, partic“m

s intel
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“8 m-1-1 valores differentes de x, nés devemos ter,
i”*:' Principio anterior as seguintes relacoes :
A=—o....R—A;—0...M—M,—o,N—N,—o

- Pi=0 Q—Q,.—o0 d’onde conclue-se que os dois po-
Jhomios sio do mesmo griu n e tem os coefficientes
differentes potencias de  respectivamente iguaes,
#, 0s polynomios sdo identicos.

conhecimento destes principios, base de um
Bde numero de transformacdes importantes, tem
atagem de nos facilitar os calculos dispensando
vezes o trabalho de effectuardirectamente as
Cles,

ponhimos, por exemplo, que se procura saber
* BSpressao x™—a” é divisivel, com um quociente
0, por x—a., Substituindo na expressio dada
'8 temos a®—a®—0; 0 que nos mostra que a
0 é exacta pois sabemos que a®—a®™ representa
0 da divisio de x*—a™ por x—a. Para obter
Pressio do quocicnte sem effectuar directamente
340 basta-nos, applicando a lei deduzida ante-
2 eate, suppor que todos os termos intermediarios
W X% ¢ g% isto é, os termos affectos de x,"—!
~ +-.. x, tem para coeficientes o. Applicando
2 lei obtida para a formagdo do quociente de
Yhomio inteiro por X—a, temos que para o
" €280 a expressdo serd :

B X=—ll gxm—1 | afg? =L, | g*—t{-a""

.~ ctonclue-se o importante theorema: 4 diffe-
Teas mesmas polencias de duasquantidades é sem-
‘oel pela differenga entre ellas.

Yinomio divisor fosse (x-}-ajou x—(—a), o valor
ituir em x=_g= seria—a e teriamos para resto

B rpant it v o N L e s s e

E.‘ o W
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D'onde se conclue que se m ¢ par este resultad®
sendo nullo, x*—a" é divisivel por x—2; si m 6 10p8T
a divisdo exacta ndo & possivel e a expressio do f"“.o
serd—2a". Si a expressio dada for x=-}-a® a substitdl”
¢ao de x por—a nos dd para resto (—a")f-a" Si
impar adivisZo de x*}-a" por x-}-a € exacta poi!‘ ¢
sultado da substituic@o é nullo, se n for par @ divisd
exacta é impossivel e o resto serd 2a%.

Supponhdmos agora que se quer saber quass o
valores que devem ter os coefficientes m e 1 plig q'{’
a expressdo bx’ 4-ax’4 mx-|-n seja divisivel X3¢
mante pelo producto (x—c¢) (x—d), sendo a, by G 8
quantidades conhecidas. Estabelecendo 3¢ s
mente segundo os principios jd estudados, as con 7
gOes para que a expressio dada seja separadaino”
divisivel por x—Ce x—id temos as equa@ﬁas do pr!
meiro grao em m e n,

be*-}-ac*-}-me-}-n=o, bd*J-ad*fmd+1="
que resolvidas nos dardo os valores das incognitst
me n.

O caso de um unico binomio para divisof
unico coefficiente indeterminado daria P2%
minar este uma equacio do primeiro gra® ®
incognita. Si se quizesse, por exemplo, SA¥E_ 0 sor
adar a m para que ax’-J-bx|m fosse divisive l;
x—c sendo a, b, ¢, quantidades dadas, 3 equag®?

m a resolver seria:

ac*~+-be--m=0. sa°
. Esta determinagio das condigdes qQu® deverd g
tisfazer os coefficientes indeterminados
para que a divisdo seja exacta pode ainda ser &
effectuando-se a transformacao directamente © mio
lando o resto a zero. Resulta assim um poly?
identicamente nullo cujos coefficientes ig“"lado

do t!ividegds
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K0 nos darao as equagdes necessarios para a deter-
-'0acio dos valores que devem ter os coefficientes
Meterminados do dividendo.
~ Este modo de resolver a questio tem sobre o ante-
“OF a vantagem de ndo exigir que a expressao divi-
“F Seja decomposta em factores binomios de primeiro
0 que nem sempre é muito simples.
. ®ler-se, por exemplo, saber que valores devem ter
ffﬂeﬁicientes P> q, m, en, para que o polynomio
S Xfpxifqx’{mx—n seja divisivel por 2x'—
-‘,__.:, +X-—-]_
Effectuando directamente a divis3o, temos :
© 12x 4 pxil gx*Fmx—n|2x'—3x%fx—1

. —-12x°}-18x’— 6x*}-6x |6x
8)x+-(q—6)x Hm}-6)x—n
ara que a divisdo seja exacta basta que o resto
#80ullo, 0.que se exprime algebricamente por :
L (p418)x*-Hq—6)x* H{m-}-6)x—n=0
. 8undo o theorema ji estudado, para que esta
Yade se verifique qualquer que seja o valor de x
150 termos separadamente :
1 P+18—=, g—6—0, m-}6—0 pn=.
= 0de se conclue que os valores pedidos sdo :
£==18, q—6, m——6 n—o. O polynomio exa-
“ente divisivel pelo divisor dado serd pois :
5 12x*—18x’}-6x*—6x
. * determinacao do valor de grandesas indeter-
S para que se verifique a divisdo entre duas

Y83, nos deixa ver o quanto, mesmo nos factos
* simples do dominio abstracto, o couheci-
%8 uma lei, pode nos prrmittir previsoes pre-
Stabelecendo de antemdo quaes os valores que
e 05 coefficientes de uma certa formula para
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que se verifique um modo determinado de relagd®
que se suppde dever existir entre ella ¢ uma outrd
expressio dada.

Estudada a transformacfio da divisdo nés devemos
dar como complemento necessario 4 sua completd
apreciagio a theoria do maximo commum divisor
Esta theoria em geral sobrecarregada de theoremas
desnecessarios, pode ser, e assim convem, com faf:l-'
lidade caracterisada pela sua analogia com a theoria:
arithmetica correspondente, o que bastard para “‘?‘o
suscitar mais tarde embaragos quanto a sua appli=
Cagdo posterior 4 theoria das equagdes.

Uma fracgdo algebrica, como em arithmetica, repres
sentando a expressao de um quociente, a;:u-esent:'-l
dois termos: o numerador ou o dividendo, ¢ 0 deBo
minador ou divisor. As regras para sommar s.“b'
trahir, multiplicar e dividir as expressoes 3130}“{035
fraccionarias =30 as mesmas que as da arithmeticds
sendo as operagdes numericas substituidas pel3®
transfomacoes algehricas que lhes correspondeni-

Desde que nao ¢ possivel substituir uma formt .
fraccionaria por uma expressdo inteira equivalente a0
qaociente, e que ndo convem a substituigao por e
quociente fraccionario em relagdio as letras quss
constituem, mantem-se no calculo a divisao indic?
pela annotagdo fraccionaria, e procura-se Sem =
rar a fraccdo reduzir os seus termos & forma M¥
simples. ) _

Esta reducgdo comporta dois modos, U@ oxpof”
taneo, consiste em dividir successivamente 08 tcrﬂf 0
da fracgdo pelos factores que lhes forem commuB®
outro systhematico consiste em procurar a espr Jois
Producto de todos os divisores communs 39 :
termos da fraceso, o dividir estes por esta eXP* :




L

que recebeu por esta rasio a denominacio de maior

Glvisor commun. _ :
~ O primeiro processo vantajoso quando é possivel
4 Simples vista ou por faceis transformagdes sepa-
far-se os factores communs, torna-se fastidioso e na
Maioria dos casos inexequivel quando os dois termos
8@ fracgdo sao polynomios mais ou menos complexos.
" As consideracdes que vamos fazer referem-se as
“Xpressoes fraccionarias cujos termos s3o polynomios
: iros, que € o caso normal’e unico verdadeiramente
8l na questio do maior divisor commum.

M algebra um polynomio inteiro diz-se primo
8o s6 péde ter um quociente inteiro tendo para
180T a si mesmo ou a unidade; e dois polynomios
" Primos quando s6 apresentam como factor com-

Um 3 unidade.
2V major divisor commum sendo o producto de to-
8 03 divisores comwmuns aos duis polynomios, e nio
'Y Outros factores, é claro que os quocientes da
*0 entre cada um dos polynomios e 0 seu m. c.
1‘."' ser primnos entre si. :
, . Principios em que so basea a indagacdo de m.
algebrico sao os seguintes : -

52 um polynomio P, divide o producto R}XS
S Outros polynomios R e S, e é primo com um
divida necessariamente o outro.

R o factor primo com P. O m. c. d. entre
8erd igual a unidade. Multiplicando R eP por
'f0, pela diffinigdo do m. <. d, que este ficari
multiphicado por 3. O m. c. d.. pois, entre
Omios RS, e P)XXS serd 1 XS ou 3. Ora,
\Vpothese, divide R)XS e portanto este pro-
Otem os factores de P, divide o seu multiplo
" Por conseguinte dividindo os polynomios
Elemenlos de Algebra—23
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RS e PS deve necessariamente fazer parte como !tﬂc‘
tor do m. c. d entre estes dois ultimos polynomios:
Sendo N este m. c. d, conclue-se que P divide N+
2. 0 maximo commum divisor de dois polynom!
inteiros > ¢ P* é 0 mesmo que o m. C. d. entre -
e o resto R, da divisao de P por P' sendo P meno
que P. p!
Chamando Q n quociente da divisdo entre ke
temos : P=P'>}Q+}R. "
O m.c. d. entre P ¢ P’ dividindo P'e P'e POrSl s
P'Q, divide necessariamente a differenga p—PRE
ou o resto R. d
Chamando D este m c. d. vejamos se 0 m: Gt =
entre P' e R péde ser differente d’elle. Sup
que 0 m. c¢. d entre P' e R seja Dm, 8 D
factor primo gualquer. Este m. c. d. dividin ;
e P'e portanto P'XQ divide tambem 3 somm 1
KQ+R ou P, d’'onde se conclue que DX 5, 8
o m. c. d.. entre P e P' 0 que & absurdo, PO
bypothese suppde ser D. r que
Baseada nestes principios a transformagio Pomenta
se obtem o malor divisor commun € P"rf"“;t_nw e
semelhante 4 operagdo arithmetica correspon ,endo
consiste em uma seriec de divisdes Sucesgl"ft‘;'“é’o e 0
na primeira o maior polynomio dado 0 dif1e8  jend®
menor o divisor, e nas outrus o divisor € 9 lv‘;ivisgo
sendo respectivamente o resto e o divisor &%
precedente. tambe®
Para tornar possivel a transformagao ; proc®’
facilital-a pode-s:, sem alteracdo da exPres._- | a
rada do m. ¢. d. cuja constitnigio e_si’eu"lrﬁcianw
permitte, wmultiplicar o dividendo peto col—_'iu ot
do 1° termo do divisor elsvado a uwa potei®r o
cada pelo numero de divisdes que S€ Lers

o
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'I'?.__ntes de chegar ao resto; suprimir em um dos poly-
Bomios os factores que forem communs a todos os
- S€Uus termos sem ser communs ao outro polyaomio,
"i-.-_ﬁl.lalmente pode-se supprimir todos os factores com-
Muns aos coefficientes dos termos dos duis polyno-
‘MWios, determinar o m. c. d. entre elles assim sim-
Plificados e obtido este multiplical-o pelos factores
SUprimidos communs aos dois polynomios.

. Na indagacao do m. ¢. d. temos dois casos a dis-
Muguir, segundo as cxpressoes dadas s30 monomias
Polynomias. No primeiro caso a questdo reduz se
eterminar pelo processo arithmetico o m. ec. d.
te os coefficientes das expressdes dadas, e obtido
€ escreve-se em segnida todas as letras differentes
48€ ‘entrao nvs monomios dados dando a cada uma
Sinenoy expoeute que ella apresenta nas duas expres-
8 consideradas. Sejao, por exemplo, as expressdes
a3: 7524a'x°L* e 918a'xb* Procurando o m. c. d.
(e 7524 ¢ 918 acha-se 18. O m. c. d. dos dois
~%00mios serd, pois; 18a’xb?. Sejdo agora os poly-
"iDB: Ja®’—18a’*b-4-1lab*—6b° e 7a*—23ab-4-6b*
4 primeira divisdo cowo 5 nao é divisival por 7,
Podemos multiplicar o dividendo por 7 e teremos,
Uando a transformacio :

¥ —126a2Db4-77ab?* —42b 3|72 2 —23ab{-6b?
*+115a2b—30ab 2 5a
— 1la2b~47ab? —42b3 ‘
A continuar a divis3o multiplica-se o resto por
Prime-se o factor b commum a todos os seus

- 772" +.329ab—294b%7a2—23 .b{-6b?
773 — 253ab4 66b?—I1
76ab—228b* '
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Agora passa o resto a servir de divisor & 0 divisor

de dividendo, e podemos supprimir no resto 0 factﬂl:
7€b que nio é commum ao divisor. Teremos, entdo:

Ta?>—23ab-}-6b? a—3b

—T7a’}-21ab 7a—2b
— 2ab-}-6b?
-}~ 2ab—06b*
0

O m. c. d. entre os polynomios dados serd, oI
a-—3b.

No caso de serem muitos os polynom koot
dos a questdo se limitaria 4 repeticdo de um .
ou menor numero de operagdes identicas a qU¥ n‘“
bamosdefazer. Para obter estared uc¢ao dﬁtermlln‘uo,
em primeiro logar o m. c. d. entre dous dos Pdo-‘zis'OS'
mios dados, depois entre 0 maximo commum = oste
obtido e um outro dos pclynomios, depois enkls <gim
segundo m. c. d. e um terceiro polynomio © e
por diante, o pri-

Ficam assim as transformagges expostas . 30 d0
meiro capitulo, e que tem por fim passar & eq(lilﬂ: olas
estado implicito ao estado explicito. Completad“gt}:! ul-
transformacoes das formulas que resuitam . de
timo estado, onde termina a phase algebﬂgaic
solugio da equacdo e comeca a phase alge ;m q

i0s consideras

simplificagdo das formulas indiﬂpensavel. m::;mericas

for possivel, para simplificar a avaliagdes
correspondentes.

mmmani R
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Capitulo XIX

. Lei binomial de Newton—Potencias e Raizes

Depois de havermos estudado as transformacoes
algebricas relativas aos dois primeiros conjugados
#8 formagdes simples, é natural que nos occupemos
M a aprecingdo da lei de Newton, que institue no
minio algebrico um meio fecundo de transformacao
& permitte a gencralisacdo indispensavel 4 completa
®0rdenacdo da algebra directa.
Anteriormente estabelecemos o modo geral por que
“¥emos elevar a uma potencia qualquer um termo
%Nomio. Para obter isto ndo é necessario passar
F todas as potencias intermediarias entre a pri-
;_p'ira ¢ a que se considera, basta elevar o coefficiente
™ termo 4 poteacia considerada e multiplicar o ex-
#€nte de cada uma das letras que o compdem pelo
Poente da potencia, Desde, porém, que a expressio
tem mais de um termo, para obtermos uma
Quer de suas potencias é necessario passarmos
todas as potencias inferiores, 0 que em geral dd
T4 operacgoas longas e fastidiosas. Se quizermos,
®Xemplo, a quarta potencia de um binomio, tere-
®de calcular primeiro o quadrado, depois o cubo,
Mmultiplicado pelo binomiv dado dard a quarta
r \
Nowton fo; quem primeiro determinou a lt_n geral
= Tege o desenvolvimento de uma potencia qual-
** de um binomio, a qual fez desapparecer o
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grande inconveniente acima mencionado, dispensando
a passagem pelos desenvolvimentos das potencias pre-
cedentes.

O desenvolvimento algebrico geral de uma pos
tencia, que pode sor qualquer, de um binomio, €@
que se denomina de binomio de Newlon. .

No estudo das potencias distinguiremos doig casos;

O primeiro é aquelle em que a expressdo considerada 1
€ um binomio, o segundo aquelle em que esta -e:'
pPressao é um polynomio. Directamente estuda D.
Pelo theorema de Newton o easo binomial, a elle com
facilidade pole ser reduzido o estuio do caso poly-
nomio por meéjo de contracgdes provisorias. -

Effectuando o producto de dois ou mais bmomw;;
cem cada um dos termos que compdem 3 express
final temos a considerar o cocfficiente e 0 expoeﬂ;:,
elementos estes que se podem modificar pela reducg ‘;
Como procuramos determinar a lei geral que ,re{’r;os
desenvolvimento dos produztos assim con-sf.lt“{a o
08 casos que considerarmos, para maior evidencl Y
facilidade no estabelecimento da lei, serdo taes. (%‘.d.-i
ndo haja reducao alguma, de sorte que 09 pmdu?ujo
parciaes e total se compordo sempre do seu mas
numero de termos. Jorunt

Esta escolha, porém, nio indica de modo @ gggjg.._;
uma impossibilidade de descobrir a lei da formzo‘n‘
do desenvolvimento da potencia binominal, pel2 odu-
sideragdo de casos em que haja reducgio DO P; m
cto, mas simplesmente que por ella e-heg:fremoao _ .
rapidamente a descoberta da lei pela CO“S’deraiﬁ :
Productos satisfazendo aquella condigdo, q1€ se-,;moi
tida conservando-se differentes os segundos 5
dos binnmios multiplicados. { ](x.-l-b)

Multiplicando (x4-a} e (x-}-b), depois (x+214
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{x-4-c), depois (x4-a) (x-+b) (x-}-c) (x--d) e finalmente
[x4-a) (x-}-b) (x4-c) (x4-d) {x-}-¢), obteremos os se-

Buintes resultados.

(x+4-a)(x4-b)=x*+}-alx}-ab
+b

(x—4-a) (x-4-b) (x—}—c):x’:tg x’:]::l; x-}-abe
-+ -|—ad
[ (x-+b d)=
- =x:i_|;a)x‘ff_-!;b]x(’x——|l—acllc(§-—l_|—a)bcd
A b —f,:bc(; —f—abg
-}-c| ~}-a a
~-d| —+bd :Ii:bgd

ac
~{-cd

(x+-a) (x-b) (x—c) (x+d) (x+-2)=

)
=x%+4-a| -}-ab'x*}-abe|x*}-abcd|x4-abede

~}~b ac? ~}-abd| —-abce

-j~¢| +-be' -J-acd| —-abde

~d|+-ad -J-bed acde

-l-e|-}-bd ~-abe bede
~}-cd -|-bee
-+ae -|-ace
~-be -J-ade
-}ce -}-bde
-}-de -Lcde

_i’_'Bpecgz‘lo destes desenvolvimentos nos mestra
SMediatamento : 1°. cada um dos productos compde-
‘%8 um numero de termos superior de uma unidade
s lmero de factors que entram em sua compusi-
" <* 0 maior expoeute de x ¢ igual em cada
0 numero de factores que concorrem para sua
(80, e est: expoente vae successivamente de
em termo diminuindo de uma nnidade até o
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representados por sommas de productos cujo numero
de factores vem diminuindo a partir do ultimo term?
onde é igual ao numero dos factores multiplicados, at
0 primeiro que tem para coefficiente a unidade, S
guindo assim uma marcha inversa a do expoente d.°
z; 4° que o coefficiente do 1° termo é igual a pui
dade o do 2°, que tem um termo antes de si @ e
que 0 expoente de z 6 menor de uma unidade qué ¢
numero dos factores, ¢ igual a somma dos 2 termos
dos binomios, ou a0 numero de combinagoes dos
termos um a um; o do 3° termo, que fem dois antes:
e cujo expoente de & & menor de duas unidades que®
numero de factores, é igual ao numero de combinag0es
dos 2" termos dois a dois: o do 4° termo & igH o4
numero de combinacdes dos 2* termos 3 a 3, 58“‘?0 .
o numero de termos precedentes, e tambem 2 el
renca entre o expoente de z e o numero de facto
binomios e, finalmente, o ultimo termo tem pars =
ficiente o producto dos segundos termos dos binomi®s
multiplicados on 0 numero de combinacoes dested
termos para uma taxa igual ao numero de factor®®
multiplicados.

Se multiplicarmos seis, sete, oito etc:
acharemos resultados identicos, a lei serd 3 B
na formagdo dus productos, d'onde, PpOF i“d‘nw;
p?demos concluir que para um numero Q"“lq“erap.
binomios a lei ¢ sempre a que acabamos de 0 '-da

_Obtida por induccdo, esta lei pode ser demonl“'_"‘ia_
du:ectamente mostrando-se como SUPP"“du-a-m:IIé
deira para um numero qualquer m de binomi0® ==
serd ainda a mesma para m—-1. res”

Rt:.presentando por C,,» C,.,= C,." C.* C," 8t
pectivamente os numeros de combinag0es de ::pd to

lal,2a 2, 3a3etc,a lei observada B0 I

‘biuﬂ“‘io"
3
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dos binomios ters como traduc¢do algebrica a se-
Ruinte formula :

H i (x+a) (x+b).... (x—{-l):x-__[_c-‘ xn_l_l_us- xp=

tendo ella, m-}-1 termos.
. Multiplicando esta formula por x-}-k, temos, para
€Xpressio do producto de m~-1 binomios:

'.i'_m"["l‘l‘c' mlxm"l_c:m xE— l+03 |:|:|. xm——-2+._ o 'C-“k
- 4k | xemi dopmk

A inspeccao deste producto nos mostra que nelle se
("8lisa tudo quanto anteriomente observamos. O ex-
S¥€hte de z no 1°* termo & igual ao n° de factores
MUltiplicados e vae diminuindo de uma unidade de
0 a termo até o ultimo em que é zero; o coeffi-
® do um termo qualquer é igual ao numero de
hi':““}iias dos segundos termos dos binomios mul-
Cados, combinados em numero 1gual ao dos ter-
ue o precedem. Verificada, pois, a lei para m
*0mios slla verifica-se para m~-1; donde conclue-se
Bbtida ella directamente para dois factores se
“SEard para tres; obtida para tres se verificard
Quatro, e assim por diante para um numero qual-
de factores.

bstituindo na formula (1) C,*, C,~ etc. pelas for-
bims . 'Tespondentes que nos Jd a theoria das com-
=% e fazendo nos binomins multiplicados;

....... =l teremos:
L "m____ m m—1 , m(m—I) 2 m—2 | m(m—I¥nm—2)
. —x —+-max -z 4 X ] 1.2.3

R (2)

% formula geral denominada de binomio de
.~ © que nos dd o desenvolvimento de uma
Cla qualquer de um binomio. Basta uma sim-

-
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ples inspecgio para vér que ella reduz a elavagdo de
um binomio x--a a uma potencia qualquer 4 elevagdes
a potencias dos monomios x e a, que 0 coustituems
dispensando assim a formagdo das potencias antert-
ores do binomio dado. E’ o preceito cartesiano ld“
reducgao dos casos compostos em casos mais simpies
realisado de um modo admiravel pela lei de Newlon-
Se fisermos nesta formula m=1, 2, 3, 4...etC
obteremos os desenvolvimentos do quadrado. cubn
quarta potencia ete. do binomio dads. Applical®
esta lei de formacdo ao caso em que o segundo ter-
mo do binomio é negativo, é claro que no desenvol*
vimento todos termos affectos de poteucias impares
de @ serdo ngativos e todos os termos affectos da#
potencias pares serio positivos. O deseavolvimento

Bera entdo. :
]

m m m—1 2 m-—2
- == a
(x—a) =—=x —max4- "=l 0 x L Leees =
1 2
.y - nO'
onde 0s termos sio alternativamente positivos
ou B¥

gativos, até o nltimo que terd o signal mais
nos conforme for a potencia m par on impar- -
A lei de Newton ¢ geral ¢ ostende-se @ U™ o“
poente qualquer. Convém notar, diz Com!te fle:g
respeito, o quanto o empirismo acad=mico desvirt®
os melhores geometras do seculo X VIII, qué
mente procuraram demonstrar uma tal extén®
nada mais obter que transformar a diffic uldade:
lhor inspirados, 0s g ometras do seculo X VII2* ok
espontaneamente admitido & medida que o-abe <
goamento das formagdes algebricas in stitu}®
classes de expoentes. outrd
O desenvolvimento (2) psds ainda tomar U®® g
férma em que o5 coefficientes dos seus tem® s
pendam das permutacoes. Esta modificagd?

go 820

inulti

T R e
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Mantagem de tornar mais facil de obter-se a lei do
| Sescnvolvimento das potencias dos polynomios, sem-
Pte reductiveis por contracgoes provisorias ao caso bi-
10minal,

Para obter a nova férma basta tomar a formula
P,

. P“XPD‘I—I‘I
ahi fazer

que nos dd a theoria das combina-

n—1,2,3, 4 etc.

Teremos assim .

P P P
—m, ("—m=———— . C*— —
B T T s Pk
llbstituindo estes valores no desenvolvimento (2)
*'®mos a formula:

—_
m—1 pm 2 m—2

[X—f—a)'i—_xtf]— max-}+ B +

Pm 3 m—3

» “Ote ag grdo da potencia, e os denominadores
 Producto de permutacd:s correspounlentes aos ex-
dos dois termos do binomio dado no termo
"d’eradﬂ do desenvolvimento.

“tudemos alruns exemplos. Seja o binomio

_h'C’aT do qual se quer obter a quarta potencia.

! ‘X‘—I_b!c!a'li ) ___(asxz) —'—4}((8:I2) “ xbtcta T

_) 422 ol
e (et +
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4—1)(4—2), , , s\
+4{1 2 ](3 )(a ] (b!cza :) ; :
5—1)(4—2)(4—3) i\
T ()

Como vemos a potencia binomial ficou reduzida,
com a applicac@o da lei de Newton, 4 elevagdo

l
monomios a’x® e b, * 45 4¢, 3°, e 2' potencla"

casos estes fundamentaes que dispensam para f:;:’

magdo de uma potencia qualquer a determinagdo

potencias anteriores, e
Effectuando as operagoes acima indicadas, temo0s *

\ 4 r

(a‘x’+b-c~a T )"'1":{‘ I 4a°%¢hcla : + &;‘x'b‘c 3 ]
F-

—+4a?*x*b’cta —-|—b‘c’a i

Se quizessemos applicar o desenvolvimente |

g coels™

Newton em formagdo das permutag0es, ©
cicntes para o nosso caso. seriam :
1.23.4 1.23.5 1.23.4
1, 4,
1.25¢1i2) Is¢). 2.8 01527

3.4
7.2.3.4
do
Seja agora 0 binomio ((a) b)) ) \PPhcan

a lei, teremos:

(«-J‘i'+:h1’i')'=((aa+)'4—s((a1 Hor

2 (oot s ()

4

'
Effectuando as operagoes, temos :

1 : g = = 2 3
([3(T+[b)_i)=a%’+3ab"'_+:3a Thebd?

- -
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 Por conseguinte por mais complicada que seja a
' ®Xpressao monomia de cada um dos termos do binomio
8L0, a lei é sempre a mesma. Como vemos, o conhe-
Simento da lei obtida pelo estudo directo dos productos
dois, tres, quatro, etc., binomios iguaes, nos dis-
083, para constituir uma potencia qualquer, todas
multiplicacdes que teriamos de fazer, caso nao a
hecessemos, para chegar 4 potencia considerada,
"*zindo o caso binomio ao caso monomio funda-
C€Btal, ou por outra. decompondo o caso complexo
1 Casos simples, segundo o preceito cartesiano.
Eftes exemplos sdo sufficientes para nio deixar
Wida no modo por que se deve applicar a lei do
“lente geometra inglez.

}Dtes de passarmos a considerar 0 caso em que
. “pressio dada é um polynomio estudemos o des-
WWolvimento de Newton,

Considerando um termo T, que se suppde ter n
"8 precedentes, segundo a lei de formagio do
. AVolvimento, a sua formula seri:

= ®Sta expressio dd-se o nome de terma geral, por
ella se pode deduzir, particularisando n, um
" Qualquer sem necessidade de conliecer os ter-
_PTecedentes. Este termo geral representa, po-
¢ dizer, 4 traduccdo algebrica, synthetica da lei
“envolvimento. Convem fazer a distinccdo logica
9 desenvolvimento de uma formacdo ou func-
 lej que o rege.

envolvimento apresenta uma serie de termos
"%, mas estes estudados no modo por que se
*Uns dos outros, no modo por que se succe-
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iedade exist®
de relacdos
. Este

a tras

dem, nos deixam vér que sob essa var
no desenvolvimento um modo constante
segundo o qual se constituem os seus elementos
modo de relacdo é a lei, e o termo geral a su
duccao algebrica. O mesmo acontece nos factos con*
crectos,

Quando um corpo cahe, este phenomeno 10
" senta differentes espacos percorridos, differentes 108"
pos ; mas por entre esta variagio do espago ©
tempo ha um modo constante de dependenciit que
relaciona e que constitue a lci. Esta lei mathemi
ticamente traduzida é representada por uma eq““I
¢d0, que a exprime concisament?, e da quul ¢ possl\@s
por particularisacdes numericas dos symbolos gorags
que a constituem, deduzir differentes valores parts
culares para os elementos concretos relativos a0 fac::
de onde ella emanou. Esta equacdo representd suﬁ
relagio ao phenomeno da quéda, o mesmo pape! 4 J
representa no dominio puramente abstracto .0 ter®
geral para com o desenvolvimento do binomi0-

Fazendo-se na formula (3) n—=m, n=07"* _
—m—2, etc. obteremos para ultimo, penultimo: =
penultimo termos etc.

s apres

3
min—1)(m=2) 8= ¢ ete:

m m—] m{m—1) m—2_2
ST ke A 1. 2. 8.

S X, —
O que nos mostra que os termos igualmente o
tados dos extremos tém 0 mesmo cocfﬁcieuw.ltimﬂ
pode-se ainda verificar notando que © Penuoeﬁ"
termo tendo m—1 termos precedentes © i
ciente representa o numero de combinagdes s u::lt’
tras m—1 a m—1 ; o segundo termo teudo U .'-685'
de si tem ara coefficiente o numero de comb"‘::;m.
de m letras 1 a 1. Ora, segundo a theoria ©* jatrds
binagdes, o numero de combinagoes d& ™
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‘M~12am—1é igual ao uumero de combinagdes
‘de m letras 1 a 1

!_ Identico raciocinio applica se a todos os outios
termos igualinente afastados dos extremos.

Vejamos agora como do termo geral podemos de-
40zir a lei segundo a qual um termo se forma do
,B!‘ecedente.

m{m—I).....m (n—1)
) B4 iy )

- Sendo o termo de ordem n : T=
o~ n
(S XE=8. o termo de ordem n-}-1 sers

m(m—1)..... m—n+1)m—n)

1. 2, 3...0Xn+1)
m m—n n+4l m—n—I
o n+l £ X

Tog— ad+1 'y —n—1=%
_9“9 nos mostra que um termo qualquer obtem-se
™ Precedente multiplicando o coefficiente deste pelo
poente de x, dividindo o producto pelo nu-
0 que marca a ordem deste termo, augmentando
ma unidade o expoente de a e dlmmmndo ode x
: bem de uma unidade.

- Fazendo em (2) x—a=—1 t emos : 2"—=1-4-m}-

, m(m—1)

AT T

“'PHlma pois, de todos os coeffclentes dos ter-
‘desenvolvimento é ignal a uma potencia de

. &=1—m+m('m;n—v. o= .—I—m-—l

que nos mostra que a somma dos coefficientes
*‘m impar ¢é igual a somma dos coefficientes
ein bar,

*“Midindo o5 coefficientes. C ("E]IT'::?Q dos ter-

#
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Rp41__
mos Tn € Tpn41 de ordem n e n-1 temos ﬁ;::t-—_

m—n .
=71 Sendo Rnt1 e Ry os coefficientes.

m-—n M=
Donde Rn+1 =—— Rn. A fracgio e sendo

maior que a unidade para pequenos valores de n, é
claro que para estes valores Ry serd maior que Ra
do que conciue-se que os coefficientes no desenvol-
vimento vio augmentando. O limite deste crescimento
apesenta-se quando fér o valor da fraccdo igual ou
menor que a unidade. A ordem do termo de maiof
coefficiente €, pois, igual a0 menor valor de n qU€

’ m—0 . . j-
que torna a fracc3o a1 igual ou menor quea uni

: u
dade, ouao valor de n que torna n--l igual o0

o m--1
maier que 2+ . Algebricamente isto traduz-se do sé-

guinte mOdO: E%—E—?:l.__b’ sendo b uma iﬂdeterml'
nada. D’esta igualdade tira-se facilmente :

+1 ) ¢
n+1='!§75—+':i(bﬂ+b) : sendo o caso de 1gua1dade. ens

tre n1-1 e m:‘ ubtido suppondo-sc‘;*(bﬂxb)':o’ )

Se m é impar 0 numero de termos do desﬁ“",‘_’l""
mento é par e a ordem do termo de maior coefficient®
é: n-l]1—m+! (a) Neste caso ha dois termos medi®®
gualdﬂd‘

cujos coefficientes sio os maiores, pDiS da i

(a) tira-se M—0—] g m__pm
e onde Rm_.l’{“_l_l
¢ m ¢é par 0 numero de termos é impar @
do teimo de maior coefficiente, qua é o ter®
tral, mari:

3 Ol'dem'
o ceB™
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Procuremos, finalmente, qual a relacao entre os
Coefficientes de uma potencia de um binomio e os
~ Coefficientes da potencia immediatamente superior.
. Multiplicando (1) por (x-}-a) temos:
;}+n)m+l=.tm+l+(m—|—1]axm—l—(C,—]—m)azxm_l—i—-

: h a'm-i-l

A Formula que nos mostra, que o coefficiente de um
?.*e?mo qualquer do desenvolvimeato da potencia m~-1
8¢ um binomio é igual ao coefficiente do termo da
Mesma ordem no desenvolvimento da potencia m do
®esmo binomio, sommado ao coefficiente do termo
8 0 procede neste desenvolvimento. Esta relacdo
Mluz.se pela formula: C:l_,—l:C:] +C:l—l i ZEPIBS
“*Btando C as combinacdes.

Assim apreciado no que de mais interessante e
apresenta o desenvolvimento newtoniano, nos
=108 abordar o caso complexo em que a expressdo
i potencia se tem de desenvolver é um polynomio.
‘caso ndo exige uma solucdo directa, pois, com
Aprego de contracgdes provisorias nos 6 sempro
vel redusil-o ao caso binomial j& estudado.
ponhamos que se pede o desenvolvimento do
do de c+b+a.

do x—b+a, temos (c+b+a)=(ct+x=ct
x*, Substituindo x por seu valor temos:
Fa)'—c*1 9¢(bh+a)+(b+a)’, expressdo onde a
S "8 esti directamente reduzida ao caso de eleva-
% Um binomio ao quadrado. L
€aso do quatrinomio teriamos (a+b+c+d)
dj2:—x{ 2:¢d +d*, sendo x=—a+btc.

Ystituindo. = por sau valor temos: (af-bsc+4d)*
"btc)*4-2d(u+b+c)+d* ) oI

% assim o questao reduzida ao caso do trinomio,
Elcmentos de Algelra—24

®w G
= e e g g
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ova contracgd®

que, como anteriormente, por uma 1n
do pro-

seria reduzido ao caso binomio. Do mesmo mo
coderiamos para 0s casos mais complexos.
Se tivessemos, por exemplo, um polynom
termos, a primeira contracgio reduziria a questas
quadrado de um binomio cujo segundo termo serii 0
ultimo termo do polynomio dado, e © primeiro serid
a contraccio dos sete termos restantes. A f!“"”“m
ficava assim, substituindo depois de desenvoh‘i.do <
quadrado a contracgio pela sua expressao, reduzida 2
um polynomio de sete termos. Uma nova contracgil
reduziria este caso ao de um binomio cujo primt?ll'o
termo seria os seis primeiros termos da exprossie
dada, e o segundo o setimo Ja mesma €X
Esta contracgao passaria a questdo para um [’01}'“0'
mio de seis termos. Continuado do mesm0 BHC
chegariamos a final ao caso trinomio qué immedia-
tamente seria reduzido por uma nova contracgio A
caso binomio.
Este modo de reducgio como vé-s2 nada imP“‘iPi‘
com o grio da potencia; de modo que tanto 8PP
ca-se a0 quadrado como ao cubo, quar e
etc. Supponhamos, pois, uma potencid qualq
do trimonio a+b+c. Fazendo a+b=xX.

(x+¢)"=x"4mex™'4-.....+C% substitt! g

(a-b-c)"=(b-+-ay"f-me(b+al ™ AT g

No caso do polynomio atb+cCH.es-=*"" S
de n termos teriamos, fazendo x—a bt - o =

(x4-q) m=!m+qum"1—{—.. . ,—}-q“’; substitui? '
R A A T

estdio a0

pressﬁﬂ'

; m
it o .+p) i q+' ..... ‘*_q a 20 dB
Uma nova contracc3o reduziria este % g5saTi8

um polynomio de n—2 termos; uma outrs P



—T

deste 20 de um de n—3 e assim continuando, por
Contracgdes provisorias chegariamos, como estado fi-
ual, ao ultimo caso binomio que rcsolveria a questio.
A elevagio de um polynomio a uma potencia qual-
Guer fica assim consistindo em um maior ou menor
Bumero de desenvolvimentos da potencia de um bi-
Womio, unico caso directamente tratado pela lei de
Newton.

Resta-nos agora resolver as duas questdes: de-
terminagao do termo geral e do numero do termos
do desenvolvimento.

Seja a4bicidy..... 0 polynomio dado e m a
Potencia considerada.

¥azendo-se: x=bcr.... temos

(ﬂ+b+c+ vesene.) "=(a+x)". No desenvolvimento

d v m—n n
“8ste binomio o termo geral é da frma (1) Casisg;

fendo (— _l_)”' substituindo em (1) x por seu
Py KPo—

La (b4-c4 .... } . Fazendo a contracdo y—c--
L temos: (ot ...) = by,

~ No desenvolvimento de (b--y)* o termo geral é da
¥ima: (G bo-p yp, sendo

- St N
1 PpXPpp
?Ibstituindo em (1] x® por este termo geral que re-
fJ! Bta 0 seu desenvolvimento teriamos, para termo

b *ldo desen volvimento (a4-b+-...)m, oseguinte (2)
m—n m—p p

CCa b y

1 .

0 Y fosse um termo monomio.

5 C0mo y tem para expressdo ¢+d4..... nés

g :
*Mos por uma nova contraccdo reduzir a po-
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tencia p deste polynomio a0 caso binomio. Fazendo,
pois, z—=d+e+. .. temos yP=(c+d+...) p={c+2)°
O termo geral do desenvolvimento do (c+2)P terd 2
férma Cy ¢ ¥4 z4, sendo :

P
Comn—br—o
. PqXPp—q
Substituindo em (2) yP por este termo geral cor-

respondente ao seu desenvolvimento teriamos pard

expressdo do termo geral de (a+b+c+..- )
CC; C; am—n hm—p cp—4 29 (3]
no caso de ser z uma expressio mONOMia. Suponhi-
mos que isto se verifica, Teremos neste caso 2=l ¢
substituindo em (3) C, C;, C2 por seus valor
mos para expressio do termo geral do des
mento de (a-+bl-c-d)™ a seguinte formula:
T 1.23.....m a=—"h*PC

ag lere-
envolvl-

p—1d?

=123 (m—n1x1.2.(n—p)X1.2...(p— 1 X 1.2--1
de cuja constituigdo ¢ facil concluir quas o
do termo geral de um polynomio de um RUMEE
qualquer de termos.

Esta formula nos mostra que 0S 6X
constantes a, b, c ¢ d, tém uma somma
griu da potencia, e o coefficiente do term
numerador 0 numero de permutacdes correspor
ao grdu da potencia, e para denominador 0 Pr°
dos numeros de permutacdes COTTesp
expoentes das constantes.

Considerando, pois, a potencia m
(a+b-+c+.....) a expressio do termo
forma :

- 129 X soam a.bpc!dl...--u]
1.2.0%1.2...px1.2.0.gX 2. .. T
Satisfazendo os expoentes n, Ps 4 etc.»

n+4p4-q+...=m.

chntes das
igual a0
o tem pal‘a
denté
ductﬂ

de um polyn? -

geral
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A segunda questdo, isto é, a determinacdo da for-
mula que nos di o numero de termos do desen-
volvimento, é facilmente resolvida recorrendo-se ao
problema arithmetico das reparticdes.

- Suppondo que os expoentes n, p, g, T etc., s30 em
numero 1, é claro que 2 equUAagiO +pPf.vee oo =m,
a que tém de satisfazer os differentes valores inteiros
e positivos que devem ser substituidos na expressdo
do termo geral, traduz a reparticdo de m em 7 partes,
correspondentes aos valores des n expoentes p, q, etc.,
que a satisfazem. E como a cada systema de valores
d’estes expocntes, corresponde um termo do desen-
volvimento (a+b+............)», uma vez que elles
Satisfacam 4 equacdo de condicdo, a questdo da de-
terminacao do numero de termos reduz-se a determi-
Bacio da formula que nos dd o numero de repar
ticdes de m entre n partes.

- Esta formula é seguinte :

R"":{m +1)im43)..... (m +n—1)
- 1.2.3....(n—))

4 qual nos di o numero de termos do desenvolvi-

@ento (@bt ....F indicando o indice n 0 nu-

fero de termos do polynomio a+b+-c......etc.

.d.'_-’.Querendo, por exemplo, o numero de termos dos

“®envolvimentos [a 4-b'", [a4+b4-cl® [at+btet

}' etc., temos de fazer nesta formula n sucewssi-

m §
Ry =m-1, I{?:M———E’{%’. T
__(m+1)lln+'21(m+3)

1.2 3 gic.

. 0 numero do termos do quadrado, cubo, quarta
"AC1a etc. de um binomio, de um trinomio etc.
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Tal é a lei de Newton e o aleance de sua applica
¢io ao calculo das potencias. Ella nog apresenta.
como vemos, a solugio completa e racional da quest
tio. A generalisacio algebrica permittindo ao0s ex
pocntes o poderem obter um valor qualquer, largos
horisontes tracou 4 immorredoura descoberta do unico
dos grandes geometras, como ohserva Comte, qué nio
desdenhou cooperar na elaboracdo philosophica dos
rudimentos mathematicos. Além do importante facto
philosophico qua ella realisa da reducgdo do caso bi-
nomio ao casa mais simples. fundamental, monomio,
ella consegue o resultado nio menos valioso de unificar
o dominio abstracto ligando o estudo das potencias ao
egtudo das raizes, caracterisado pelas potencias frac:
cionarias.

Antes de Newton, Viéte e Stevin, seu discipulos
foro os que de mais perto tocaram a descobertd da
lei binomial ; Vidte chegou até o desenvolvimento ﬂ“
6* potencia e Stevin foi alem : apreciou 0 pmducw
de binomios tendo os segundos termos differentes ¢
08 primeiros iguaes.

A lei do desenvolvimentode uma potencia qualqﬂe'"
porém, ndo foi det:rminada. porque elle ndo te¥®
a inspiracio, mais tarde realisada por Newtods
11.1troduzir a modificacdo que devia permitEir df""’
le-a tornando iguaeg 0s SﬁgllndOﬂ termos dﬁ's bhino=
mios multiplicados, para depois estndar 3 lei qu€
rege o desenvolvimento, apés esta modificacd0.

N?wton effectuou os differentes productos e.hl.
nomios com o0s segundos termos desiguaes: © u::
1sto, suppoz iguaes estes segundos termos. © nota?
que os desenvolvimentos depois de passare®
modlﬁcag{fo a esta correspondente, seguid™ :
mesma lei, no easo de dois, tres, quatro, cinc0 o
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tores, concluio por ligitima inducgdo a lei geral
para um producto de um numero qualquer de facto-
res iguaes. Este é o verdadeiro methodo de indaga-
¢30. Quando a observaciio do facto tal como elle é
Obtido ou se manifesta, nio nos desvenda a lei que
0 rege, procura-se levar-lhe uma modificagio, afim
de vér se cob o novo aspecto a lei torna-se patente.
A lei binowial para ser descoberta em productos
de factores iguavs, se ndo era impossivel, certamente
fra majs diflicil, pois que as reducgdes nos produc-
tos, de certa formaa mascaravam. Reconhecendo isto,
Newton, a exemplo de Stevin, introduzio ligeira mo-
dilicugﬁu, tornando desiguaes os segundos termos
dos binomios factores. Obtidos e estudados os desen-
¥olvim ntos neste segundo estado, so restava passar
80 facto primitivo tornando os segundos termos
‘Buaes, e foi cxactamente o que fez o eminente ma-
thematico inglez.
. 4 As leis gerass, diz Laplace, manifestam-se em
Wdos o5 casos particulares : mas ahi ellas acham-
:"'e Complicadas por tantas circumstancias estra-
':11. 88, que muitas vezes € uecessario a maior pers-
Pleacia para as poder apanhar. E' preciso escolher
uu Produzir os phenomenos os mais proprios para
0. multiplical-os, para variar as circumstancias,
?_a Observar o que elles apresentum de commum. Por
- "W forma nos elevamos successivamente 4 relaces
S Mais 4 majs latas, e chegamos finalmente as leis
8€raes que verificamos por provas ou esperiencias
S'ectas, quando isto 6 possivel. ou esaminado se
f 't"l'g'.s satisfazem a todos os phenomenos couhecidos.
Uog,
% Tal ¢ o methodo mais seguro que nos possa
M3 na indagacao da verdade. Nenhum philosopho
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foi como Newton mais fiel a este methodo: elle 0
conduziu a suas descobertas na analyse, como tam-
bem o levou a descobrir o principio da gravitagdo
universal e as propriedades da luz, » (1)

II

Apreciada a lei por que se desenvolvem as diffe-
rentes potencias das expressdes algebricas, nés pas
samos a considerar a extraccdo das raizes, transfors
magdo inversa a que deixamos cstudada, e que tem
por fim dado o desenvolvimento de uma potencis
qu_alf;UEr de uma expressdo determinar a expressa
primitiva que o originou.

Antes de tratar desta questao relativamente as 6x
pressoes algebricas convém mostrar o quanto 0 theo"
rema de Newton é eminentemente proprio a generd”
lizar a extracedo das raizes dos numeros, apenasapiés
ciada no calculo dos valores para o caso verdadel
ramente usual das raizes quadradas.

Comecemos pelo mais simples dos casos complex0s:

Todo numero de dois algarismos pode ser sempre
decomposto em uma somma de duas p«'—ll‘cau"‘s'
sendo uma representada pelo numero de dezenas ©
a outra pelo numero de unidades. Representandd
Primeiro numero por g e o segundo por b nos PO 2
mos dar a0 numero considerado a forma bimosi?
a+-b, e as suas potencias quaesquer poderdo com
facilidade ser obtidas pela lei de Newton.

Desde entdo a determinacio da regra de extracgs?
de raiz é obtida desenvol;rendo-se a potenci3 cor-
respondente ; estudando-se o desenvolvimento 9
resulta e fixando ag transformacoes a effectuar p

(1) Laplace—Systeme dy Monde—pag. 337.
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- Passar do desenvolvimento ou da potencia dada ao
Bumero primitivo ou raiz que o originou.
Seja em primeiro logar o caso simples da raiz
quadrada tendo a raiz sé dois algarismos, 68, por
‘Exemplo.

Fazendo a decomposicdo binaria e desenvolvendo

8eguudo a lei Newton, temos :
(G(H-B)’=(60)‘-‘+2(GOX8)+(8)‘=3600+
+960+4-64—=4624

0 quadrado, como vemos, compge-se do tres partes:
® Quadrado das dezenas, o dobro das dezenas pelas
Bidades ¢ o quadrado das unidades.

O desenvolvimento nos mostra:
s L.*, que o quadrado das dezenas 3600 ndo contdm
Benhu algarismo sfgnificativo de ordem inferior
~ Centenas, e que por conseguinte, para a determi-
40 das dezenas podem ser separados os dois pri-
108 algarismos do quadrado dado, que se suppoe
ST 4094,
%, que o dobro dus dezenas pelas unidades 960
% contém nenhum algarismo significativo de or-
M inferior as dezenas o por conseguinte gue no
%0 que o representa péde-se separar o alga-
0 das unidades ou o primeiro algarismo a direita.
. °mos ainda que as dezenas da raiz 68 obtem-
®¥trabindo a raiz quadrada do quadrado das de-
' (60)*; e como ji sabemos que este quadrado
Pode egtap contido nas unidades de ordem su-
© 45 dezenas a questio reduz-se a procurar o
* Quadrado contido em 4600 e extrahir a raiz
i deste quadrado, a qual representard as
%3 da rajz. Obtem-se assim 6 para algarismo
;@?Has. Elcvando este numero ao quadrado e
~8indo de 4624 temos o resto 1024 que con-

i

S Y P —

R S v
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tors o dobro das dezenas pelas unidades e o qU#°
drado das unidades, achando-se a primeira part®
isto 6, o dobro das dezenas pelas unidades contid®
em 1020, pois, como vimos 0 numero que O repre=
senta ndo contém unidades de ordem inferior 4S de-
Zenas.

Para determinar, pois, as unidades da raiz bastd
separar o algarismo 4 do resto 1024 ¢ dividir o D&
mero restante a esquerda pelo dobro das seis deze"
nas ji obtidas, o quociente representard as unidades
procuradas. _

Consideremos o caso mais complexo em queé 2 rat®
tem tres algarismos. Seja o numero 423 a raiz P&
dida. A decomposigio deste numero pode Ser ferta
em centenas, dezenas e nnidades, que assim repart”
das nos dardio para expressao do quadrado.(4nu4'
-+-204-3)?. Fazendo a contracgao 4004-20=5 © dee
envolvendo pela lei de Newton temos:

(C+3P=c?4- 230 4-3:=(400+-20]'+ 2X3
(400 £20) 1 3*= (400} -2(400 20} +{20)+
+2X3(400.4-20) 4 3:=160000 +- 160004400+

1252019

Bste desenvolvimento se compoe do qu
centenas, do dobro das centenas pelas dezena® =
quadrado das dezenas, do dobro das anidades P
somma das centenas e dezenas e do qﬂadr ol
unidades. Extrahindo a raiz quadrada de 16000? 4
de 16, que corresponde a um numero simPl‘"’iz_
numero C(}l‘respeﬂdrmte seri as ccntenas ':‘ X
Elevando este numery ao quadrado e subtrabi®’ "
i e o 00

ermo representa 0 dO rai?
tenas pelas dezenas. Para obter-se as dezen3®

adrado das
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| divide-se 0 primeiro termo deste resto pelo dobro das
| “entenas ji obtidas e o quociente multiplicado por
: 31 mesmo e pelo dobro das centenas e subtrahido do
Se3envolvimento o reduzird aos dois termos :

2 3(400-4-20)-1-32
O Primeiro dos quaes representa o dobro das unidades
Pelas contenas e dezenas. Para obter-se as unidadesda
iz divida-se o prxme:ro termo deste resto pelo dobro
S centenas e dezenas jd determinadas e o quociente
Multiplicado por este dobro e por si mesmo ¢ subtra-
-’dD do resto 2(400--20)X3-4-3%, deve dar um resul-
8o nullo caso a potencia seja exacta.
Isto ¢ o que nos indica o estudo do desenvolvi-
ito pele lei de Newton. Supponhémus agora que
o Bumero dado & 178929 que é o quadrado de 423.
& Primeiro termo 160000 do nosso desenvolvimento
"% Indica que o quadrado das centcnas ndo tem
(8ilismo algum significativo de ordem inferior aos
'31'“" e que, portanto, para obter as centenas da
X 10 numero dado péde-se separar os quatro pri-
. \108 alowrismos. Procura-s2 o maior quddrado con-
L ®m 17 0 que nos di 16, como indica o primeiro
O do desenvolvimento, extrahe-se a raiz quu-
® 8 esta serd o algarismo das centenas da raiz;
& ¢ este numero ao quadrado e subtrahe-se do
. 10 dado, o resto conterd o dobro das centenas
Jdezﬂnas 0 quadmdo das dezenas ete.
dezenas da raiz obtém-se separando neste resto
_?lsmo das unidades e dividindo o numero que
®8querda p.lo dohro das centenas achadas e
Por diunte procedsnio para com o numero de
"0 identico a0 acima indicado psra com o des-

" a8 raizes de 4, 3, 6, etc. algarismos, os racio-
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cinios seriam perfeitamentente semelhantes a0 que |
deixdmos feito, e as operagdes seriam identicas apendd
variando a grandeza de elementos numericos & 0 B
mero de operagdes. .

Fica por este modo a extraccdo da raiz quadrad®
de um numero qualquer reduzida a um unico
fundamental da extraccio da raiz qﬂadrada .da
um numero de dois algarismos, a qual & feita
pelo processo espontaneo, apreciado na arithmeticd
¢ a uma séria de divisdes que serd mais oU menos
longa conforme for maior ou menor 0 nUMEro a8
algarismos do numero dado.

Passemos 4 raiz cubica.

Vejimos o caso complexo mais simples @ 477
raiz s6 tem dois algzarismos. Seja 14 a raiz consift
rada. I-

Effectuando a decomposicio binaria @ deson™®
vendo o cubo segundo a lei de Newton.

Temos :

(10-4+4)*=(10)*+-8(10)*4 +-3(4*10+
+(4)*=10004-1200-480 + 64 20

Este desenvolvimento compoe-se do cubo 4a% delas
nas, mais o triplo do quadrado das dﬁ”"as.rdss
unidades, mais o triplo do quadrado das U2l
pelas dezenas mais o cubo das unidades.

Extrahindo a raiz cubica do cubo
(10, nés obtemos o algarismo das ez€nas 2l
procurada. o qual elevado ao cubo e subtraki
desenvolvimento nos d4 o resto:

3(10)°4-+3(A°10+(4)*-

O primeiro termo deste resto sendo 0 Pr°
triplo do quadrado das dezenas pelas un d
ob.ter estas, divide-se o primeiro termo do ori-
triplo do quadrado das dezenas fornecid?

jue 2

das dgzﬂﬂ{"‘



Mmeiro termo do desenvolvimento, e o algarismo ob-
tido sers as unidades da raiz, que unidas as dezenas
¥ achadas, deve dar um numero cujo cubo seja
| 1Bual a0 nuwmero dado, caso cste seja um cubo per-
feito,

Isto quanto ao desenvolvimento onde cada parte
“mponente da potencia acha-se destacada. Suppo-
Bhdmog agora que se pede a raiz cubica de 2744,
| fibo de 14.

] Para obter as dezenas da raiz, segundo as indi-
“%0es emz vadas do estudo do desenvolvimento nés
§*00s de ex?rahir a raiz cubica do cubo das dezenas,
20mo o termo 1000 do desenvolvimento correspon-
“iite a este cubo, nos indica que o numero que o
,Pfesenta nao tem nenhum algarismo significativo
" Ordem inferior aos milhares, na indagacdo das
*0as nés podemos separar os tres primeiros alga-
£19%8 4 diceita do numero dado. Procura-se entdo
L 4oreuby contido em 2 ¢ a sua raiz cubica, obtida
lo Processo espontaneo, representard as Jezenas
"‘Z procurada.

L “®vando este numero ao cubo e subtrahindo do
' dado temos o resto 1744. N'este resto o
“H¥0lvimento nos indica que se deve achar o
do quadrado das dezenas pelas unidades
0 numero que representa este producto
89 desenvolvimento vem a ser 1200, ndo contém
algarismo significativo de ordem inferior
itenag |

'°h_tﬁl'. pois, as unidades da raiz, separam-se
¥ Primeiros algarismos 4 direita do resto 1744
“€T0 restante 4 esquerdadivide-se pelo triplo
“4fado das dezenas obtidas, o quociente repre-
= 33 unidades da raiz.
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Vejamos o caso mais complexo em que a Tl
tem tres algarismos.

Seja 222 a raiz pedida. Fazendo a decomposicd0
ternaria ¢ reduzindo pela contraccdo (200+20)="C+
este caso ao caso binario, temos, desenvolvendo peid
lei de Newton :

(200420 +-2)2—(c +2)'—c+-8c*24-3¢ X'+
—(200+20-+3(200 + 20):2+3(200-+-20)4-+8=(200)
+3(200/220-+3(200) (20%+(20)* +3 (20022 +3X2
(200X 20)2-+3(20)? X 2+3(200+20}4-+8=8000000+ etC*

Observando este desenvolvimento nos vemos qﬂe‘
para obter as centenas da raiz procurada', tem-se "‘
extrahir a raiz cubica do cubo das centenas (2007
e como este cubo, que é 8000000, nao 8011“_5“1
nenhum algarismo significantivo de ordem iuﬁ:rl‘!‘:
aos milhd2s nés podemos, quando tivermos const
derar o numero dado ou o cubo de 222 par
minar as centenas da raiz, separar 08 sels pr
algarismos, sendo os tres primeiros tambem #¢ 3
rados pela consideracdo de que em todos 03 '-"-‘mm
productos das centenas e dezenas nao existe nenbl
algarismo significativo de ordem inferior a
tenas. g i

Fica assim o numero dado dividido em ¢las® ndo
tres algarismos da direita para 4 esquerda._?o &
a ultima classe 4 esquerda counter tres, dois o%
algarismo. Obtidus as centenas da raiz pela €¥* &
da raiz cubica do maior cubo coutido D2 Pf
classe 4 esquerda, si as elevarmos ao cubo ®
hirmos o resultado do numero considerad® ° jeze-
conterd o triplo do quadrado das centenas pela® pa-
nas e outros termos. Para-obter as dezeP® oo
ram-se os dois primeiros algarismos deste

q deter”
imeiros
pa*
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divide-se o numero a esquerda pelo triplo do quadrado
das centenas achadas, o quociente representard as
dezenas da rajz. Elevando as centenas e dezenas ao
cubo ou elevando o binomio (200+20) e subtrahindo
o desenvolvimento este ficaria reduzido a

l 3(200+20)*X2+-etc,

Onde o primeiro termo representa o triplo do qua-
drado das centenas e dezenas pela unidades 2. Con-
8iderando o numero dado ou o cubo de 222, em
logar do desenvolvimento, a questdo consiste em ele-
Yar 2004-20 ou 220 ao cubo e subtrahir do nnmero
fonsiderado. 0 resto, como nos mostra o desenvolvi-
Mento, deve conter além de outros termos o triplo
_ quadrado das centenas e dezenas pelas unidades ;
. % tomo este producto ndo contem nenhum algarismo
Significativo de ordem inferior ds dezenas, para obter
% unidades da raiz, separam-se no resto obtido pela
Ybtraccao do cubo das centenas e dezenas do numero
| *do, o5 Jois primeiros algarismos 4 direita, e 0
' !‘{mero restante divide-se pelo triplo do quadrado da
iz achada. Obtidas as unidades da raiz csta elevada
% cubo e subtralida do numero dado deve dar um

Sultado nullo caso este numero seja um cubo per-
ito,

| ldentico raciocinio nos levaria a generalisar a
M3 regra aos casos mais complexos e que a raiz
*Urada tem 4, 5, etc. algarismos, nos quaes a lei
8Wton reduziria sempre, por meio de contrac-
* 0 deseuvolvimento do cubo correspondente
280 do cubo de um binomio.

4 &studo, pois, do desenvolvimento do cubo de um
®T0 qualquer pela lei do binomio, nos permitte
formular uma regra geral para extrahir a raiz
€3, operacio sempre reduzida a um unico caso
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fundamental de extracgio da raiz cubica de um nu
mero de um, dois, ou tres algarismos, obtida pelo
processo espontaneo, correspondente ao caso em qué
a raiz s6 tem um algarismo, ¢ a uma serie de divi-
s0es que serdo tanto mals numerosas quanto maior
for o numero de algarismos do numero dado.

Consideremos agora a raiz quarta. Supnonhamo0s |
que a raiz procurada é 11 cuja quarta potencid l
14641 é dada. A questdo, como nos casos anteriores: '
¢ a seguinte : dado 0 numero 14641 quer se obter
o numero 11 que elevado a quarta potencia o detet”
minou. Para chegar 4 regra por que isto se obfem™
nés, identicamente ao que ji fizemos para as raizes
quadrada ¢ cubica, suppomos a raiz 11 conhecida,
desenvolvemos pela lei de Newton a sua'quarta po-
tencia, e do estudo do desenvolvimento que resul‘ti.ll'
concluiremos o modo systh:matico por gue se poas '
passar da potencia para a raiz correspondente

Fazendo a decomposicio binaria da raize desen*
volvendo a quarta potencia, temos:

(10'H)‘=(10)‘+4(1U)“X1+ﬂiﬂi7—£(10)*[113+
L 0)(17(1)4==10000--4000-}-etc- (1) |
: obter 8%

arta da
nu-

Este desenvolvimento nos mostra que pard
dezenas da raiz, tem-se de extrahir a raiz qu
potencia quarta das dezenas comprehendidus no
metro dado ; e como o numero 10000 que TEPFEie
esta potencia ndo contém nenhum algarismo 513."'.5
cativo de ordem inferior 4s dezenas de milhars “:
paia obtermos as dezenas da raiz, podcm?s sesg"a‘
no numero dado 14641, os quatro primeiros
rismos. . 28

Extrahindo a raiz quarta da maior potenci? q"’nu_
contida nos algarismos restantes & esquerdd
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mero que resultar serd as dezenas da raiz, o qual
elevado 4 quarta potencia e subtrahido do numero
dado nos dard um resto, contendo como mostra o des-
envolvimento (1) o quadruplo do cubo das dezenas
pelas unidades.

Como o numero 4000, que representa este producto
D30 contém nenhum algarismo significativo de ordem
inferior aos milhares, separa-se os tres primeiros
algarismos do resto obtido e divide-se este pelo qua-
drupulo do cubo das dezenas achadas, o quociente
8erd as unidades da raiz procurada.

I Para raizes de maior numero de algarismos o modo
8¢ indagacio da regra seria identico. Para passar,
© Pois da potencia quarta de um numero & raiz corres-
~ Pondente, divide-se o numero potencia em classes de
. QUatro algarismos da direita para a esquerda ; pro-
* Blra.se a maior quarta potencia contida na primeira
I Classe 4 esquerda e a sua raiz quarta serd o primeiro
ﬂgarismo da raizprocurada; eleva-se este numero 4
{uarta potencia e subtrahe-se do numero dado ; divi-
f€-se o resto pelo quadruplo do cubo da raiz achada,
ndo aptes separado nessc resto 0s tres primeiros
3lgarismos 4 direita, o quociente scrd 0 segundo alga-
Hsmo da raiz, e assim por diante, estabelecendo uni-
Omemente uma serie de divisoes em que os divi-
-‘?“_dOS sio os restos obtidos nas subtracgdes e 0s
Wisores respectivamente o quadruplo do cubo da
%12 anteriormente obtida.
_'_Te'lms assim reduzido a extracc3o da raiz quarta
t-“m numero qualquer 4 extracgdo da raiz quarta
" um numero de um, dois, tres ou quatro alga-
fﬂ_m(;?' 0 que corresponde ao caso da raiz de um &6
—8arismo, ¢ ¢ feito pelo modo espontaneo, e a uma
Elementos de Algebra—25
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serie de divisoes que serdo em tanto maior numerd
quanto mais ulgarismos contiver o numero dado.

Subordinando, pois, a extraccdo das raizes numes
ricas 4 lei de Newton, nés podemos, pelo estudo ql_l.a
deixamos feito, formular a regra geral para gxtrahir
uma raiz qualquer de um numero.

Supponhimos m 0 numero dado de que se quer
obter a raiz n, sendo » um numero inteiro qualguer =
positivo. Divide-se m em classe de n algarismos do,, “
direita para a esquerda, procura-se a maior potenci®
n contida na primeira classe 4 esquerda, e a sua i
n serd o primeiro algarismo da raiz procurada; ele-
va-se este algarismo 4 potencia n e subtrae-se de #;
no resto separa-se 0s n—1 primeiro algarismo a di-
reita e o numero restante 4 esquerda divide-se por 5
vezes a potencia n—1 da raiz achada, o quocient®.
serd o segundo algarismo da raiz; eleva-se @ f_mz-'-"
achada a potencia n e subtrahe-se de m, no resto 5
para-se 08 n—1 algarismos 4 direita e o numero res.‘.
tante 4 esquerda divide-se por n vezes a n—1 poteR™
cia da raiz achada, o quociente serd o terceiro ﬂlgaff
rismo da raiz e assim por diante. ;o

A questdo, pois, da extraccio de uma raiz qu?'.} "
quer de um numero reduz-se sempre a um “meq
caso fundamental, em que a rajz s6 tem um alg™
T18mo, e a uma série de divisdes. 3

Uma simples apreciacio do conjuncto de °Pe._'
cdes uniformes que coustituem os processos de °!'
tracgdo de raiz, basta para nos fazer ver imme‘df??“ §
tameate o augmento crescente de trabalho qllﬁ-'l‘}_of‘}

cresce o indice da raiz ou ¢ numero de algm'w'm,”*' -

numero dado ou os dois conjunctamente- ;;ift oz

Para tornar i i jar 8 ¥
" ar isto evidente basta-nos apreciar & = d
cubica. D

) *
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. Suppondo, por exemplo, 3 o primeiro algarismo
da rajz, o divisor da primeira divisdo serd 27; sendo
4 0 segundo algarismo da raiz, o divisor da segunda

tdivisao serd 3468 ; sendo 5 o terceiro algarismo da

‘faiz, o divicor da terceira divisio serd 348075, e

assim por diante.

" REste accrescimo de difficuldade para as divisdes
0mo j4 nos deixa ver a raiz cubica, torna-se muito

Majs rapido quando se passa ds raizes superiores.
Tal foi a difficuldade essencial que determinou a

ecessidade da instituicdo dos logarithmos para sim-

* Plificar os calculos numericos.

~ Apreciada assim a reacgio da algebra sobre a

Arthmetica, caracterisada pela generalisagdo que

Permitte a lei binominal instituir mo calculo dos

Valores, ngs passamos a considerar as raizes alge-

bricas,

~ Comecemos pelo caso mais simples da raiz qua-

Sraya de um monomio.

. Para ge elevar um monomio a uma pﬂtBI.ICia

Qualquer, eleva-se o cocfficiente a esta potencia €

Wultiplica-se o expoente de cada letra que 0 COM=

pelo grao da potencia. Sendo as raizes repres

“Etadas por potencias fraccionarias. é claro que a

ftraceao da raiz quadrada ndo é mais que a elevagdo

* Potencia -:;—. e, portanto, a transformacao consiste
I extrahir a raiz quadradn do coefficiente nume-
0 e dividir o expoente de cada letra por dois.

* Quizermos, por exemplo, extrahir a raiz qu a
© 49a%h2cs. temos de extrahir a raiz quadrada de

* ¢ dividir por dois 0s expoentei 3, 52» 5, 0 que

'?a-’_th -

‘4d para expressio da raiz,

|
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Esta substituigio do sigunal radical pelo expoenté
fraccionario tem a grande vantagem de mostrar 0
contraste entre a elevaglio 4 potencia e a extracgad

das raizes algebricas pelo contraste entre a multi:
3 >

20 quadrado, eleva-se o coefficiente ao quadrado @

multiplica-se os expoentes das letras por 2; paré

extrahir a raiz quadrada de 49a’h?c® extrahe-sé a
: raiz quadrada de 49 ¢ divide-se os expoentes das
letras por 2.

Estudado este caso fundamental para resolver 09
casos mais complicados basta-nos, segundo 0 Pre
ceito cartesianno, procurar reduzir todos os Casos
complexos a um maior ou menor numeros deste
caso simples.

Consideremos dos casos complexos o mais sirﬂp!ﬂ
€m que se procura a raiz quadrada de um trinomi%:
Cuja raiz suppds-se ser o binomio x.a. Desenvl:
vendo o quadrado de X+4a temos:

(x+a)*=x*{-2ax4-a*. A questio ¢ a seguintt
dada a expressio X—-2ax+4-a® obter a expressao xt
_ que elevada ao quadrado deu logar a este desenvol” |
‘ vimento. :
; As consideragges feitas para o caso numerico e
i aqui applicaveis. Para obter o primeiro termo do br

nomio raiz. basta extrahir a raiz quadrada do pr™
meiro termo do desenvolvimento, ordenado em reld-
95_0 a mesma letra gz g que se acha a exprassio o4
raiz. Obtido este termo eleva-se a0 quadrado @ pov
tra‘hmd.o dt_} desenvolvimento resulta o resto 24¥ c:
l E?;znﬁf:nellm termo é o dobro do primeiro ter®? =
Pelo segundo termg. Sl
Para obter, pois, o segundo termo da raiz divide™

3
I" plicacdo e a divisdo, Assim é que para elevar 7a * be g
|
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este resto pelo dobro da raiz achada e o quociente
serd a segundo termo procurado. Nés vemos, por-
tanto, que supposta a expressio raiz binomia orde-
Dada em relagio 4 mesma letra que o desenvolvi-
mento trinomio correspoudente ao seu quadrado, o
0 primeiro termo deste desenvolvimento que ndo sof-
fre reduccao, segundo as indicagoes do estudo da
Multiplicagdo, representard o quadrado do primeiro
termo da expressdo raiz e o ultimo o quadrado do se-
Bundo termo da mesma expressao. Kica assim a in-
:fd'?lgagaio da raiz quadrada no caso mais complexo em
que ella apresenta dois termos, reduzido ao caso mo-
Wmio fundimental e a uma divisdo.

~ Suppunhamos o caso em que a raiz quadrada apre-
Senta tres termos, a+b+c. Elevando ao quadrado
S8gundo a lei de Newton, tendo antes reduzido
Pela contruccao af-b=x, este caso ao anterior, te-
05 ; (x|-¢)—x? +-2cx-4c*=la}b)2 (a-f-b) c4-c?
=atd-2ab b2 (at-b) cc? (1)

4 questdo é a seguinte : dado o dusenvolvimento (1)
Obter , expressio a--b-c que elevada a0 quadrado
P Treprodusa.

* Para obter o primeiro termo da raiz basta extrahir
" 1aiz quadrada do primeiro termo do desenvolvi-
“Sento,

Isto feit, eleva-se a raiz ao qadrado e subtrae-se do
®Senvolvimenta o que d:i o resto 2ab—}—h’—l—2(a+!3]
€.* cujo primeiro termo é o dobro do termo ja
i hado pelo segundo termo da raiz. Para obter. pois,
“8ezundo termo da raiz, divide-se o 1° termo do
.0 pelo dobro da raiz achada, o yuociente serd o
termo da raiz, que sommado a0 1° termo e elevado
Som;o que resulta ao quadrado e subtrahido do

—8envolyimento o reduzird & expressao 2(a--bjc4-c®
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cujo 1* termo 6 o producto do dobro da somma dos
termos achados pelo terceiro termo da raiz.

Dobrando, por conseguinte, 0 binomio jd obtido ©
dividindo por elle o primeiro termo do resto, 0 qu%°
ciente serd o terceiro termo da raiz. _

Resulta d'este estudo que dado um polynomio cUJ?
raiz quadrada tenha tres termos, se nés orde-
nar-mos este polynomio em relagdo a uma mesma
letra e suppozermos que a expressdo raiz acha"_e
tambem ordenada em relagdo 4 mosma letra, © prr
meiro termo do polynomio representard 0 qllild"a 0
do 1° termo da raiz; subtrahido este quadrado do po”
lynomio dado, o primeiro termo do resto representar
o dobro do 1° termo da raiz pelo seu 2° termo ; subtrd*
hido do polynomio dado o quadrado da somma 31!{"'
brica dos dois primeiros termos da raiz 0 primeir?
termo do resto representard o dobro da somma COLSE
derada pelo 3° termo da raiz, finalmente 0 ‘11?1_’“0
termo do polynomio representa o quadrado do ultim?
termo da raiz.

Fica por este modo o caso mais complex0 €™ q:‘
a raiz é trinomia. reduzido ao caso fundamﬁﬂml 3
extraccio da raiz quadrada do monomio (a)" €2
divisges.

Cousiderando o caso em que a raiz tem Q““m:
termos, a-++b+-c-d, temos pela lei de Newton, red
zindo aos casos anteriores por contracgoes:

(B-+b-c4-d)*=(at-b-t-c)'4-2(a{-b4-) i*’“"“"“fm
-|-2[a—}—b)c-|—c‘+2{a-|—h—|—c]d+d’=a!+23h+b‘—r
2(a+bJc-o-Yaf-b-o)d+d* [2

Extrahindo a raiz quadrada do 1° termO g n::

temos o 1° termo da raiz. Elevando este wrmoifi'
quadrado, subtrahindo do desenvolvimento (2}




‘dindo o 1° termo do resto pelo dobro do termo
"achado nos tecmos o 2° termo da raiz; elevando a
“somma algebrica a--b, destes dois termos ao qua-
drado, subtrahindo de (2] e dividindo o I° termo
2a-}-bjc do resto pelo dobro 2[24-b] desta somma nés
‘obtemos 0 3° termo ¢ da raiz; elevando a somma al-
gebrica a-|-b}c dos tres termos achados ao qua-
drado, subtrahindo de (2) e dividindo o 1° termo
2at-b4-cjd do resto pelo dobro 2a-f-b--c] desta
8omma, teremos o quarto termo d da raiz. Fica
m tambem reduzido este caso complexo a0 cuso
fusdamental monomio e a tres divisoes. -
* Consideremos finalmente o caso geral em que a
fiz apresenta n termos a-=b-cd... 4=o-+H-g.
- Fazendo a contraccdo a--b+.... ~-e--f=x,
temos :

* (xt-g)'=x*}-2xg4-3" ou (xt-g)=latb+- ..
et t2fapbped-. . Fetg+e

A questdo, pois, estd dependendo da extracedo
aiz quadrada de um polyuomio de n—1 termos.

azendo nova contracgio a4-b--... --e=y temos :
(asbiet.. +etl+g)=y+0 +2AyTOETE=
=P+ Ay 0ggt=iatb . e

- 2atb+t... o)+ +2Aa+b+... e+ Ng+2a®
?l'a passar, pois. do desenvolvimeto do quadro
| Taiz correspondente, a questdo estd dependente da
®Xfraceio da raiz quadrada de um polynomio de
=2 tormos. Continuando de um modo identico 4
oeio destes casos complexos aos anteriores mais
s, chegariamos finalmente a um desenvolvi-

to da forma.

2ah+b?+2(a+b)c+c’+2ia+b+c)d-|_-_d'.. o wesans b
B ee.2(atbtet... 4e)ftit+@+bt... . fothg+gr (1)
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Esto desenvolvimento nos mostra que o primeird
termo a! da expressio potencia é o quadrado do pri®
meiro termo da raiz, que o ultimo termo g* da mesma
expressdo é o quadrado do ultimo termo da raiz.

Nés vemos pelo desenvolvimento (1) que para 8%
trahirse a raiz quadrada de um polynomio de u®
numero de termos qualquer, ordena-se este polyno”
mio em relagio a uma mesma lettra, extrahe-s6 2
raiz quadrada do primeiro termo o que nos dé 0 P
meiro termo a da raiz; eleva-se este termo a0 qU&
drado, subtrahe-se do polynomio e o primeiro ter®®
do resto, 2ab, como mostra o desenvolvimento (I
dividido pelo dobro de a nos d v/segundo termo b da
raiz; eleva-se a+-b ao quadrado, subtrahe-se do P>
lynomio, e o primeiro termo do resto 2(a+bjc¢ dividia®
por 2 (a}-b), d4 o terceiro termo ¢ da raiz; eleva$®
(a-+b4-c) a0 quadrado subtrahe-se do polyno®®
e divide-se o primeiro termo 2 (a--bJcjd do rest?
Pas 2(a4-b4c) o que di o quarto termo d da
raiz; e assim por diante até que obtido © :f".m
f da raiz, elevando-se ao quadrado a somma alge?
{a+b+-. . .4-e-}f), subtrahindo do polynomio o ™
sultado e dividindo o primeiro termo 2(a+b+"1 2
~+¢+0g do resto pelo dobro de (a4-b-4----- i +
obtem-se o ultimo termo g da raiz. .

A questio da extraccio da raiz quadrada, P"':;
nos casos complexos de polynnmios de qualqﬂu
numero de termos reduz-se sempre, con\'onientemen :
apreciada, como acabdmos de fazer, pela léf do N s
ton, a um unico caso findamental, extraccdo
raiz de um monomio, e a uma série de divisoe® .-

Deste estudo ainda resulta que se © POIJT'O:,,,
d.ado ordenado em rolagio a uma mesma hetr@s e
tiver para primeiro e ultimo termos, monomios
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drados perfeitos, esse polynomio udo péde representar
0 quadrado perfeito de nenhuma expressio. Caso estas
condicdes sejao satisfeitas, como a questdo depois da
extraccdo da raiz do primeiro termo reduz-se a uma
86rie de divisoes, s6 as condicOes de divisibilidade
- podem indicar si a expressdv dada é ou ndo um qua-
drado perfeito.

Si a raiz, portanto, é sujeita 4 condigdo de ser
- Uma expressio inteira em relagio a uma ou mais
letras que nella tem de entrar, as condigdes esta-
belecidas no estudo da divisao para obter-se o quo-
Ciente inteiro sio as que determinam a possibilidade
de obter-se a raiz pedida ; se ndo se impdo d raiz
tondicio alguma, a transformagio da extracgdo de raiz
effectua-se do mesmo modo, mas a raiz péde ser frac-
Cionaria em relacao as letras que nclla entrarem e
Péde apresentar um numero illimitado de termos.

- Estudemos um exemiplo.

Seja b?x'J4abx*+4a’-x'—2abx*Ha*x4-a* (1) 0
‘Polynomio cuja raiz quadrada se pede.

Ordenado o polynomio como esti em relagio a x
xtrahe.se a raiz quadrada de b®c' o que nos dd bx®
Para 1° termo da raiz; eleva-se bx* ao quadrado sub-
trahe.ge do (1) e divide-se o 1° termo 4abx® do resto
Por 2bx?, o quociente 2ax serd o 2° termo da raiz;
! 8Va-ge bx’—|—2ax a0 qnmdrado, subtrahe se do poly-
29mio (1) e o 1° termo —2abx? do resto divide-se por
*VX'4dax, o quociente (—a) serd o 3° termo da raiz;
G%B?a-se (bx*+4-2ax—a) ao quadrado subtrahe-se do
Polynomig (1) e 0 resto & nallo, o que nos indica que
® 0 polynomio dado é um quadrado pexfeito.
~ Caso em nenhuma divisao o resto seja nullo, e se

“1°8Uu0 a um dividendo para o qual o quociente pelo

(]

. B R —, i, s —" e o e e s

.
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dobro da raiz achada nao soja inteiro, este dividendo
é 0 que se denomina de resto da raiz.
Chamando F (z) a expressdo dada, I (x) a p-‘r:ﬂ‘.’-
inteira obtida e F, (x) o resto, temos: I (x)=F, (s)+
2

+F; (x). D'onde F (x)—F, (x)=F, (x). _
Esta equacgdo caracterisa o resto da raiz como
sendo uma formagdo inteira de x, cuja differend
para com o polynomio dado é um quadrado perfeito:
Comou vamos ver este resto é um unico, em ! ]ﬂ‘mm
que a raiz pode aprescntar uma dupla expressao
tendo signaes contrarios.
Seja F(x) o polynomm inteiro dado, F(x) a raiz 6
F,/x) uma exprassdo cujo quadrado seja igua o
polynomio dado.
Teremos: F(x)— Fl(x}_.o. e I'lx) - I‘(t)—-o donde
segue-se F(x) —Fy(xj=o, ou (F,(x}-+F,(x))(F:(x}=
Fy(x))=o0; equagio que pode ser satisfoita o' o
modos: l(x)_Fz(\, ou F (x)=—F,(x). A raiz QUESS
drada, pois, pode ter duas espressoes Jifferindo P&
nas pelo signal, o que era de esperar como €
quencia da lei dos signaes na nn.tltiplicilQ50 grho
Vejamos agora quanto ao resto. Sej 3”.
do polynomio F(r) o grdo da raiz serd M-
pondo F((x) e F,(x) as raizes, e f(x) e fi(¥
expressoes que so suppde ter o resto, tﬁ"emos

F(X)—F,(xH ), F(s)=Fy(5) ) donde

) .(xl—-F,(xH-f[x) —f,(x)=0

D’aqui resulta : . ( '.
) )= F (- F, ()] F, () — Fal =5

) as dﬂ“‘ b'..
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Suppondo ser p o grédo do ultimo termo da raiz
F,(x) é claro que o resto, que servio de dividendo
- Para determinar este termo deve ter o grdo m--p,
- © portanto o dividendo seguinte oun resto da raiz
deve ser do gréo m--p—1 no maximo. Resulta d'isto
que o polynomio f (x)—f(x) sendo a differenca entre
. polynomios cujo grio é no maximo m-4-p—1, seré de
8réo inferior a m+4-p. Quanto ao polynomio do se-
‘Bundo membro da relacdo (1) seudo m o grdo de
" F\(x) o tambem de F,(x), um dos factores Fy(x)-
Fi(x), e F\(x)—F,(x) serd do grdo m, e como p ¢ o
‘8rdo do ultimo termo das raizes, segue-se que F,(x) e
¥'5(x) serdo pelo menos d'este grdo e porconsaguinte
O producto representado pelo segundo membro da
1gualdade (1) serd no minimo do grio m--p. Temos
:SS;im a relacdo (1) exprimindo equivalencia entre
901s polynomios de grdos differentes o que s6 se
'Pode dar sendo os dois polynomios nullos, isto é,
8endp :
fi(x)=f(x) e F,(x)==F,(x).

m m

1 0 resto, pois, s6 pode ser um unico, cmquanto a
‘41z pode apresentar uma dupla expressio.
Estudado por este modo o processo para directa-
Stnte obter-se a raiz quadrada de um polynomio,
0% passamos ao caso da raiz cubica.

. Sob este novo aspecto a extracgio de raiz effec
%85 para o caso monomio de um modo semelhante
‘2nterior. Se para elevar ao cubo um monomio ele-
a0 cubo o coefficiente ¢ multiplica-se 0s expo-
€8 dag letras pelo grdo da potencia, para extrahir
131z cubica, isto 6, para passar do cubo a0 monomio
. '% extrahe-se a raiz cubica do coefficiente e divi-
"5¢ 08 expoentes por tres.
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Dado, por exemplo, o monomio 27a’bc’, a sua
2 5

raiz cubica serd 3ab3c 3.

Para reduzir os casos mais complexos a este ¢aso
fundamental a marcha & perfeitamente analoga 3
em.pregada no estudo da raiz quadrada. Suppondo,
pois; conhecida a raiz binomia a-}-b, e desenvolvendo
o cubo segundo a lei de Newton, temos:

(a-+-b)>=a34-3u*b4-3ab24-b°. {n

A questio é a seguinte: dado o polynomio (1) obter
a expressdo a--b cujo cubo é por elle represeutﬂdo'

Estudado o desenvolvimento (1) vemos que P3r
obter o 1° termo a da raiz basta extrahir 3 rai?
cubica do 1° termo do desenvolvimento, estando
este ordenado em relagdo 4 mesma letra @ queé ®
raiz. Elevando-se a raiz cubica obtida ao cubo ?
subtrahindo de (1), o resto 3a’b4- etc terd pard i
termo o triplo do quadro do 1° termo da raiz PO
2° termo da mesma raiz. Dividindo, pois, 0 P"imem
termo do resto pelo triplo do quadrado da raiz ﬂ_oh"
da o quociente representard o 2° termo b da rai#

Suppondo a raiz trinomia, teriamos:

(:1-{—I:—i-::.]”‘:'{ax+b}3-l-3{a-l—b)‘3r:+3{a-{-b)tf“+tf"-"""'s'l':":"b

+3ab?+ b3 +3(a+b)2c+3(u + bjei+-¢ '
¥ cas0

Este desenvolvimento nos mostra que €sté
complexo exige as duas operagdes anteriores: 0
a extracgdo da raiz cubica do seu 1° ter? :
diviso do 1* termo do resto pelo triplo do q.uadl' 6
da raiz cubica obtida, para obter-se 0 PH !
segundo termos a e b da raiz pedida. ES‘“” :‘wdai
determinados, a sua somma algebrica (a--bj ¢ Jé
a0 cubo e subtrabida do desenvolvimento . ef-
para resto a expressdo 3{a-b)*c-etc-. U“J;d. P,[o
mo ¢ o triplo do quadrado da somma j& ® .

.

:
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3° termo da raiz. Para obter este, pois, basta di-
vidir o primeiro termo do resto pelo triplo do qua-
draco da raiz achada a-b.
* Consideremos, finalmente, a raiz tendo n termos,
Seja (a4-b4ct....... ~+-e-tf+g) a raiz pedida
que se suppdo conhecida. Desenvolvendo pela lei
“de Newton, temos:
(afbt-ct-. . .4-oHg'=(a ot . . 4H]?
+3(atbt. ..+ g-H(atb ... Hg e’
Fazendo nova contracgdo no 1° termo e desenvol-
‘¥éndo o cuho temos:
{at-b-. . . f4g)'=(at-bt. . .4o)+3lat-bt-. . .
el f-3(a ... e)P-H-PA-B(at-bte...+-1'g
' 43 (bt . .. +H)g*Hg?
~ Continuando por contraccdes feitas no 1° termo a
’-?duzir 0s casos complexos os casos anteriores mais
“Simples chegariamos ao desenvolvimento :
atbt-. . f4-gp=(a-+b)+3(a-bic-3(at-biet
o e'+-3 (a-bic)rdt-. ... 3 (at-bd. ... o)
T 4-3(a-b4-... £ g+3(a+-b4-... +f)g*+g* (1)
,._D'0nde deduz-se :
Bbbi ... g —a>4-3a7h4-3ab*-bit-3(a--b)?
¢+....3a+b+-cfrd4-. . . F-3faf-b}-...e) ...
3fa+b4-. ... g+. . .+
., Este desenvolvimento nos mostra que os 1°, 2% e 3°
M0s da raiz para este caso complexo sdo obtidos
. Modo identico ao anterior em que a raiz é tri-
2. Estes tres termos obtidos elevados ao cubo,
18 de sommados algebricamente, e subtrahidos
4. seuvolvimento nos dao para resto, como mos-
s * expressio (1), um polynomio cujo 1° termo
S8 EbLey d ¢ o triplo do quadrado dos tres termos
fa. 108, pelo quarto termo d da raiz, o qual é, por-
19 obtido dividindo-se o primeiro termo do resto
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pelo triplo do quadrado da somma dos termos jé
determinados. Este modo de proceder seria uni-
forme para a determinacdo dos outros termos da raiz
até que finalmente, obtido o termo n—1 da raiz
a somma algebrica destes n—1 termos obtidos ele-
vada a0 cubo e subtrahida do polynomio dado n0s
d'aria um resto cujo 1° termo 3(a-b4-. . . .-f)*8s 5¢°
ria o triplo do quadrado dos n—1 termos achados
pelo ultimo termo g da raiz, que seria obtido divi-
dindo-se o primeiro termo do resto pelo triplo do
quadrado dos termos da raiz j4 determinados.

Fica por esta forma a extraccdo da raiz cubica
para um caso qualquer reduzida a um unico caso B
nomio fundamental e a uma serie mais ou meno
longa de divisdes. Por conseguinte, como na raiz qia=
drada as condicdes estabelecidas na divisao, € qud
reguldo a possibilidade dos quocientes inteiross 580
as que aqui regulio a possibilidade ou nao By
sibilidade de ter o polynomio dado para raiz cublc®
uma expressao inteira. Si, porém, a expressao da 181
nao é sujeita a condigdo alguma, a raiz cubica
polynomio pode ser sempre obtida sob a forma frat"
cionaria de numero limitado ou illimitado d -
mos, constituindo assim como mais adiante est.“d’w
mos um processo de desenvolvimento em serie.

m.oag'o'

Consideremos agora uma raiz qualquer foe
os anteri?

monomio fundamental resolve-se, como
res, extrahindo-se a raiz m do coefficiente da
tes s
letras. Se o monomio dado 6, por exemplos M.-biﬂl_;-
M’. n, p. podendo ser numeros quaesques

a1z m serd

L0 Jeep
(M)=a=baC=
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Para reduzir os casos complexos a este caso fun-
‘damental mais simples, a marcha é perfeitamente
identica a seguida nos casos da raiz quadrada e
Cubica.

Supponhamos a raiz binomia a4b. Desenvol-
Yendo a potencia m pela lei de Newton, temos :

(a4-b)*=a"+-ma=—'b{-etc. (1)

A questdo, como sempre, é a seguinte: dado o
Polynomio a®4ma=—'b-}-etc. determinar a expressdo
a4+b cuja potencia m elle representa.

~ O desenvolvimento (1) nos mostra que ordenado o
Polynomio e a raiz em relagio 4 mesma letra a, para
O0ter-se o 1°. termo da raiz basta extrahir a raiz m do
3' termo a™ do desenvolvimento. Elevando-se este
*®fmo a 4 potencia m e subtrahindo de (1) o 1°. termo
80 resto ma*—' b etc, representa m vezes o pruducto
" potencia m—1 do 1°. termo da raiz pelo seu 2*
*Imo b, Para ter este termo divide-se o primeiro
2Tm0 do resto por m vezes a potencia m—1 do termo
Rdeterminado.

QPponhamos 0 caso mais complexo em que a raiz
o tres termos, e seja a+b+c esta raiz. Desenvol-

en

+mab"'+. «....b4m(a4-b)*"'c4.....c* (1)

desenvolvimento nos mostra que os dois pri-
05 termos da raiz sio obtidos de modo identico ao
SHlor. Estes dois termos determinados, a sua som-
ebrica elevada 4 potencia m ¢ subtrabida de
8 dd um resto cujo 1° termo é m(a+b)"’c, ou
. *288 0 producto da potencia m—1 da somma dos
*tetmos 5 ¢ b, pelo 3° termo da raiz.
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Para obter, pois, este termo divide-se 0 primeiro
termo do resto por m vezes a potencia m—1 de (a-l—bi
e 0 quociente serd o termo procurado.

Consideremos, finalmente, a raiz com um numero
qualquer n de termos, e seja (a--b-{-c+- el
esta raiz, Desenvolvendo a potencia m pela lei de
Newton, temos :

(atbt-... g =(atb A1
m(at-b-. . .-f)mtg.. . gm=latb4r. €
R B R B
+4-...4+.* Continuando por contracgdes 1o 1 termo
a reduzir a potencia m do polynomio a~+b +...|ed0
casos mais simples, de menor numero do termos:
chegariamos 4 expressdo : £
(atbt-. . .~HE+g)"=(at-b)"f-m(af-bjmtedessE
~+m(a--b fc)n—td4-. .. A" +
m(a+-b4c...+f)m—1g+...8-"

D’onde deduz-se:

(3. gm0 mam—tb DT
m(a-}-bjm—lc4-... c"-m(at-bf-c)m=ld- L gec
m{apbt. gt 6% S

Esle desenvolvimento nos mostra que 0% tres I:,da
meiros termos da raiz sio obtidos de U& mmia.
identico ao empregado mno caso da 12 alge-
Determinados estes tres termos, a suad somIA hiﬂs' ‘i
brica a--b-}-c, elevada a potencia m © S“btr?m—ld :
de (1), nos dd um resto, cnjo 1° termo "“".‘:"H.cémma,

& m vezes o producto da potencia m—1 d'osgé - 1000

pelo 4° termo d da raiz, o qual obtém-se Ui’ I_,l.da-;

producto considerado por m vezes a potenci

somma dos termos ji determinados. ;agh0r
Continuando de um modo analogo # opfos U

. 2 : rm
isto é, determinando cada um dos outros t€
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meio de uma divisdo em que o divisor é m vezes a
Potencia m—1 da somma algebrica dos termos cophe-
Cidos, ¢ o dividendo o primeiro termo do resto que
Yfesulton da subtracgdo entre o polynomio dado e a
Potencia m da mesma somma algebrica, chegariamos
finalmente a obter o ultimo termo g da raiz.
" Dando a m os valores 2, 3,4, 5,06, etc., nos obtemos
88 regras para extracgdo da raiz quadrada, cubica,
~ QUarta, quinta, ete.

Nés vemos, pois,que dado um polynomio gnalquer,
Mdenado este polynomio em relagdo 4s potencias cres-
“entes de uma mesma letra, a extrac¢do de uma raiz
ualquer d'esta ex pressao, reduz-se sempre 4 extracgio
"4 raiz corresponde.:te do monomio que constitue o
U primeiro termo, ¢ a uma serie de iivisges.
| 3¢ a raiz pedida 6 sujeita a condicdo de ser um
Blynomio inteiro, o estudo que acabamos de fazer,
fio fndica que uwmna das coudigdes necessarias é que
° Primeiro e o ultimo termo do polynomio dado scjam
#lencias perfeitas da ordem correspondente & raiz
¥ ®8siderada, as outras condigdes sendo as mesmas
48 a diviszo estabelece para 0s quocientes inteiros ;
& Tz ndo é sujeita 4 condicdo alguma a sua
26, 5530 pode ser sempre obtida polendo apresentar
4, Da fraccionaria de numero limitado ou illimi-
—*0de termos,

_ ::l': 0 modo por que a lei dg? Newton' nos permitte
‘. racdo completa da theoria das raizes.
fco-_nsideradas como representadas por expoentes
i °24ri0s, as raizes podem ser de um modo mais
.. ° 8ubordinadas 4 lei binomial. Este modo de
T esta gubordinagdo, tem uma dupla vantagem :
V. ‘tade importancia a0 mesmo tempo logica
“SMatica, consiste na reduccdo, assim obtida, de
Elementos de Algvbra—26
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uma transformagdo mais difficil a uma transformaga®
mais facil e ji estudada: a segunda de importancia
principalmente logica, consiste na coordenacdo de
dominio da algebra directa pela uuificagao de duas
theorias importantes, como sejdo a das potencias ©
raizes, por uma unica lei—a lei binomial.

Considerada por este modo, a raiz quadrada.
exemplo, do trinomio x*'+2axta’ se obteria desen=
volvendo pelo theorema de Newton a potenci“"-':'
d’esta express3o e tomando os dois 1°** termos do des*
envolvimento.

_Dado, pois, um polynomio para extrah
raiz m qualquer, calcula-se em primeiro lugar,
formula dada no estudo das potencias, quantos termo®
deve ter a expressdo raiz. Isto obtém-se contand."
o numero de termos do polynomio dado e depois part!
cularisando para os diversos casos a formula que 0%

por

ir a sus
Pﬂlﬂ

d4 o numero de termos do desenvolvimento Je umd
potencia qualquer de um polynomio, até obtf-‘f":;’ <
dado-

mesmo numero de termos que o do polynomio
Feito isto desenvolve-se a potencia—do poiy®
dado e toma-se no desenvolvimento a Part”
1° termo um numere de termos igual a0 numer?
tefmos fornecido pela formula das poteﬂCias para *
raiz considerada.
O estudo que deixamos faito, nos deix

extraccdo de uma raiz qualquer, consi .
phase mais extensa em uma serie de divis0es: :
ultima divisdo dé um resto nullo, a B!Pre’sm :
potencia perfeita; se isto ndo acontecé, ©
afinal a um resto em que a divisio com 0 qv
inteiro ado é mais possivel ; o polynomio dalo 237
uma potencia perfeita de uma expressao inteir® ©
raiz 86 péde ser obtida sol a férma fraccionarid:

ami"
do

de

a ver qué 2
ste em

gciente
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Fsta analogia entre a phase principal da extracgio
de raiz e a divisdo nos vai deixar mostrar que a
primeira d'estas transformagdes como a segunda,
comporta uma elaboracio completa, quando mesmo
fiquem indeterminados os coefficientes do polynomio
dado, o que permitte determinar quaes os valores a
dar a esses cocfficient2s, para que o polynomio dado
seja uma potencia perfeita da ordem da raiz consi-
derada.

Para isto apreciar, basta-nos considerar o caso ver-
dadeiramente usual da raiz quadrada.

Seja o polynomio Ax™.Bx™—'j .. .4+M, cujos
coefficientes sdo indeterminados,

Quer se saber que valores se devedaa A, B, C, etc.,
para que este polynomio seja um quadrado perfeito.
A raiz quadrada d'este polynomio serd do griu m e

da férma A, x*4-B x*—'4..... M, ; o resto seri,
portanto, do grin m—I1, no maximo, e da férma :
Agx™—'}B,x"—'4-..... +M;. Representando o

polynomio dado por F(x), a raiz por I, (x) ¢ o resto
por I, (x), temos :

F(x :F,(x;-|—F,ix). Como a condigio para que
F(x) seja um quadrado perfeito é que o resto seja
nullo temos: F,(x)=o. Ora, sendo F,(x) um poly-
nomio do grio m—1, o numero de seus termos é
m e esta ultima equa¢do nos dardi m equacgdes para
determinar os coefficientes A,, B,. etc. Se o nu-
mero de equagdes for igual a0 numero de coefficien-
tes pedidos, cada wn d'estes terd um unico valor;
%e, porem, o numero de equagdes for inferior ao
numero de coefficientes, o problema seri indeter-
minado @ um ou mais d'cstes coefficientes ficardo

arhitrarios.
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Supponhamos que o polynomio dado seja Ax‘-}-
Bx*4-Cx*+Dx—-L.
Extrahindo a raiz quadrada temos:
Ax‘+4-Bx*+4-Cx*4-Dx-4-E 1 Bx 4AC-B
_Axigx3+ 1 AT ——-

1
Bt J 2(A)*
(C—-ﬁ-)x’—{-l)x-}-l-, ,

2(A)T x?

i
8{&35’

, BA4AC—BY)_, (4AC—B??
T 16A% 0 T B4A?

0 resto igualado a zero nos da:

B(AAC—BY  (4AC—B?)!
1 1 0 5 e ]
Dx Teatcalinuti i L_o D'onde
B4AC—BY)_ [4AC—BY: ..

TBAL. o o el

il L
i’l

Temos assim duas equacdes para determiaar os
cinco coefficientes. O problema é indeterminado e
tres d’entre os coeflicientes podem ficar arbitrarios.

Nos vemos que a questdo para a extracgdo das
raizes ¢ analoga 4 questdo estudada na divisdo.
Dada a expressdo, effectua-se a extracgdo da raiz
como se 0s coefficientes fossem conhecidos, ¢ chegado
ao resto iguala-se este 4 zero, e desta equaqaotira-se
as equagOes que devem dar os coefficientes, igua-
lando separadamente a zero os coefficientes das dif-
ferentes potencias de x.




Capltulo IV

Fracgoes continuas-Calculo indeterminado
do 1° grao

Antes de encetar o estudo do calculo indetermi-
nado do 1°® grdo estudaremos as fracqdes continuas
cuja theoria deve constituir o complemento indispen-
savel dquelle estudo, pois que sobre ella baséa-se um
dos methodos de resolugio do problema do caleulo
indeterminado do 1° gréo.

As fracgdes continnas foram introduzidas na ma-
thematica no seculo XVII para aperfeicoamento das
transformagdes numericas.

Foi Brouncker quem primeiro as imaginou apre-
sentando em fraccdo continua a expressio da relagdo
entre o quadrado circumscripto a um circulo e a area
desse circulo. A Wallis deve-se o methodo para re-
duzir toda fracgdo continna d fraccdo ordinaria;
mas foi Huyghens quem primeiro estudou as princi-
paes propriedades e vantagens que apresenta um
tal desenvolvimento.

As fraccdes continuas constituem um modo muito
Precioso para obter-se as avaliacdes numericas, e em
algebra, principalmente depois dos trabalhos de La-
grange, tém applicagdes importantes na theoria das
tquacdes.




A determinagio do valor aproximado de uma gran-
deza cuja avaliagio ndo comporta uma representaga0
em numeros intciros, originou naturalmente as frap-
¢des continuas, cujas propriedades mais tarde perfn{t'
tiram outras applicagdes e sua extensdo ao domini0
algebrico. |

Seja M uma grandeza que se pretende avaliar. 0
meio mais simples e mais natural de obter-se um va-
lor aproximado dessa quantidade é procurar o malof
numero inteiro nella contido. Representando por #
esse numero 6 claro que a differenga M—n serd me
nor que a unidade, e,portanto, a fracg:‘mogég, que repré:
sentaremos por M,, serd maior. Esta grandeza sendo
maior que a unidade comporta uma avaliaci0 :Gf:me‘
lhante a da primeira, isto é, nés podemos avaliar My
aproximnadamente procurando qual o maior numero
inteiro nella contido. Representando por a essé nu-
mero, a differenga M;—a serd menor que a unidade

r
e, portanto, a fracqdog l__., (que representaremos PO

M,, serd maior. Procedendo com M, do mesmoO modo
que com asanteriores, obteremos uma differenga My—
menor que a unidade, e a fracg:ﬁoﬁ_l_—h. que repreﬁc“ta'
remos por M,, maior que a unidade; e assi®P%
diante.

Temos pois:

Vo SRV [ s v
H—-n'—'nl' _iI:i_HM' 5]5’_-—::_'3!!' 'u,—c_'\j‘ 2
Estas igualdades nos dio:
A At i Y e elC:
—'“#lo l—a-—:. M.l—'b_-_—i';. - 3"-“"'",“‘
ou

i
1 1 ! —cty o
M'__n'i_i;l Ml_a""—'l"i;- Mz“-—b"i"i';» Ms"‘c ”‘n o
Substituindo na expressdode M, M, pelo sev Lt
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na deste M, pelo seu valor, na de M,, M; pelo seu
valor etc. teremos:
1
M=p4—_ 1
a +T+L . (2)

[

etc.

Resultado que nos deixa vér que o valor calculado
para M serd tanto mais aproximado quanto maior
for o numero de avaliagdes parciaes. As exprassées
desta forma denominam-se do fracgdo continua.

Na expressio (2) todos os termos do desenvolvi-
mento s3o positivos; se nés, porém, em vez de to-
marmos para v.lores aproximados de M, M, M, ete.,
0 menor dos dois numeros entre os qnaes cada uma
dossas grandezas se acha contida, tomassemos o maior,
isto ¢, se avaliassemos cada uma dellas com uma
aproximagdo para mais e nio para menes como fize-
mos, os denominadores a, b, ¢ etc. seriam negativos.

Com effeito, neste caso, sendo n maior que M,
M—n serd negativo e, portanto, o quocients M,, e a0
sorio tambem. S:ndo a maior que M, M,—a sera
negativo e, portanto, M, e b 0 s2rdo tambem; e assim

por diante. As fracgdes ~:—, = % etc., denomi-

lam-se fracroes inlegrantes, e oshdanomiuadorcs a,b,c
Blc. quocientes incompletss. Chama s+ reduzida ou [rac-
fo canpergente a toda fracgdo ordinaria equivalente a
Uma porcdo do desenvolvimento da fracgio continua
omada a partir da origem.

Assim, por exemplo, as fracgoes ordinarias equi-
valentes us porgdes:

1 1 1
T I "‘*—a-;--bl.' n'*-a‘+—:- 1

e
c

‘e, 530 redusidas da fracgZo continua M e denomi-

{
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nam-se respectivamente de primeira, segunda, ter
ceira etc. reduzida.

R Ay
Os numeradores das fracgdes —, -,
dem deixar de ser a unidade, isto é. a fraccdo con~

tinua pode ter a forma
M=n-}--— = +__

1
Sar . po-
: etc. p

etc.

Nés, porem, 86 consiceraremos 0 caso em queé esses
numeradores sio a unidade, pois que, como observa
Lagrange, cuja exposicdo tomamos para norma, €
este o caso de verdadeira utilidade em mathematica:

Se no desenvolvimento da fraccio continud uma
das grandezas M,, M,, M; etc for um numero m-
teiro a fracgdo continua terd um numero determl'
nado de termos e neste caso a grandeza M serd
commensuravel.

Se M,, por exemplo, na expressio (2) fos
numero inteiro a fracgdo continua teria a forma:

ge um

M—=—n+—
8 +M

13
O denominador da fracgdo integranle seguinte Set‘_'
aﬂ

igual ao infinito porque na expressao (1) de M;

1
zendo b=DM, teremos Me:—o—zw-
m um

As fraccoes continuas, pois, nos fornecem d
rdo d¢

meio de avaliagao em que podemos tornar 0 8
aproximagio o mais rigoroso possivel.

= ans
Supponhamos, por exemplo, que se queél 2
— - - “ J nt-i‘
formar a fracgio ordinaria —;E- em fracgao €0

o e
nua. Temos em primeiro lugar de procurar © i
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1teiro que mais se aproxima d’essa fraccao, o que
obteremos dividindo X por Y. Representando o quo-
ciente por q e o resto por R teremos:

X R 1
~ =9ty =Ty (1)

Y 2 '
Praticando com 5 de um modo s2melhante, e
representando por g, e R, o quociente e o resto desta
segunda operacdo teremos —Ezq‘ valor este que

substituido na expressio (1) nos dd:

X 1
+ =4 +';]— e
! R
R,

R v
Procedendo com —— do mesmo modo, obteriamos
1

nova fracgdo integrante, e assim pur diante pode-
tiamos prolongar indefinidamente a fracgdo continua
repetindo sempre o mesmo artificio.

A operagdo, co.10 vemos, consiste no seguinte :
divide-se 0 numerador da fracgio que se quer traos-
formar, pelo seu denominador e o quocientc serd a parte
inteira da fracgio continua ; divide-re depois o di-
visor da divisio anterior,*denominador da fraigdo
dada, pelo resto d'essa divisdo e o quociente achado
serd 0 denominador da primeira frac¢io integrante .
divide-se o divisor da segunda divisio pelo resto
“a mesma divisio e o quociente serd o denominador
da segunda fraccdo integrante : e assim successiva-
Gente se ird obtendo o denominador de cada fracgdo
Qtegrante, que serd sempre dado pelo quociente de
"na divisio em que o dividendo é o divisor da di-
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visio que serviu para determinar denominador d3
anterior e o divisor o resto d'essa divisio.

A questdo, portanto, coduz-se a uma operaglo 1dens
tica 4 do maior divisor commum. Se as duas gran”
dezas X e Y tivessem um maximo commum div1807,
chegariamos finalmente a um resto zero € G““_"
teriamos para* expressio equivalente 4 fracglio CODS”
derada uma fraccdo continia de um numero limitado
de sngegrantes.

0s denominadores das fraccdes integrantes aendo
obtidos por meio de uma divisdo, n'cesa divisdd L
quocientes podem ser tomados com aproximagse
para menos, que é 0 caso ordinario. on para_m“"‘
no primeiro caso 03 restns s Ti0 sempre posIITS )
portanto. os denominadores das fracgoes intagranto®
tambem o serfo sempre, e no segundo o8 restos seri®
negativos & portanto, os denominadores das fracg0es
integrantes o serdo tambem. 1

Podemos calcular todas as fracgdns integrant®® por
um ou outro d'este~ Jois modos ou alterna:ivamt‘-“"
por um e ontro.

Obtido o desenvolvimento coin deaomina
gativos, podemos tornar positivo cada w0 i
denominadores trocando o signal do numﬁl?d“ £4
respondente bem como o do numerador seguinte:

Assim se tivessemos a fraccdo continud *

dores ne:
d'eeses

-

1

-4 +"b_+ elc ‘Bi'
poderiamos transformal-a na ceguinte qué 1ho & 21
valente n——-:—__ 1y,
b 4+ eto
odos

) Pode-se ainda fazer com que desappare G0 ,"
signans negativos da fracciio continua red"®
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uma outra tendo todos os termos positivos, ¢ tambem
substituir termos positivos por termos negativos.

Suppondo para a primeira transformagdo a frac-
¢io continua n—--_  podemos substituil-a pela se-
guinte que lhe é equivalente : n—-l—l—

a—-l ete,
Supponhamos para a segunda transformagio a frac-

¢do continua n+-— _ esta fraccdn continua pode
ser substituida pela seguilne que ihe é equivalente :

l g v g a—-l elc.

Estas transformacdes polem s°r utilisadas para
simplificacao das fracgdes continuas e sua reduccdo a
um menor numero de termos, o0 que se pnderé fazer
todas as vezes que a fraccio continua considerada
contiver denominadores iguaes a unidade positiva oun
legativa,

Vamos vér como estas transformagdes, em alguns
tasos podem nos poupar o trabalho de fazer o calculo
da toda fraccio.

Consideremos a expressdo geral :

M=nt}—=
4 +b! +_...
€1 ete.

Para que esta fracgdo contiuua scja o mais con-
Yergente possivel para o valor de M é necessario que
% a), by, c;, etc sejao 0s numeros inteiros qu: mais'
® aproximem de M, a, b, ¢, etc. quer por e¢xcesso
f00r zor differenga. No caso ¢m que n nio fosse o
"mero inteiro wais proximo de M. o numero se-
Ruinte o, seriu necessariamente ignal a nnidade, por
e enl:lo a Jiffeienga entre M e n seria maior
e -] “5 € nos teriamos, portauto, a fracgao a=
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menor que dois e, portanto, @ s6 poderia ser igual a
unidade. Este descuido no calculo se manifesta pelo
apparecimento na fracgio continua de denominadores
iguaes a unidade e neste caso a fraccdio pode ser sim-
pliicada augmentando-se ou diminuindo-se o deno-
minador precedente de uma unidade o que se poderd
executar pelas transformagdes precedentes sem ne-
cessidade de refazer todo o calculo.

Transformada uma guantidade em fracgdo con-
tinua nos aproximaremos tanto mais do seu valor
real quanto maior for o numero de fracgdes inte-
grantes que calcularmos. Se calcularmos successi-
vamente uma, duas, tres, quatro etc fraccdes inte-
grantes obteremos uma serie de quantidades conver-
gentes todas, successivamente, para o verdadeiro
valor da quautidade equivalente a frac¢ao continua.

Essa lei de convergia se nos tornard mais evidente
pela consideracdo das formulas:

I ] AT
M_'n+§l-," }11_.3—}—?1;. M!—-b-{_é‘_]a'
11,:9—]——.\11-'—, etc

n é o primeiro valor aproximado de M, cujo valor
I I].\l| f‘l
exacto e ——
M
Substituindo nesta expressio M, pelo seu valor
aproximado a obteremos o seguinte valor mais apro-
na+1

ximado de M que n: ; substituindo na mesma

M+l
express2o M, pelo seu valor exacto —‘-Mf—— obtere-
1

mos 0 seguinte valor mais aproximado de . que?®
(na+41)M; 4+n

aMy--1
Substituindo nestas expressoes M, pelo seu valor

anterior e que n:
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| aproximado b obteiemos o scguinte valor mais apro-
Ximada de M que os anteriores:
0a-—-1)b +n
ab-i-1
Pelo seu valor exacto
e | - 5 a .
Valor mais aproximado de M que o anterior:
[(na+4-1)b+-nMy+na+1]
(ab+1)M;+a

. Substituindo nesta cxpressio M, pelo seu valor
#Proximado ¢ obteremos o seguinte valor mais apro-
Ximado de M que o anterior
[(na+1)b+n lct+na+l

(ab4-1)c+a

; se substituirmos na wesma espressio M,

DALFL bteremos o seguinte

=

E assim por diante.
- Facumos, para simplificagdo dos calculos ¢ facili-
e dos raciocinios:

A—n, B=aA-}1, C=bB4-A, D=cC+B,

E=d4-C, etc.

{l) A—1, B=a, C=bB}A, D=cC:HB,.
_ E,=dD+-C, etc.
. '-i-"—_idindu respectivamente menibro a membro estas
dades obteremos a seguinte serie de fracgoes
S¥ergindo todas para a quantidade M:

AR Ye 0 1_2_ I_S_
. A_-l' E. C‘-;' Dl. E!’
'ﬁ'acgﬁo continua serd limitada todas as vezes
Quantidade M for racional e tiver uma forma

*Clonaria qualquer _:’_ e neste caso essa frac¢io

2 L)
s BT a4 i .
: L ultimg termo da serie (2} 0 qual deve ser sem-
Uivalente a toda a fracgdo continua.
= €350, porém, em que M seja irracional ou trans-

ete,
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cendeute a fraccdo continua tendq um numero illi-
mitado de termos nés podemos prolongar indefinida-
mente a serie de fracgbes convergentes (2).

Estudemos agora as fracgdes gne constituem 2
serie (1). ;

A primeira consideragio que se nos apresentd €
que 0s numeros A, B, C, D, etc. s A,, B,, C;, €l€
devem ir augmentando : 1° porque se 0s numeros 1,
a, b, c. etc so todos positivos os numeros A, B, C.
etc e A, B,, C,. etc o sdo tambem e, portanto, 098
temos evidentemente: B>A. C>B, D> C etc. @
Bi=> Aj. C,> B,, D,>C, etc; 2° porque se todos
os numeros n, a, b, etc sdo negativos ou em parte
positivos e parte negativos. entao entre 0s numeres
A, B, C, ctc. e A,, B,, C, etc. deve haver tambem
positivos e negativos.

As expressdes (2) nos dao.

: B | @ Al B
|‘3) =i +—-E' E:b—l—E' c:-c+é' gtc-

A
Estas formulas nos deixdo vér que se 0% nuﬂ"’:
a, a, b, etc. forem differentes da unidade, 008 ve

y ” . eg +
mos necessariamente, abstraccdo feita dos signa

—2:» 1, logo—g <1 e, portanto, };, ] e assiid %
gdiante,

Teremos consequentemente B> A, C>B. €%

E’ necessario, porém, distinguir o caso e® q":m;.
gum dos numeros n, a, b, etc, sejio iguaes a 2
dade. Supponhamos que b seja o primeiro d‘”s’e"“ c
meros igual a ==1. Neste caso temos B> 47 3
nal diffe

serd menor que B se a fraccia & tiver 0 818
. q vEr 2

rente do de b, o que claraments nos deix
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. A R ARLIY,
igualdade ==b-—,porque b= serd um numero me
nor que a unidade. D sera maior que B porque

sendo b=z temos para valor de 3'19::':1'*—“:'

igunaldade que nos dé&lg——-‘l,—zilz sendo Mz e M;

aig
quantidades maiores que a unidude, é evidente que
esta igualdade s6 poderd subsistir tendo essas quan-
tidades o mesmo signal; e sendn b ¢ ¢ valores in-
teiros aproximados das mesmas quantidades devem
ter 0 mesmo signal como ellas.
Qe A ;

A fracgdo ==b--- deve ter o mesmo signal que b

; . ; : A
porque esta quautidade é um numero inteiro e ~uma

. c

uma fraccdo menor que a unidade. i € ¢, portanto,
: RO
terdo o mesmo signal e consequentemente —serd
uma quantidade positiva. Multiplicando ambos os

membros da terceira formula (3) por %— temos —;’—:

L
=c——-1
(Ora, sendo c—; uma quantidade positiva é claro

l]ue-:-} serd maior jue a unidade e, portanto, D> B.

Do que vimos de expor vé-se que se acontscer
ua serie A, B, C, etc existir um termo menor que
0 precedente, 0 termo seguinte serd necessariamente
maior ; de modo que, pondo de parte esses ter-
Wos menores, a serieé ndo deixard de ir augmen-
tando.

Finalmente, poderemos sempre evitar este incon-
Veniente quer tornando os numeros u, a, b, ¢, etc
todos positivos, quer tornando-vs todes differentes da
Unidade, o que é sempre possivel. Os mesmos
Htiocinios se poderd fazer para com a serie Ap,

i
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B,, C,, etc na qual teremos igualmente :

B, = G, —h Ay D, B oto
— e—— D] =
A, B, B L
Empregando 0s mesmos raciocinios chegariamos
a conclusges semelhantes as precedentes.
Se multiplicar-mos em cruz os termos das fracgoes

da serie s b ¢ tc, isto é ltiplicar-
B O etc, 1sto é, se multip

mos em cruz as igualdades (1) e subtrahirmos depois
os resultados dois a dois ¢ membro a membro teremos
para as duas primeiras:

Bi,—AB,—aA-4-l1—an—an-}-1 —an—=1; para a s€
gunda e terceira CB,——BU,:a{bB—}-A)—bB,(aA+1)

—A,(aA+1)=B,|A+-bB—abA—b]—
—ATB—AB;—BA,

Do mesmo modo obteriamos :
DC,—CD,=BC, —CB, ete; ou de um modo geral

BA,—AB,=l1, CB,-BC,=—1, DC,—CD:=L
ED,—DE;——1 etc

Resultado este que traduz uma propricdad
vel e da qual se deduz importantes consequ

C
1.° As fraccies —, ._I_l._ ——, etc devem estar
ode com*

NG T o

@Xpressas em os termos 0s mais simples que P
xgmplﬂn

pidade ©

portar ua sua expressao, porque se. por €
e C, tivessem um divisor differente da ubee
numero inteiro CB,—BC, seria tambem dmﬂa
por esse numero 0 que ¢ absurdo pois nos temw
CB,—BC,=-—1

2* Se dermos as igualdades preced

BA 1 CoB o L e
BPNE 5 5B, 20 3.8 5. <0 Bialk

e notas
enclaE:

entes a formd *
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} c 1# . E8D 1

CD, B SDis e

) ] H L]

. : o LB
torna-se evidente a convergencia da serie —, ——-B-.

A,” B

o et pois que as expressdes acima nos deixdo

'. vér clarz}mente que as differencas entre as fraccoes
Consecutivas dessa serie vao diminuindo.

_Sendo a differenga eutre duas fraccdes consecu-

Hvas quaesquer a menor possivel, é impossivel que

Qualquer outra fracgdo, salvo o caso de ter um

denominador maior, possa estar comprehendida entre
duas consecutivas da serie.

“

: ey
Consideremos, por exemplo, as duas fracgoes — e

D o

i‘)‘.‘ cuja differenca éﬁll—)-, e supponhamos, por hypo-

L}

1 :
“’930. que entre as duas se ache comprehendida a
] = 1] - . .

Faceio ~;—qu0 denominador seja menor que C, e D,.
Pary que —:—- possa achar-se comprehendida entre as

.. C D : :
taccies T © [ ¢ necessario que a differenca entre
1 1

4 fracedo e 9.,-. que é igunal a
t'l
oC,—pC,  pC,—oC,
pU' on pU, .

* %endo p<D, é evidente que ella serd necessa-

Elomentos de Algebra—27
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: . 1 S
riamente maior que A Raciocinando do mesmo

D .
modo em relagio a— chegaremos a conculuir que 2

D

- o D
differenca entre i} e — ndo podendo ser menor qUe

L

D

T—ser:i necessariamente malor que 55" pois que P
p ’I “)1 ]
<C,. quando devia ser menor.

Assim, pois, a fracgdo —-s6 poderia achar-se com-

prehendida entre as duas fracgdes consecutivas
C D
ST R tivesse um denominador maior que €.
ou D,.

Vamos agora vér qual o grio de aproximacdo qge
K B
nos fornece cada uma das fracgdes da serie i B c!
etc na avaliagdo do valor da quantidade M equivé
lente ao desenvolvimento em frucgdo contintia.

As formulas (1) nos dio:

AM41 . BM4+A . CM+B

AN, "“—B M-A —'C.M,+ﬁ.
DM, +-C
S T

Para avaliarmos de quanto uma fracg3o q“alq““

da Ser’e g— por exemplo’ ge aproxlma do v(-‘,l'dﬂdg’,‘a

valor da grandeza M, basta calcularmos 2 dlﬁ'ﬁrﬂ'?
entre esta quantidade e aquella fraccdo, toman
valor de M sob a forma:

CM.+4-B
CALTE,
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F |
.‘

Assim praticando, e unotando que BC,—CB,=l

temnos :
~'C"~ CM{-B" CH¥% 1
C,~CM,+B, C~—C[CMIB)

Sendo ¢ o numero iuleiro mais approximado de
My, é claro que a differenca entre estas duas gran-
dezas serd menor que a unidade, e que o valor de
M, se achard contido entre os dois numeros ¢ e el
servindo o signal - para o caso em que o valor
approximado ¢ é menor que o verdadeiro valor de
M, e o signal — para o caso contrario; conse-
quentemente o valor de C,M,4-B, se achard com-
Prehendido eatre os dois valores C,c+B; e C,(c=1)
+B=C,c+B,+C,, isto 6, cntre D, e D,=C,. A

differenca M—-%. portanto, se achard comprehen-

Cida entre os dois Jimites

1 1
CD, ° C(D,=C)

Resultado que nos deixa claro, e por meio do

: C
ual podemos avaliar, do quanto a fracgdo -t

Mada para valor de M se approxima do verdadeiro
Yalor desta guantidade.
Temos, pois, de um modo geral:

) A I B 1
M=t = -
.L Al 1] A'M. L] -\I-—— B‘ B'(B'M’+A"
’u;.._ C 1 1 M= D 1

. G 'CiCMB)’ T D' DDMAL]
" 38sim poc diante. .

, Suppondo que no calculo os valores aproximados
* Mj, Mo, etc s3o tomados sempre menores
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que o valor real dessa quantidade, as grandezas
n, a b ¢, etc bem como as grandezas M; Ma
Ms, etc e A, By, By etc serdo todas positivas €
portanto, as differencas entre M e cada uma das
B C

I
A Bt )]

, etc serdo alternativamente

fraccoes

positivas e negativas, isto é, estas fracqoes gerdo
alternativamente menores e maiores que a quanti-

dade M.
Ainda mais, suppondo M,>a, M,> b, M,>c,étc
teremos M, > B,, B M,+4A >Bb+4A > C,.

CM,+B,> Cc+B,>D,, etc
e sendo M, <a-}1, M, <b--1, M, <c}1, etc temos

M, <B-+1, BM+A, <B,(b4-1)4A, <CH+B,
CAl4-B, <C,c41)4-B, <DH-C,; ete

Consequentemente 0s erros que commetteria
tomando para valor da quantidade 3 uma das

mos

A B ) f
fraccoes erido respectivas
L AR B L0 DY etc seri p
- mente menores que x 1 1 otc ¢ maio-
AB B OIS
res respectivamente que:
1 1 1

, ! , etc
A‘[B+Al) Br[Cl—l_Br) CI(DI+CI]
Qualquer uma das fracgdes i_:, g_.‘ '(%' em,,-_pfn'

conseguinte, tomadas para valor da quantidade

Ddo 86 nos dd este valor com uma grande aptiEs
tiver *

macdo, tanto maior quanto mais afastada €S B

fracgao considerada do comego da serie, com® .
do 9%°

bem exprime esse valor mais exactamente
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o faria qualquer outra fracgdo que tivesse o deno-
minador menor que o da fraccio da serie immedia-
tamente segninte a considerada; porque sendo as
fraccdes da serie alternativamente menores e maiores
que M, é evidente que o valor d'esta quantidade
deve achar-se comprehendido entre duas fracgoes
consecutivas quaesquer, €, como Vimos, & impossi-
sivel que entre duas fraccdes da serie, n'essas con-
dicoes, possa existir uma outra fracgdo qualquer de
denominador menor que o maior denominador das
fraccdes consecutivas consideradas.

. D :
Assim, por exemplo, a fraccao p, Dem sé exprime

'
o valor de M com uma aproximagdo muito grande
e maior do que a que obteriamys se tomassemos uma
qualquer das tres que a precedem, como tambem o
exprime mais exactamente do que o poderia fazer
outra qualquer fraccdo que tivesse o deneminador
menor que E,.

No caso, porém, em que os valores aproximados
de M M, M, etc., isto é, em que n. a, b, ¢, etc.,
830 toldos ou em parte, respectivamente tomados com
4pproximagao para mais, entre elles haverd alguns
egativos, 0 que terd como comsequencia 0 serem
tambem negativos alguns dos termos das series:

A, B, C, D, etce A, B, C, etc. e, portanto,
as differencas entre a quantidade M e cada uma
das fraccoes —'}——, -—B— s etc ndo serdo mais al-

s AT BN

lernativamente positivas e negativas como no
: A

Gso anterior, de modo que as fracgoes vl AT

C ]

E‘. etc que anteriormente nos davdo os limites
L] M



ey et

superior e inferior do verdadeiro valor da quanti-
dade M, neste segundo caso nio os podem dar, ©
que constitue uma desvantagem tdo impartantle que
faz com que na pratica se prefira sempre as fracgoes
continuas dn primeiro caso, isto é, as que tem to-
dos os denominadores positivos, e que, por essa
razao, serdo as unicas que continuaremos a estudar.

e AL
Sendo os termos da serie, —, B et neste ul-

ey '
timo caso, alternativamente positivos e negativos,
podemos decompol-a em duas: uma composta de to-
das as fraccdes menores que M, e que vao augmen-
tando continuamente aproximando-se cada voz mals

desta quantidade :

A C E -
TR etc; a outra composta de todas as

¢ ]

fraccoes maiores que M, e que vdo diminuindo apro
ximando-se cada vez mais desta quantidade :

B D i et
B:' 'Din -.F_I' C
Da primeira serie nés deduzimos, tendo em vista
08 valores (1) :
UL
CheA. A
¢ da segunda
BIEED IS o DRk e
B DS BiDeseT)
As grandezas a, b, ¢, etc. podem ser ou igud ot
differentes da unidade ; no primeiro caso poderiaf® o
demonstrar, como o fizemos anteriormente, ue 8"

possivel que entre duas fraccoes c:.onsif,'ctlt""“su
qualquer dessas duas series possa existir uma 0

d

__.C—.=_._—-' Et-c.
C, CE

&=l =

b
ICI . I ] L) ]

aes 0%
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“

com o denominador menor que o maior denominador
das duas fracgdes consecutivas ; no segundo, porém,
longe de se dar isso, podemos inserir entre duas frac-
¢des consecutivas de qualjuer das series, tantas frac-
coes intermediarias quantas unidades tiverem os
numeros b—1, c—1, d—1, etc e para isto basta sub-
stituir successivamente nos valores de Ce C, : C=bB
A e C=bB,}-A, os numeros 1, 2, 3..... b em lo-
gar de b; do mesmo modo nos valores de D e D, os
numeros 1, 2, 3.... ¢ vm Jugar de ¢, e ussim por
diante.

Supponhamos, por exemplo, b=4%; substituindo
este valor nas expressdes de C e C, , temos:

C=4B+4-A, C=1B 1-A,

Entre as duas fracgoes consecutivas da primeira serie,
as O il ;
™ e T poderemos inserir, portanto, tres fraccoes
e BEA 2B4A 3BAA
ntermedinrias que serao B.—+—.\_ . 21{1_‘_:\'. 3B‘+:X

0s denominadores dessas f{racgides, comno vemos,
formam uma serie crescente, desde A, até C, e as
proprias fraccdes, como vamos ver, formam tambem
lma serie cujos termos vao crescendv continuamente

A _C ] Rl
deade — até o de sorte que seria impossivel inserir
| ]

entre dois termos cousecutivos da serie

A B4+A 2B+A 3BA 4B-A o C

A B4-A"2B44, 3B4-A 4B+, C,
uma fraccio qualguer cujo valor se achasse compre-
hendido entre 0s dois termos consecutivos da serie e
cujo denominador fosse menor que os denominadores
desses termos.
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Tomando a differenca entre essas fracgdes duas 2
duas e notando que BA,—AB =1 temos:

B+A A_ 1 2B4+A B+4A
B+A, A A[B+A)21A BFA/
1
(BA-A)RBAA)

3B4+A 2B}A 1

3B+-A, 2B1A, [2BA,)3B,1A,)
C 3B4A |
C, 3B+fA, C[BBFA)

Este resultado nos mostra ;: 1° que as fracgdes que
constituem a serie vio augmentando, pois que as diffe-
rencas entre ellas tomadas duas a duas s@o sempre pO-
sitivas: 2° que sendo essas differengas iguaes a unidade
dividida pelo producto dos denominadores das frac®
cOes consideradas, podemos provar de um modo id.all'
tico a0 que fizemos anteriormente que é impossive!
achar-se comprehendida entre duas fracgdes comse”
cutivas dessa seric uma outra fracgdo qualquer cuJ®
denominador se ache comprehendido entre os deno
minadores dessas fracgdes, isto &, cujo denominador
seja menor que o maior dos denominadores das dus®
fracgdes consideradas ; 3° inalmente, que se:do tn:fus
as fraccOes consideradas menores quo 0 verdadeir?

B .
valor da quantidade M, e sendo a fracgdo & malo!

B

que esta quantidade, a aproximacio que S€ abti!r:

tomando uma dessas fracgdes para o verdadeir0 V& ¢

de M serd tal, que a differenga entre a fracgdo GOI:

siderada e esta quantidade serd sempre menor 9%°
B

differenca entre a mesma fracco e B '
"
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Tomando a differenga entre cada uma das fracgdes

4 - B
da serie considerada e — temos.,

A Bt TS B A B T

A, B, AB' B+A B, BBFA)
2B+A B 1
2B+A, B, B,(2B+A)

3B4-A 3 1 G s B 1

38B+A, B, TB(@B4A) C, B — B

As differexcas, como vemos, neste caso sio tambem
iguaes a widade dividida pelo producto dos deno-
minadores das fracgdes respectivas e, portanto, po-
deremos provar do mesmo modo que anteriormente
que ¢ impossivel que entre qualquer uma das frac-

1 . B
goes ch serie cosiderada e a fracgdo < possa
1

achar-se comprehendida uma outra fracgdo cujo deno-
minalor scja menor que o denominador da frac-
¢do considerada; donde se conclue que qualquer
uma das fracgdes cosideradas nos dd o valor de M
Cm uma aproximagio muito maior do que a que
olteriamos tomando para este valor uma outra fracgdo
flalquer de denominador menor, isto é, expressa em
mos mais simples. \
Os mesmos raciocinios que temos até agora feito

)

; A 2
Hativamente as fracgdes — e ——, e suas inler-

. 7
Az o0 ‘
L \ ' : L] pri U
Pdiarigs empregariamos para as fracgdes 0. %
! <1 1*
5 D
E-.- e-ﬁ— etc no caso em que d, f, cte fossem
]

Biores que a unidade.

.
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sedin D it D e
A’ outra serie . . , etc podemos ap-
B D oF. P P
plicar tudo o que acabamos de estabelecer em relacio
a serie 2 £ etc
A| L] CT -
Assim, se 0s numeros ¢, ¢, etc forem maiores que
a unidade' poderemos inserir entre as fraccoes =50
DY D IR : P e
D' D e~ etc differentes frascdes intermi-

1 I
* diarias, todas maiores que M, mas queirdo continu-

amente diminuindo aproximando-se cau: vez mais
desta quantidade.

Qualquer uma dessas fracgdes tomada para® valor
da quantidade M, nos did uma aproximagio muito
maior do que a que daria uma outra frac@o qual-
quer expressa em termos mais simples.

Se a4 tambem for um numero maior que a midade

: B
podemos ainda collocar antes de —— as fragdes

Bl.
A=l e SR ] . BATET aa4l B
Tl Sy I S P B,

fraccdes que gosardo das mesmas prupriedades q.¢
as inlermediarias anteriores.
Deste modo temos as duas seguintes series de fra-
coes convergindo para a quantidade M.
Fracgdes crescentes e menores que M:
A Bia 2B4A
A BH-A 2B4A)
bB+A C D4C 204-C
bB A" C2D1C" 2DFC!
dD4C E F+E
le+cl. EI. F|+Ei

etc

ete

5 (e

1s
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Fraccoes decrescentes e maiores que M :
A1 2A4-1 3A4- s
1 200 Sl
aA+4-1 B C4+B 2C4B N
i ‘B CJB 2B’
¢cC+B D E+D
cCB,’ D’ EFD,
Para estas series devemos distinguir dois casos:
1¢ M é irracional ou transcendente: 2° M é racional

, etc

: L sl
e ignal a uma fraccdo qualquer —: no primeiro
caso as duas series acima serio infinitas pois que

My C PP
nesse caso a serie —, =, -, etc é mlnita: no se-
A, B, C

A e
gundo a serie T B —U-l serd limitada e terd para

: L ;
ultimo termo a fracgdo ——que necessariamente tam-

bem terminard uma das duas scries acima, e a outra
poderd sempre prolongar-se ao infinito, como vamos
vér.

Supponhamnos que ¢ se¢ja o ultimo denominador da
fracgao coutinua; meste caso a serie

AREB. (00 D08 o
A.ll B'| Cl. D,' Ela

%rd limitada pela fracgdo g que limitard tambem
1

tserig das fraccoes maiores que M. A serie das frac-
"%s menores que M ficarii naturalmente limitada pels
AT

C : .
r"dcgén-é— que precede a ¢ mas nés podemos conti-
' ]

:‘tﬁl-a ao infinito s3 considerarmos que o denomina-
“* d que deveria seguir-se av ultimo denominador

R spe il

_ ]
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Boak E .
¢ é infinito, de sorte que a fracgdo 7 que segueria
i

4 ie das fraccdes principaes Al
a - na serie das fraccdes pri cipae KB G
: )- D
seria %1]')—':-%':5—‘; ora é claro que sendo d—= po-

diamos, pela lei das fracgoes intermediarias, iuserir

E = s L
) e ) uma infinidade de fracgoes

intermediarias que seriam:
D+C 204+C 3D4C
DAC, '2D4C, '3D4C,’

e assim prolongar ao infinito a serie de fracgdes me=

entre as fracgdes

etc

nores que M collocando nessa serie depois de —5—

essas fraccoes intermediarias.

Pelo methodo que acabamos de expor podemos re
duzir a fracgGes continnas nem 86 0s numeros dect-
maes como tambem as quantidades incommensuras
veis, expediente este que vantajosamente emprega-s®
na avaliag3o aproximada das grandezas.

Como o0s numeros decimaes exprimem um ¥
aproximado, augmeutando de uma unidade 0 ultimo
algarismo do numero considerado, este numero 3_551?
augmentado e o numero dado constituirdo 05 dois b
mites entre 0s quaes deve achar-se o valor gu® s
procura determinar. X

Isto feito, transformdo-se os dois numeros dec
maes obtidos em fracgdes ordinarias ¢ reduzem=5*
estas a fracgio continua, considerando nos desen~0
vimentos achados apenas os termos que tivere® o
pectivamente 0 mesmo denominador. 20

Supponhamos que se procura determinar 3 rolag

m valor

49
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entre a circumferencia & o diametro. Tomando para
essa relagdo o valor aproximado dado por Viéte 3, 14
1592 6 e augmentando o ultimo algarismo de uma
unidade temos 3,141 592 7.

O verdadeiro valor da relacdo acha-se comprehen-
dido entre estes dois limites. Reduzindo estes dois
numeros 4 fraccoes ordinarias e transformando estas
em fracgio continua teremos para parte commum
a0s dois desenvolvimentos :

aak
+ v +_1'51——:— B

Calculando as differeutes reduzidas acharemos 3,-.-:'-2
?5 ) ?—:: A segunda reduzida foi o valor dado por
| Archimedes para essa relagao; em virtude do que
Sstabelecemos, commetteu elle, portanto, nessa ava-
_hagﬁo um erro comprehendido entre ﬁl'z e ﬁll-..‘xdriano
Metiug den para valor da relagdo a quarta reduzida
£ portanto, commetteu um erro comprehendido entre
T © T
) Vamos ver finalmente, como se desenvolve as
AUantidades irracionaes em fracgOes continuas.
Supponhamos que se quer desenvolver a raiz qua-
24da de 2 em fracgio continua. A raiz qua-
fada de 2 ests comprehendida entre 1 a 2 e por
-%Eguinta podemos igualal-a a uma expressio
h Posta de uma parte inteira igual a 1 e de uma
E -te- fraccionaria indeterminada; esta expressdo
SUtuird uma primeira aproximagao.
A 1 1
) (2 =14 1 donde I—— -]
x

2°—1

g gl e

T

. e -

o -
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Fica a questdo reduzida a calcular um valor appro-

ximado do x que substituido na expressio (1j, n0S
1

dé um valor mais aproximado de (2}5. 0 valor
de x esti comprchendido entre 2 e 3; nés podemos,
portanto, igualar essa quantidade a uma expressd0
composta de uma parte inteira igual a 2 e de uma
parte fraccionaria indeterminada o que nos dd

1

-—

1
1 1 3
L=(2)2+1=2—|— ;. donde X’:l—-=[glg+l
(2)°—1
Fica reduzida a questio a Jeterminar um Vai?"
aproximado de x' que substituido no de x nos daria

um outro mais aproximado d'esta quantidade, qu°

por sua vez substituido na expressio (1) nos dana
1

um valor meis aproximado de (2)°.
Procedendo com x' dy mesmo modo que fz0m9%

1 \
com x temos x'_—_2—|? e 4ssim por diante; do mesmo

modo obteriamos x"—_'2-[-—im etc

Fazendo as substitui¢des temos :

1
te—1. I §
T2 4 ete
ca march®
de irraci®”

Este exemplo basta para deixar patent
a seguir para determinar o desenvolvimen
¢do continua equivalente a uma quantida
nal qualquer. Qab

O desenvolvimento da raiz quadrada de uma ']m a
tidade que ndo é um quadrado perfeito, aprese:“w.
propriedade notavel de ser periodico, ist0 8, 09
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minadores das fracgdes integrantes sio sempre os
mesmos ou se repetem periodicamente. periodicidade
que se torna de mais a mais complexa a propcrgio
que as quantidades consideradas vdo sendo mais
Ccompostas.

Euler ealculou uma taboa contendo o desenvolvi-
mento em fracedo continua da raiz quadrada de todos
08 numoros inteiros ndo quadrados perfeitos desde %
até 120, tabva que se encontra nas notas de La-
‘grange 4 Algebra de Euler.

Assim caracterisado o desenvolvimento em fraccio
Continua nds passamos a occupar-nos com 0 estudo
do caleulo indeterminado do 1° grdo.

I

Quando apreciamos o calculo determinado do
I* grio, nés vimos que a algebra directa, com os
fecursos de que dispde, resolve completamente o
Problema geral que o caracterisa; vamos agora
‘Mostrar que ainda na segunda parte do caleulo do
* grio o problema geral do calculo indeterminado
Ca plenamente resolvido.
~ Como ja tivemos occasiao de dizer o calculo inde-
I'_h"DJinado do 1°* grdo é caracterisado pelo facto de
f-‘e" 0 numero de equagdes: ou modos de relacdo

Stinctos entre variaveis e constantes, inferior ao
BUmero de variaveis.

A este respeito a antignidade nos apresenta sobre
0 08 trabulhoz de Diopbante. Embora numerosos,
trabalhos d'cste sabio, ndo forneceram & mathe-
tica nenhum dos methodos geraes que conhece-
%, para resolugdo do problema indeterminado, os
B, > 6 mais tarde apparecem com os trabalhos de

“%chat o Meziriac, Fermat, Euler e Lagrange.

AT T

1
i
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Desde entdo ficou completo o estudo do calculo inde-
terminado do 1* grdo, e ainda mais firmada a diffi-
culdade crescente do problema considerado para
grdos superiores ao 1°*, onde torna-se patente 2
insufficicncia dos recursos da algebra directa.

Tendo em vista o facto que caracterisa o caleulo
indeterminado do 1* grdo, nés podemos formular o
seu problema geral do segainte modo: Dado um
systema de m equacOes a n variaveis, sendo n maior
que m, determinar os valores que substituidos res-
pectivamente em logar das variaveis satisfacam as
equagdes dadas.

Assim estabelecido o problema geral, a questdo,
como no calculo determinado, consiste em decompor
em elementos simples o facto geral complexo por
elle traduzido; estudar directamente o facto mais
simples d’entre os que resultarem d’esta decomposigao
e procurar depois um modo de reduzir todos os ou-
tros casos complexos a dependerem de um maior ou
menor numero deste caso fundamental. O estudo,
pois, d'esta questao, apresenta naturalmente duas
partes distinctas: a primeira consistindo na elabora-
¢ao dos processos empregados para resolver o caso
fundamental, a segunda consistindo na apreciago
dos meios por que todos os mais aspectos de indeter-
minacdo se reduzem a este ultimo caso.

O enunciado do problema geral nos deixa immedi-
atamente ver que elle comporta diversos grdos de
complicagdo, pois que a differenca eutre o numero
de equagdes e incognitas pode ser de 1, 2, 3, 4 etc
unidades. Se a differenga é ignal a 1 a indetermi-
nacio é do 1° grido, se é igual a 2, a indeterminagdo
€ do 2° grio e assim por diante. N'estes differentes
grdos de indeterminagao ainda a questdo comporta
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uma decomposicdo. Assim é que no 1° grdo 2 inde-
terminagio pode se apresentar por uma s6 equagdo
a duas incognitas, que serd o caso fundamental
mais simples da decomposigio do problema geral,
por um systema de duas equagdes a 3 incognitas
etc ; no segundo grdo, do mesmo modo, 2 indetermi-
nacdo pode se apresentar por uma equa¢do a 3 in-
cognitas, por duas equagdes a 4 incognitas, etc e
assim para os demais grdos de indeterminagdo.

A primeira parte do nosso estudo consiste, pois,
na resolucio do caso fundamental representado por
uma equag¢do do 1° grdo a duas incognitas.

Para simplificar a questdo ndés nos limitamos ao
easo verdadeiramente usual em que as solugdes pro-
euradas s3o sujeitas 4 condicdo de serem inteiras,
ficando assim excluidas as solugdes fraccionarias.

. Seja ax-+-by=c (1) a equacdo dada, sendoa, b, e c
lnteiros, pois caso ndo sejio pode-se sempre obter isto
Pelas transformacdes proprias ao calculo determinado.
,Sa as constantes a, b e ¢ tém um factor commun
i"_[‘“e'se‘eliminal-o pela divisdo ; se o factor s ¢é com-
Mun ab e a, as solugdes inteiras s3o impossiveis,
Pois que 0 2° membro seria sempre fraccionario,
“QUaesquer que fossem os valores inteiros dados as
Yariaveis, ¢ a equag3o ndo poderia ser satisfeita.
f_?“PPOBhamos. pois, d’aqui por diante os coefficientes
;i"f b primos entre si;

- Seja a <b na equagao considerada. Resolvendo esta
“Quacdo em relagioa y, temos y== (2. Divi-
findo a por b ¢ representando por q e r 0 guociente
£0 rest respectivos, temos : a=bq--r; substituindo
valor na equagdo (2) temos:

y=tu M e LS5 (3)

Elementos de Algebra—23
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Ora, tendo-se por fim determinar os valores intei-
ros de y correspondentes aos valores inteiros de x, @
achando-se o valor de y decomposto cm duas partes,
uma inteira,—@x, para todos os valores inteiros de X
e outra fraccionaria, fica a questao reduzida a deter-

minar quaes os valores de x que torndo inteira esta
¢=rx

ultima parte. Representando por z o quociente ==
temos :=-=2; d'onde c—rx=bz (4). E’ preciso
pois, determinar as solugdes inteiras da equagao (4)-

Se r fosse igual 4 unidade esta equacdo teria 3
forma x-bz=c. o entdo a questdo estaria resolviqa.
porque esta ultima equacdio nos daria 0s valores 10=
teiros de x correspondentes aos valores inteiros direE'-
tamente attribuidos a z, ¢ estes valores de X gubsti=
tuidos na equacdo (3) nos darido os valores inteiros
correspondentes de y.

Nao sendo, porém, r=—1, a questio consiste em
repetir para com a equagao (4) a mesma transformaga®
empregada para com a equacdo (1).

Resolvendo, pois, a equagdo () em relagio 8 e
temos : x;--’—rhz (6). Dividindo b porr e representalld”
mos *

por q' e r' 0 quociente e o resto respectivos, t€
b=rq'}-r': valor este que substituido na formaga®
nos dé;

C—|rI ’——I“ — Iy pl — !
L (rq ]z=c rq'z—r'z is c—r'2 ()
r r s A

Como o0 fim que se tem em vista & determina” &
valores inteiros de x correspondentes a0s valores ¥
teiros de z, € claro que a questio scmelha“temeuh?f
anterior, acha-se reduzida a determinar quaes -
lores inteiros de z que tornam inteira a seg unda P4
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do valor de x, isto é, a determinar as solugdes intei-
ras da equagdo r'z--rz'=c (8), que se obtem fazendo

c—r'z__,
—_—

r

Se r' fosse igual a unidade estava a questdo resol-
vida: mas no se realisando esta hypothese procedere-

mos com 2 equagdo (8) do mesmo modo por que fize-
y C'—rzl '
mos com as anteriores, e teremos: 2= e (¥

v Uyl
- c—[r'qa:_}-rl|)zl:c_rlqnzl:_q"zl_’_c--—'r A (10]
| r r! r
Fica a questdo reduzida a determinar 0s valores
| interios de 2’ que tornam inteira a segunda parte do
valor de z, isto 6, a determinar as solugJes inteiras da
equagdo r'z’+-r'z"—c (11), equacdo esta que tratada
510 mesmo modo que as precedentes daria lugar a
Introduccio de uma nova indeterminada; ¢ assim por
diante, repetindo successivamente a mesma transfor-
Mmacio, chegariamos afinal a uma equagao em que 0
Coefficiente de uma das incognitas seria igual a uni-
dade, isto 6, chegariamos, finalmente a reduzir
3 questio 4 determinacao das solugdes inteiras de
Uma equacdo de forma ax,}y,—c. Este resultado
Serd sempre obtido, pois, que os coefficientes das dif-
ferentes variaveis auxiliares so respectivamente 0S
Testos sucessivos, r, r', r’’ etc, que se obtem, prati-
Cando entre os coefficientes a e b da equagdo primitiva
Um: gerie de divisoes analoga 4 indagacdo do maior
- WWisor commum, operagdo esta que, numericamente,
®8a sempre a apresentar uma divisio em que 0
Testo ¢ 2 unidade.
. _S“PPDndo. por exemplo, r"=1 a equagdo (11) nos
2=r' "4 (12). Attribuindo nesta equacdo a z”

e -

I
a
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todos os valores inteiros possiveis obteriamos 08 Va-
lores inteiros de ', que substituidos na equagao (10)
nos dariam todos os valores inteiros de z, pois queé
esses valores de 7z’ substituidos no segundo termo do
segundo membro d'aquella formagdo dio sempre para
resultado uma quantidade inteira. Todos os valores de
z assim determinados substituidos na formacao (7) 008
darizio os valores inteiros de x, e estes, finalmente,
substituidos na formagdo (4) nos dariam os valores
inteiros de y.
A equagdo proposta ax-}-bx—¢, portanto, tem uma
infinidade de solucdes inteiras.
Se em vez de termos chegado a um resto igual
a unidade chegassemos a um resto igual a zero este
resultado nos indicaria a existencia de um factor
commum entre @ e b, que seria o divisor da ultima
divisdo. Representando este factor por r'' e soppond®
c—r'z’

r'=kr" a equacdo (11) nos dard z':——;;,———--—-

—ka’
r i

Resultado que nos deixa vér elaramente qUe R
no caso em que o factor 1’ é commum a t0doS %
termos da equagdo (1) é que esta equagdo poderd
ter solucdes inteiras, como j4 tinhamos estabelect™®
anteriormente.

Para resolvermos, portanto, a equacdo (1)
lecemos o seguinte systema de equacoes:

y=—qx}z (1) x=—q'z-}2' (2)
Z;'—"q”z,—}—z” (3) z.=—'r'2""‘l"‘c (4)
systema que se prolongaria se ndo tivessem

a hypothese de r’"=].
Para obter os valoresinteiros de x e yem for

estabes

os feito

magh®




— 437 —

indeterminada anxiliar 2, procede-se do seguinte
modo:

Substituindo na equagdo (1) z’ pelo seu valor (4)
temos z—=—q""(—r'z"4-c')d-2" (5);

substituindo na equacao (2) 2’ e z pelos seus volores
(4) e (5) temos:

X=—q'[—q"(—1'2"-¢)4=2" ] —1'z"Hc)]=—
—(9'9"r'4-9'+r')2"+(14-'q")c (6)
Substituinde na equacdo (1) x e z pelos seus
valores (6) ¢ (5) temos:

Y= = ql~(0'g"r g ) I )
=9 —r'2"+e'H-2"]=(qq'q"r +qq’+-r'+-
4T +H1)2"—(qq'q"+9"Hgle (7)
Reciprocamente se climinarmos entre as equacoes
') & (6) a variavel 2" obteremos a equagao primitiva
R tby—c. A solucdo da questio consiste, pois, em
"?_llhstituir esta ultima equagdo pelas duas primeiras
e cada uma das variaveis se acha com o coeffi-

Yente 1eduzido a unidade.

‘P ara passar das equacges (7) e (6) 4 equacdo pri-
tiva 16s vamos sim plificar as nossas equagdes sub-
Sluindo os coefficientes das ultimas indeterminadas
fquacdes (4) e (7) respectivamente pelos coeffi-

*htes b ¢ a das variaveis na equagio primitiva. Con-

. °mos as equagdes j4 obtidas a=bp+r b=rq'}r’,

" 9741 (a). Substituindo na exoressdo de b, r por

L, Yelor dado pela ultima equacdo, temos : b=g'q”
- T~ ; substituindo b e r por seus valores na ex-
80 dea temos: a—qq'r'q"qq'+ +qrq"r1.

* €quacdes (6) ¢ (7) tom3o, pois, as formas :

b2 (14-q'¢") e, y=az"—(q9'q"+9"+q)c (8).

% los valores inteiros directamente attribuidos a ultima

Cley
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Eliminando agora z” entre estas duas equacoes te-
mos : ax—|—by::a—|—aq'q"—-bqq'q"-—bq"—bqjc. As
equacoes (a) nos dao bq=rqq"-+r'q, bq":-.rq'q”—-l—r'q"
—rq'q"r—1, aqq’=barq"Hrq'q’, a=haHI=
=rqq"+r'q-r.

Substituindo no coefficiente de ¢ estes volores re-
duzindo obtem-so para resultado : ax-{-by=C-

As equagoes (8) nos mostrdo que oS coe fficientes
das variaveis na equagdo primitiva se achdo nos va~
lores finaes ligados a ultima variavel z” de modo 11
verso, isto 6, o coeficiente a de X na equagdo primi=
tiva 6 o coefficiente da variavel final no valor de ¥
o o coefficiente b de y na equagdo primitiva é 0 coel
ficiente de z" no valor de x.

Ora, compondo-se os valores de x e § dados P
equacdes (8) de uma parte constante ¢ de uma P
variavel, constituida pelo producto de um factor ¥a
riavel 2’ e de um factor constante a ou b, ¢ clar®
que quando dermos a z” valoras inteiros, os Yalore®
de x e y constituirdo progressoes arithmeticas, sendo
em cada uma d’ellas a razdo igual ao coefficient® 2
outra incognita na equagdo primitiva. Para VeI f’aj
esta lei representemos 1-~q'q" por M, e —(qq'q T4
por N temos : x=Mc—bz", y=Nc-+}-az".

Dando agora a 2" valores inteiros : 0, 1.2 3,4, 5
temos : x=Mec, Mc—b, Mc—2b, Mc—3b etc-

y=—Nc, Ncta, Nef-2a, Nc-}-3a efc:

elas
arté

Dando a z" valores negativos :——1.-——2:""3""4'“
temos: x—=Mc--b, Mc-+42b, Mc-}-3b ete.

—Nc¢—a, Nc—2a, Ne—3a etc- 1i-

facil¥

Esta lei pode ser directamente obtida 973 B s
Ei_ade do seguiate modo : Supponbamos qué i esb,tiS"
jao dois valores correspondentesa x ey, © qus
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fazem a equacdo dada ax-J-by=c (1). Substituindo
x e y por estes valores temos : aA--bB=c. Subtra-
hindo esta igualdade membro a membro da equacdo
(1) temos a(x—A)-}-b(y—B)=o0. Resolvendo esta
equagio em relagdo a y : y=B-a i‘-l;-f— (2) ; resul-
tado que nos mostra que os valores de y serdo inteiros
se a(A —x) for divisivel por b. Ora sendo a supposto
primo com b, esta divisdo s6 serd cxacta sendo (A—x)
um multiplo de b ou, em linguagem algebrica, so
tivermos A—x=bz, sendo z um numero inteiro
qualquer.

T S— R ——.
— e P ———

Esta ultima equacio nos di x—=A—bz (3). Este
" valor substituido na expressdo (2) de y nos di y=B+
~-az ; (3) formulas que traduzem a lei acima obtida,
Dos indicando que se dermos a z valores inteiros, 08
valores inteiros de x e y constituirdo duas progres-
86es arithmeticas, sendo a razdo de cada uma d'ellas
0 coefficiente da outra incognita na equagdo dada.

Conhecida esta lei a quastdo da resolucgo do caso
fundamental fica limitada 4 determinacAo da pri-
Meira golucdo, sendo as outras obtidas pelas formu-
'_las (3) que traduzem a lei que liga entre si todos 0s
Valores pedidos. ‘

Este facto nos permitte dispensar toda a phase de
3t'ansformaq.’10 que carecterisa o methodo que estuda-
Mos, desde que a simplicidade da equagao dada 6 suf-
Itiente para com facilidade deixar obter por tenta-
.t!vas a primeira solugdo binaria. Se na equagdo duda

Wermos, por exemplo ¢=0, isto 6, se tivermos ax—-

'}.’J’-"-'-'o. a simples 1nspecgdo nos mostra que ella é
Risfjta para x=0 e y=0. Fazendo. pois, nas equa-
es (3) A—o e B—o temos : x=bz. y=az, formulas




{
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que nos dio immediatamente os valores inteiros de X
e y fazendo-se z—= 1,2, 3, 4 etec.

Se tivermos na equagio dada c—ma, sendo m um
numero inteiro, a simples inspeccio da equaga0
ax-f-by—ma, nos mostra que ella é satisfeita para
os valores x—m, y—o. Fazendo nas equacoes
3) A=m, B=o, as formulas que nos dao todas
as outras solucdes sdo: y—az, x—m—bz.

Se, finalmente, c tivesse a forma nb=ma, sendo
D e m numeros inteiros quaesquer, a inspecgdo da
equagdo ax--by—nb=tma nos daria inmediatamente
a primeira solugdo x—z=m, y—n, e as formulas
x=zxm—bz e y=n-}az, nos daridgo todas as outras
solugoes.

Nos casos tambem em que os coefficientes de X
e y sdo muito pequenos pode-se com facilidade obter
por tentativas, o primeiro par de solucoes.

Resolvendo a equacdo (1) em relacio a x temos

c—b s :
x:-——T‘Y- O meio consiste em procurar qual 0 valor

de y que substituido nesta formula torna c—bY¥
divisivel exactamente por a, o que é simples sen 0
¢ e b sufficientemente pequenos. :
Se tivermos b=3, a=2, c=21, o valor de X sér3
21—3y

a9

£

. Fazendo-se successivamente nesta f0r°

mula y=o, 1, 2, 3 etc. teremos:

12 18
__'_"2_1 t"‘2—""_= 9 .

Os dois valores inteiros, das variaveis sdo portanto:
¥=1, x==9. Estes valores substituidos nas formulas
(3) nos dio todas as outras solugdes inteiras
equacao considerada.
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Restringidos #0s numeros inteiros e positivos as
solugdes da equagdo indeterminada, o processo que
deixamos estudado exige um aperfeicoamento sys-
thematico o qual consiste no estabelecimento dos
limites entre os quaes se devem achar os valores
inteiros da ultima indeterminada ou variavel inde-

. pendente, capazes de dar para x e y valores inteiros
~ @ positivos, quando substituidos nas formacdes (3).
Estas formagoes escriptas sob as formas equivalentes:

!-:h(i_z), y:a( z——-B ) nos deixam ver

b \F
que os valores de x e y s6 serdo inteiros e posi-

aw A -
tvos para os valores de z menores que - @ maiores

que —E. As solugdes inteiras e positivas sdo,
a

Pois, em numero limitado e mesmo podem ndo
eXistir como acontece mo caso de se acharem oS
limites de taes valores comprehendidos entre dois
Dumeros inteiros consecutivos.

- Para obter o numero da solugdes inteiras e positi-
Y23 que admitte a equacdo dada, supponhamosm e n
90is numeros inteiros respectivamente inferiores de

__ _ Far 41 : :
Uma unidade aos limites — e — Os valores 1n-

: : B A
teiros de 2 comprehendidos entre —— € 3~ serao

841, 042, n}3..... m, e o numero de solugoes
fleiras e positivas serd m—n. Tomando a Gierane
€atre = —- temos:

' el

Representando por q a parte inteira do quociente -
" Bumero de solugdes inteiras e positivas da equa-
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¢Bo dada serd q--1, isto 6, serd igual alparte inteira
do quociente da divisdo do termo conhecido pelo pro-
ducto dos coefficientes das variaveis, augmentada de
uma unidade.

Se a equacdo dada tiver a forma ax—by=¢, 0
processo de resolucdo é o mesmo, mas as formulas

-A
finaes serdo x—=A-+hz Yy=—B+-az ou x:h(z——-—t-‘-).

y—\| z2——
a

Estas expressdes nos mostram que neste caso 0S valo-
resde x ey serdo inteiros e positivos para todos 08
valores de z superiores 4 maior das duas quantidades

A R ok
g =2 B 18t0 é, nos mostram que 0 numero de

solucdes inteiras e positivas da equagdo dada ©
infinito.

Para melhor gravar no espirito o processo que
acabamos de estudar nés vamos considerar UM
exemplo.

O typo especial dos problemas indeterminados
apresenta-se no problema que consiste em fazer
um certo numero de pagamentos com moedas de
differentes valores. Este problema eminentemente
modificavel pode apresantar os differentes graus %
indeterminacio desde que sa faga variar convenien®
temente as especies de moedas e os pagamentos
fazer,

Para o primeiro grio de indeterminacdo sob ©
aspecto mais simples que estamos estudando, 3 q““f”
tio pode ser formulada procurandg-se, por exemp“
Por quantos modos diffurentes se pode fazer nm P38
mento do 200 mil reis com moedas de 7 e 12 mil 1e
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Designando por x e y o numero de mcedas de
7 e 12 ml reis, a equagdo do problema serd:

Tx-+12y=200. (1)

Para obter desde j4 o numero de solugdes intei-
ras e positivas que a questio pode admittir basta-
nos dividir 200 pelo producto 7<12 o que nos di
para quociente 3, se a aproximacdo é tomada para
mais, e 2 se a proximacdo 6 tomada para menos. O
problema, pois, sé adimitte 3 ou 2 solugdes.

Resolvendo a equagio (1) em relagdo a x temos:

200—12y 4—357
x:—-—#l—:js—y{——_r-—ﬂs—»y—l-z,
8endo z— 4_70"' . Esta ultima equacio nos dé
WS 4—9 , PRS0
= = —=—z1 5 ——z-42', sendo 7=
457 Ak ]
Desta relagao tira-se z:——2—z—=2——2z — =

] z -
=2—27'—2", sendo 2'—=—— ou z=2z

_~

Eliminando todas as variaveis auxiliares a excep-
€30 da ultima temos: x=32-12z" (1) e y=T2"—
2 (2)

Os valores de x e y scrfo inteiros e positivos

’ 2
Pira os valores de 2" cowprehendldos entre == e

B - -
"5 isto é, para os valores 1 e 2 de z". Substituindo

®tes valores de z* nas formulas (1) e (2) temos, para
=1, x=90 y=5; para z'=2% x=8. y=12. 0
Pagamento pode, pois, ser feito por dois modos : ou
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com 20 moedas de 7 mil reis e 5 de 12 mil reis,
ou com 8 moedas de 7, e 12 moedas de 12 mil reis.

Tal é o primeiro methodo empregado para resolver
o caso fundamental do calculo indeterminado. Elle
consiste como vemos, em resolver a equagdo dada
em relacio 4 incognita de menor coefficiente ; de
compdr pela divisdo o valor obtido em duas partess
uma inteira ¢ outra fraccionaria; igualar esta parte
fraccionaria, formagdo da outra variavel, a uma inde-
terminada auxiliar e resolver a equacdo obtida em
relagio 4 segunda variavel primitiva que n'ella
enfra, e repetir para com esta equagio as mesmas
transformagdes empregadas para com a equagdo
dada, e assim por diante, até chegar 4 uma equacio
4 duas incognitass em que uma dlellas tenha 0
coefficiente igual 4 unidade.

Obtido isto, elimina-se entre as equacdes Q'
resultarem todas as variaveis auxiliares, 4 escepga?
da ultima, e as equacdes finaes serao entre 23
variaveis primitivas, tendo para coefficientes ﬂ.“m'
dade, e a ultima variavel auxiliar, cujo coefﬁcleﬂ_ta_
serd na equacdo de y o coefficiente de x da equaglo
dada, e na equacao de x o coofticiente de y d'¢ss®
mesma equacao.

O conhecimento da lei que seguem as solugoes
inteiras de uma equagdqo do primeiro grau 3 duas
incognitas, reduzindo a resolugio & det.ermm?‘i“
de um unico valor para cada uma das variavel £
e y, d'onde todas os outros podem ser Pbudos ‘
mediant: as formulas que traduzem essd let, ne:ﬂi
80 veio dar ao processo esponlaneo ou Por teni-‘f-
tivas uma maior efficacia, . simplificando extraord!
mente a indagacdo, como tambem illf*Pi"‘,’-II
Jncomparavel Lagrange, um methodo muito SIBE
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para a determinagdo d'esta primeira solugdo, baseado
na princial propriedade das fracgdes continuas.
Seja a equacio dada ax--by—c, sendo a e b

primos entre si. Desenvolvendo—em fracgdocontinua,

obtém-se um desenvolvimento de numero limitado de
~ termos, que terd para ultima reduzida a propria
 fraccior-. Representando por— a penultima redu-
zida, temos:

& m npa—mb_ +1]

= ' —mb==1 (2
bon = nb,dondena mb==1 (2)

Se a reduzida — for de ordem par se adoptard
n

0 signal mais do segundo membro, e o signal menos
8¢ for de ordem impar,

Considerando o primeiro caso e multiplicando
ambos 0s membros de (2) por ¢ temos: nca—mcb=c.
A Comparagdo d'esta equagdo com a equacdo dada
8x-+-by—c,nos mostra que ellas serdo identicas se
N26rmos x—nc, y=—mc. Estes valores, pois, cons-
tituirao uma solugio da equagio dada.

. Obtida esta primeira soluggo todos as mais nos
*rdo dadas pelas formulas: x=nc—bz, y=—mc+
R "Z.

| Se -:l for de ordem impar teremos: nca—mecb=
'=—c ou mch—nca=c: a solugdo para a equacio
402 serd entdo; x—--nc, y=mc. _
._._:Est“demﬂs um exemplo. Seja 39x—56y=11 a
“itacio dada.

';nﬂsenvolvendo ;:T em fracgio continua temos:

1
_;“;:1_}— 1 '
™ Hir—1
Hg
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= = 23 55
As duas ultimas reduzidas sendo ; e %’- e sendo

a penultima de ordem par, as solucdes procuradas
sio x =311, y=16<11, isto é, iguaes ao segundo
membro da equacgdo dada respectivamente multipli-
cados pelos termos da penultima reduzida. As outras
solugoes nos serdo dadas pelas formulas x—=2311
+56z, y=16X11+439z.

S3o estes os methodos com que resolvemos o caso
fundamental mais simples do problema geral do
calculo indeterminado.

Comparando os dois methodos gne acabamos de
estudar vé-se que o ultimo offerece uma serie de
operacoes numericas identicas ao primeiro, pois que
exige o desenvolvimento em fraccdo continua do
quociente — e aquelle uma serie de divisdes identica

a que se effectuaria indagando o maior divisor commun
entre a e b; o segundo evita a phase algebrica da
introducgdo das variaveis indeterminadas, e sua
eliminacdo final, a qual ahi é substituida pela ope-
racdo muito mais simples da formacdo das reduzidas
correspondeates 4 fraccdo continua considerada.

O segundo methodo, posterior ao primeiro, lhe 6,
pois, superior por sua maior simplicidade, embora
lhe seja inferior sob o ponto de vista philosophico.
O primeiro é um methodo directo, aborda a questao
de um modo mais racional, substituindo por uma
serie de transformacdes successivas, a equacdo dada
pelas formulas das variaveis, que traduzem a lei
que seguem todas as solugdes procuradas; o segundo
é um methodo indirecto, e s6 fornece uma solugdo
da equacdo primitiva sendo as outras cbtidas pela
formula analytica da lei dos valores obtida deducti-
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vamente ou inductivamente dada pelo primeiro
methodo.

Fica assim completamente resolvida a primeira
parte do problema geral do calculo indeterminado,
rapresentada pela resolucdo do caso fundamental; a
segunda parte, como dissemos, consiste em estabelecer
.0 modo por,que se pode reduzir todos os casos com-
plexos a dependerem deste caso simples, sendo entdo
indifferente 0 methodo empregado para resolver este
ultimo.

Como dissemos cada grdu de indeterminacdo apre-
senta differentes aspectos. Assim no primeiro grdo o
numero de equacgdes o o de incognitas pode variar man-
tendo-se sempre a differenga entre o numero de equa-
¢0es e incognitas igual 4 unidade. Temos assim no
1* grdo os casos successivamente mais complexos de
2 equacdes a 3 incognitas, 3 equagdes a 4 incogni-
tas etc.

Vejamos como todos estes casos se reduzem ao caso
fundamental, principiando pelo caso mais simplrs, de
2 equagdes a 3 incognitas. Sejam F(x, y, z)=o0 e
F,(x, y. z)=0 as equagdes dadas. Considerando z como
constante nal* equacao e passando o termo correspon-
dente para o segundo membro teremos: Fj(x, y)=f(2)
(1. Resolvendo esta equacdo por um dos methodos ob-
tem-se expressfes da forma:

x=f,(z}4-mz’, y=fi(z)4nz’

#endo z' a ultima variavel auxiliar e m e n 0s coeffi-
Cientes respectivos de y @ x na equacdo (1). Substi-
tuindo estes valores de x e y na segunda equagdo, o
8ystema dado fica substituido pelo equivalente:

x=f,(z)4-mz’, y=fzHnz', Fy(z, z)=0 (2
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representando as duas primeiras equagdes o estado
explicito da equacdo F(x, y, z)=o0; e a segunda 0
resultado da substitui¢do dos valores de x e y na
outra equacdo dada.

Fica com este systema a questdo reduzida ao caso
fundamental representado pela ultima equagdo, e co-
meca entdo uma phase retrogada. Resolvendo a equa-
¢30 F(z, ') =0 teremos para formulas das variaveis
z=M+-hz", 2=M,}h,z", sendo z”’ a ultima variavel
auxiliar, M e M, constantes e h e h, os coefficientes
respectivos de z’ e z na equagdo dada.

Substituindo estes valores nas formulasdex ey
que sd3o as equagdes seguintes do systema (2), temos
para systema explicito final :

x=L+L;z", y=R-}R 2", z=M--hz",

que nos dard as solugdes inteiras das variaveis pr'*
mitivas, correspondentes aos valores inteiros directas
mente attribuidos a ultima indeterminada z".

Passemos a0 caso, mais complexo de tres equagdes
B quatro incognitas. Sejam as equagdes dadas:

Fix, ¥ 2. u)=o0, Fy(x, Y: z, uj)=o, Fyx, y, % u)=0 (1]
Considerando na 1* equacdo z e u como constantes
e passando 0s termos correspondentes para 0 SegH

membro, temos uma equacio da forma F,(x,y j=flz.t»
que resolvida nos dara :

x=fi(z, u4my', y=f(z, uH-ny'

Estes valores substituidos nas duas outras eq"“?""
substituem o systema dado pelo seguinte:

x"'.‘fl(z' u]+my-’ y=[2(z’ “H‘Il.Y's F‘(zl u; y’)ﬁ“
Fyz, u, y')=0 (2
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Fica com este systema a quest3o reduzida ao caso
anterior mais simples de duas equacdes a tres
incognitas.

Considerando y' constante, passando para o 2°
membro o termo correspondente e resolvendo a
equagdo I, temos:

z=f,|y'|Hry"”, u=f,(y')+sy” ; valores que substi-
tuidos no equacdo F,, substitue o systema (2) pelo
gystema:

x=f(z,u)4+-my’, y=f,(z,u)4-0y", 2=F,(y') 25",

u=fy(y'H-sy" Fo(y' y")=0

Com este systema fica finalmente a questdo redu-
zida ao caso fundamental representado pela equagio
F,. Esta equagdo tratada por um dos methodos nos
dd :

y’:M—I—h}’m, yuznl__l_h‘ym

Estes valores substituidos nas expressdes u e z
nos ddo os valores destas variaveis em formacio da
ultima vasiavel y"'; os valores de z, u e y' assim
obtidos, substituidos nas expresses de x e y nos
ddo estas variaveis em formacgdo d’aquella variavel
de modo que o systema final serd da forma:

x=M,+-m,y", y=M;4-m,y", z=M,}-m,y",

u=M,{-m,y"

Do mesmo modo seria sempre possivel redvzirmos
todos os outros aspectos do primeiro gréo de inde-
lerminagdo ao caso fundamental, por intermedio dos
Casos anteriores mais simples. Esta apreciagdo geral
do modo por que é feita esta reducgdo, deixa bem
patente o acrescimo rapido de complicagdo que ad-
quire o calculo pelo simples augmento de uma

equagio, 0 que pouco é para lamentar, pois raras
Elementos de Algebre—29

e



vezes as questdes que temos a resolver nos levdio @
considerar systemas complexos alem do typo ter-

nario.
Passemos & apreciagdo do 2° gréo de indetermi-

nacio. Este caso como o primeiro admitte typos
mais ou menos complexos, sendo 0 mais simples uma
equacdio a tres incognitas, depois duas equacoes @
quatro incognitas etc.

Consideremos o caso mais simples de uma equaga0
a tres incognitas. Seja ax-+by--cz—d a equagdo
dada, na qual supporemos que a, b e ¢ ndo tém
nenhum factor commun e sio numeros inteiros, 0
que 6 sempre possivel obter expellindo os demomi

nadores.
Para reduzir este caso ao caso fundamental, ‘basta

passar para o segundo membro o termo affecto d'ﬂ
uma das variaveis, 0o que nos d4: ax-]—by:d—-cz::d !
sendo d'—d—cz. Resolvendo em relagdo 3 ¥

temos : y— b Praticando sobre esta equaqﬁo

as transformagdes que constituem o primeiro me-
thodo, teriamos finalmente :

x=f(d")—bz!, y=f(d')}-az’.

Substituindo em f{d") e f,(d'), d* pelo seu valor,
teremos : x=f;(z)—bz", y=fa(z-}-az' ; formulas qu®
nes dariam os valores inteiros de z o y COFrésPO™”
dentes aos valores inteiros dados a z e 3"
¢ Consideremos 0 segundo methodo. l)esenvolvef!ﬂ"
+em fraccdo continua e suppoudo%’-a pent L
reduzida, temos: an—bm=—=-1. Multiplicando A==
08 membros por d* : a)(nd'—b)(md'::id'-

Suppondo a reduzida—de ordem par, temos *
aXnd'4-b(—md')=d*. A comparagdio d'esta €4
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com a equacdo dada, nos mostra que a solucdo poe-
curada é x=nd', y=-—md'.

Substituindo d' por seu valor, ¢ levando os valores
obtidos 4s formulas geraes x=A—bhz'. y=B-+}az'
que nos déo as solugdes inteiras do caso fundamental,
no6s obterinnos as formulas inteiras das variaveisze y
em formagdo de z e ='.

Disto conclue-se que para eifectuar-se na equagdo
duda as transformacoes que constituem os methodos
de resolugdo de modo a chegar-se ds formulas in-
teiras das variaveis, ndo é necessario que 0 segundo
membro da equagdo seja numericamente determi-
nado.

Feita esta observacdo, vejumos como sa reduz ao
caso fundamental o caso mais complexo de duas
equagdes a quatro incognitas. Sejam as equacoes
dadas: F(x.y.z,uj>=o0, F\(x,y.z,u)=o0.

Passado na primeira equacdo o termo conhecido e
0s termos affectos de z e w para o segundo membro,

" teremos nma equacdo da forma F, (x,y)=flz,u).

Esta equagio tratada por um dos methodos, nos

daria cxpressdes da forma :

x—f, (z,u)+mz', y=f, (z,u)+}nz'

Estes valores substituidos na segunda equagdo,
nos dao o systema :
x=f, (z,u)+mz', y=f, (z,u)+nz". F, (z,u,2')=0, (1)
com o qual fica a questio reduzida ao caso ante-
rior, mais simples, de uma cquagdo a tres incognitas,

representada por K,
Reluzindo este caso ao caso fundamental, obtém-se

eéxpressoes da forma :

x=f, ()4+Mz", u=f, (2')4-M,z",

.
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as quaes substituidas nas expressoes de z e y, nos

ddo para systema explicito final :

x—=F, (z)+Nz", y=F;(z}+N,2", z=f (z)+Mzs5
u—f (2} M2

composto de expressdes inteiras das variaveis primi-

tivas em formacgdo das indeterminadas z’ e z”.

Consideremos o terceiro aspecto sob que se pide
apresentar o segundo grian de indeferminagao.

Sejam as equagdes dadas :

F(x,y,z,u,v)=o0, F, (x,y.2,u,v)=0, F, (x,y,2,u,7v)=0-

Passando para o segundo membro da primeira
equagdo os termos conhecidos e os termos affectos
de z, u e v, temos : F, (x,y)=f(z,u,v).

Applicando a esta equacio um dos methodos,
obtém-se expressdes da férma :

x=f (z,u,v)4mz', y=f, (z,u,v)-}nz’
as quaes substituidas nas duas outras equacoes, 108
ddo o systema :

x=f, (z,u,v)4mz’, y=f, (zu,v)4nz',

¥o(z0,v,2 ) —0,% Fi (z,u,v2:|—0

com o qual fica a questao reduzida ao caso anteriof
mais simples, representado pelas duas ultimas equd=
coes.
Passando na equacdo F, para o segundo membro
0 termo conhecido e os termos affectos de ¢ & #2
obtém-se :

Fe(z-“]'-—"fuf".z']. Applicando um dos methodﬂ" a
esta equagdo; tem-se z=f,(v,z')-}-Mz", u:f,(v.zl
M,z

Estes valores substituidos na ultima equa¢lo nos
d@o o systema: _

x'-"—"‘fa(z,u,v)-|—11z', y=f,(z,u,v)4nz, zﬂ,[v.z'H’

Mz, u=f,(v,2')4-M 2", F,(v,7,2")=0
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com o qual fica a questZo reduzida ao caso mais
simples de uma equagdo a tres incognitas represen-
tado pela equaciao F,.

Resolvendo este caso pelo modo ji estudado ob-
tem-se:

v, Re", 2= R

Estes valores substituidos na expressdo de u, e z
nos dio as expressdes inteiras destas variaveis em
formagdo de z" e 2z"; os valores de v, z,ue z
assim obtidos substituidos nas expressdes de x e y
nos ddo as expressdes inteiras destas variaveis em
formagdo das mesmas indeterminadas.

De um modo identico se redusiria todo outro
qualquer grdao de indeterminagdo ao caso funda-
montal. Nobs vemos, que desde que os coefficien-
tes das incognitas scjam numericamente dados, é
sempre possivel substituir o systema considerado por
um outro de equagdes em yue o menor dos coeffi-
cientes 6 a unidade, e do qual podem ser obtidas
as equacdes primitivas pela eliminagio das variaveis
consideradas arbitrarias.

A resolugdo de um systema indeterminado apre-
senta, pois, duas phases: uma em que se reduz o
caso de indeterminagdo considerado ao caso funda-
mental de uma equacdo a duas incognitas, por meio
de todos os casos intermediarios mais simples; outra
retrogada em que por substituigdes sucessivas esta-
Yelece-se as formagoes das variaveis dadas para com

. a ultima indeterminada auxiliar obtida. No caso,
. por exemplo, do terceiro grio de indeterminagdo,
¢m um gystema de tres equagdes a seis incognitas,
4 primeira phase consistiria em reduzir este caso ao
Caso anterior mais simples de duas equagdes a cinco

B
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incognitas, depois este ao anterior do uma equacao
a quatro incognitas, o qual reduzido ao caso funda-
mental nos daria as farmaces inteiras de duas
variaveis com uma ultima indeterminada auxiliar.
A segunda phase consistiria em substituir nos
valores anteriormente obtidos, essas duas variaveis
pelas suas formulas em formacio da ultima inde-
terminada de modo a obter as formulas inteiras
das outras variaveis, ligadas directamente a esta
ultima indeterminada.

O problema dos pagamentos, nos d4, conveniente-
mente modificado todo os casos que pode apresentar
o calculo indeterminado. O caso, por exemplo, do
1" grdo de indeterminagio em um systema de duas
equagoes nos é dado pelo problema : pagar 527 mil
reis com 53 moedas de 5, 2, e 7 mil reis. As equas
gdes do problema sao x-}-y-4-z=53, 5x—]—2y—|—7z:527'

O caso do 2° grdo de indeterminagio seria apreés
sentado no problema : pagar 219 mil reis com moe:
dasde 7, 5, e 2 mil reis. A equaciio do problema
Tx-}-5y--22=219.

-Para ter o segundo aspecto do 2° grdo de indeters
minagio o problema seria : pagar 421 mil reis com
45 moedas de 3, 7, 5 e 11 mil reis. As equagdes $30°

X+ytetu=45 3x|Tyt-5z-F11u—521

E assim obter-se-ha todos os outros casos, modifi
cando conveniente 0 numero de sommas a pagar:

Fica por esta forma completamente resolvido © pro
blema geral do calculoindeterminadodo primail'ogrﬁn:
Nas questdes deste dominio, como vemos, 0 ponto %
vista algebrico combina-se com o ponto de vista arl®
thmetico ; a phasc de transformacdo nao 6, 0RO L
caleulo determinado, distincto da phase de avaliogh?
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chegando mesmo a solugdo da equagdo a ser obtida
Ecm necessitar passar a cquacdo do estado implicito
ao estado explicito correspondente, pelo desenvolvi-
mento em fraccio continua do quociente entre os
coefficientes das variaveis.

0 estudo que deixamos feito nos mostra yue no
calculo indeterminado mais que no calculs determi-
nado do 1° grdo, a ditficuldade das questdes cresce
sensivelmente com o simples augmento de uma equa-
¢io, de modo que nos casos complexos a elaboracio
da resolugdo torna-se excessivamente laboriosa, em-
bora sempre pussivel. Esta difficuldade se avoluma
quando seé procura resolver questdes identicas relati-
vaments as equagdes do 2° grdo, onde os resultados
obtidos muito longe estio de apresentar a generali-
dade e simplicidade dos methodos instituidos para o
caso do 1° grio. Quanto as equacdes de grios supe-
riores, até hoje tem sido patente a impotencia dos
recursos da algebra para sua solucdo geral.

Nos podemos, pois, desde jd ir observando o
quanto a facilidade com que podemos formular ques-
toes, estd longe de corresponder a difficuldade que
encontramos em resolvel-as, de modo a levar o nosso
espirito a comprehender a necessidade absoluta de
restringir suas indagacdes aos casos verdadeiramente
uteis, em geral scmpre os mais simples.







Caplitulo V

Equagdes do 2° grao—Methodo
de Descartes—Irracionaes singulares—Ma-
xXima e minima

Na traducgdo analytica das relagdes entre os ele-
mentos de um facto , que se procura estudar sob o
ponto de vista mathematico, podem apresentar-se dois
modos de complicagao distinctos: um relativo 4 natu-
reza das relacoes consideradas, outro relativo ao
numero do elementos procurados. Quando o modo de
ralacdo que liga entre si os dados da questdo e as
Incognitas é o mais simples possivel, e que §6 se
Procura determinar um elemento, a equacao corres-
Pondente é tambem a mais simples possivel, isto &,
6 uma equacio do 1° grdo a uma incognita; sea
8implicidade do modo de relagdo mantem-se a mesma
€ cresce 0 numero de elementos desconhecidos a
questdo de calculo complica-se apresentando as equa-
Coes do 1° grdo a duas, tres, quatro etc. incognitas.
Quando mantem se a simplicidade do numero do
Clementos procurados, isto 6, quando se considera
~Uma ypica incognita, e varia 0 modo de relagdo, a
QUestio do caleulo modifica-se tambem, apresentando
“Quacdes do 2°, 3°, 4° ete. grdo e equagdes transcen-
~Chtes 2 uma s6 incognita.

Neste caso as difficuldades da questio crescem
ity mais rapidamente que no primeiro, e por tal-
{0ma que 5o as equagdes do 1° grdo s3o sompre sus
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ceptiveis de solugdo algebrica, as equacdes de graos
superiores .86 0 s30 até a do quarto grdo a uma &0
iucognita. Finalmente as difficuldades do calculo
podem crescer muito mais rapidamente variando
simultaneamente a natureza das relagdes e o numero
de elementos procurados, e ent3o temos equagdes do
2°, 3%, 4°, etc grdos e equagoes transcendentes a duas
tres, etc incognitas, para as quaes a solugao algebrica
estd limitada 0 um muito pequeno numero de casos.

No estudo das equagoes do seguundo gréo, de que
nos vamos occupar, devemos distinguir tres casos, 0
primeiro representado pela equa¢do a uma s6 1ncog-
nita, o scgundo por duas ou mais equagdes simultaneas
a uma igual numero de incognitas, e finalments ©
terceiro caracterisado por um numero de equac0es
inferior 20 numero de incognitas. Os dois primeiros
constituim o calculo determinedo do 2° grdo, sendo
a equacdo a uma sé incognita o caso mais simples, ©
segundo constitue o calculo indeterminado.

N'esta phase do dominio da algebra directa nos
devemos restringir systematicamente nosso estudo 20
caso mais simples do calculo determinado, represeft”
tado por uma unica equagdo, pois que 0S n0§s0S
recursos s6 nos permittindo a resolugdo algebricd
das equacdes 4 uma incognita até o 4° grdu, 8 Se.nd.o
em geral, o griu da equagdo que resulta da elimi=
nagdo successiva em um systema dado de equagoes
igual ao producto dos gréus das equagges primitivas
a equacdo final sobre a qual viria recahir a questad
complexa, 6 em casos muitissimos limitados compo™™
tar_ia uma solugdo algebrica.

Se no calculo do 1° griu o problema gerd
COED[J.lutamente resolvido, é porque sendo as e'lua?m?
primitivas do 1° grdu a equago que resulta da elimi*

| fica
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nagio das incognitas é sempre do mesmo griu e,
portanto, susceptivel de uma resolugio algebrica, o
que ndo acontece com 0s grius superiores, onde a
equacio final attinge na maioria dos casos um
grau superior dquelle cuja solugdo algebrica po-
demos obter.

Nés poderiamos considerar um systema de duas
equagdes a duas incognitas, pois a equacdo resul-
tante da eliminag@o seria do 4° griu, euja resolucdo
algebrica conhecemos, mas para os casos mais com-
plexos e para grdus snperiores a questio seria inso-
luvel.

Apresenta-se aqui uma questdo importante que
que convém elucidar : A resolugio algebrica das
equagdes quaesquer & uma incognita; tornaria desne-
cessaria a eliminacdo ?

Para esclarecer este ponto é conveniente firmar o
papel philosophico da eliminagio no dominio alge-
brico.

Considerada sob um ponto de vista geral, a ali-
minagdo tem por fim separar as incognitas do sys-
tema, substituindo o systema primitivo por um
outro equivalente de ignal numero de equagdes e
incognitas, achando-se cada incognita isolada em
Uma equacdo.

Assim, dado o systema de equagdes quaesquer :
F(x.y)=0 F,(x.y)=o0 (1). a eliminacio tem por fim
passar d’este systema para o systema equivalente
da férma: f(x)=o, f,(y)==0 (2). Obtido este sys-
tema termina a phase eliminativa e comeca a phase
de pura resolugdo, que consiste em passar do sys-
tema (2) para o systema equivalente :

x=f,(a,b,ci..)y=f(a,b.c...). sendo a,b, c...as
Constantes das equagdes primitivas.
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A eliminagdo, pois, ndo é mais que a decomposi¢ao
do caso complexo representado pelo systema (1) nos
casos simples, de equagdes 4 uma incognita, repre=
sentados pelo systema (2, isto é, a eliminagdo 6 2
relisacdo do preceito cartesiano no dominio do cal-
culo das equagdes.

Esta separa¢do das variaveis ou a decomposigao do
caso complexo nos casos symples que elle.compre=
hende, péde effectuar-se por diversos modos, O mals
natural é tirar-se em uma das equagoes o valor de
uma das incognitas em formagdo da outra e substituir
este valor na segunda equagdo, assim reduzida a0
caso simples de uma s6 incognita; esta equagi®
resolvida e substituido o valor da incognita corres=
pondente na 1* ¢quagdo, nos daria um segundo case
simples, que nos permittiria obter a expressao da
segunda variavel em formagao das constantes.

Este methodo, como vemos, desloca a difficuldade
do problema da eliminagdo, levando-a a depender
do problema da resolugio das equagpes a uma 11°
cognita. Embora a impossibilidade da sua realisaga
para a maioria dos casos, elle ¢ plenamente geral,
isto é, applicavel a um systema de equagdes qUAcs:
quer.

Referindo-se ao caso complexo de mais de umd
equacdo, diz Comte: Trata-se como sabemos, de_fa"
zer antes de tudo a separagdo. Empregando pard 9y
convenientemente o processo simples ¢ geral, fe.l 1
mente imaginado pelos analystas, e que consiste
em referir uma das incognitas a todas as outras 5
difficuldade desapareceria completamente se 108 B
bessemos resolver algebricamente as equagdes CO25°
deradas, tornando-se desnecessaria a resolugdo nimerice:

Esta impossibilidade de effectuar a separagd®
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variaveis ou a eliminacdo pela substituigdo, levou
os mathematicos a crearem para isso methodos inde-
pendentes da resohucdo das equagdes. Estes methodos,
porem, nem s6 sio scientificamente impraticaveis para
a maioria dos casos complexos, pelas innumeras dif-
ficuldades de calculo que por sua propria natureza fa-
zem surgir, como tambem tem a desvantagem logica
sobre o processo por substitui¢do de nd@o serem appli-
caveis a systemas de cquagdes quaesquer.

Logicamente, pois, nés podemos considerar a sepa-
racdo ou eliminagdo por substitui¢¥o como o unico
modo geral e applicavel a todos os cases, embora pra-
ticamente a imperfeicdo do problema da resolugdo das
equacdes s6 nos permitta realisal-o em casos muito
restrictos.

Comte ndo affirmou que a resolugdo algebrica das
equagdes quaesquer tornaria desnecessaria a theoria
da eliminagdo. O que elle disse foi que se isto se
podesse obter a eliminagdo, isto €, a decomposicio do
¢aso complezo em casos simples, ou a separacao das in-
cognitas seria sempre feita pelo processo por substi-
tnicdo, desapparecendo a difficuldade da decomposigdo
por ter desapparecido a difficuldade da resolugdo das
equagics.

Mesmo assim, porém, ainda haveria necessidade de
manter no dominio mathematico o estudo da elimina-
g0 pelos processos independentes da resolugdo, como
tendo, na phrase de Comte, logicamente util para mos-

Irar a possibilidade de eliminar sem resolver (Synth.

Subj—410).

Quoando Comte affirma que eliminar ésempre redu-
ttivel a resolver, refere-se exclusivamente ao processo
por substituigdo, por ser o unico applicavel a todos

03 casos, unico geral, e com o qual a difficuldade da
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da eliminacdo ou separa¢do, 6 sempre reductivel &

difficuldade da resolucdo .
Por conseguinte, a phase algebrica de transfor-

magao em que se realisa a separacdio das incognitas,
isto é, a phase de eliminagdo, ou effectuada por
substituicdo ou por outro qualquer methodo,representa
sob o ponto de vista phylosophico um papel perfel~
tamente distincto da resolucdo de uma equacao.

Se assim ndo fosse, no calculo do 1° grio, onde
a difficuldade proveniente da resolugio desapparece
inteiramente, Comte nio estabeleceria a distinc¢a®
entre a resolugio e o facto logico da separagdo OU
a phase de eliminacao.

A resolucao da equacdo é necessaria para dat
a expressio da incognita quese quer eliminar, mas
0 que caracterisa a separacdo é a substituigdo d’estd
expressdo, pois é porella que desapparcce da seguﬂd.a
equacdo a incognita substituida, e d’ahi a denomi-
nacdo de processo por substituigdo. A eliminacdo teMR
sempre logar entre duas equagdes emquanto qué?
resolucdo é sempre relativa a uma unica eqllaf.’-ﬁ_fo .
uma s6 incognita, quer esta seja realmente unicd
quer haja outras que na resolugao recebem um €&
racter temporario de constantes. A resolu¢do, POIS’_
suppde sempre a questio redusida ao caso Sim[’lfb
fundamental de uma s6 iucoé'nita, e a eliminagi®
consiste na decomposicao do caso complexO nos
casos simples que elle comprehende.

As equagdes do segundo grio a uma inco
podem ser representadas pela formula geral 2
—+-bx fc=o (1) E

Este caso apresenta um typo mais simples repf‘?o
sentado pela equagao incompleta ax’+¢=0 (2) ¥
estudo foi feito no ultimo seculo da evolugdo &

gnitﬂ
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e mais tarde completado pela elaboragdo arabe com
o estudo do typo completo trinomio. Historicamonte,
pois, o estudo da equacdo (2) deve preceder ao da
equacdo (l); e tambem dogmaticamente, pois, a
equacdo (2) representa um caso mais simples, o
qual nés podemos considerar logicamente compre-
hendido no caso (2) de onde a abstrccdo nos per-
mittio separal-o sé considerando dois termos. Assim
apreciado o estudo da equagio do segundo grio
apresenta duas partes: uma em que se resolve
directamente o caso simples da equagdo incompleta:
outra em que se institue methodos proprios para
referir a resolugdo do caso complexo, representado
pela equagio completa, ao caso simples fundamental.

Consideremos este ultimo caso. Se a equacdo in-
completa apresenta a forma x*=b, basta uma simples

extracgdo de raiz para nos dar immediatamente o
1

valor de x. Teremos, pois: x=b?, Sea equagaoin-
completa apresenta-se mais complicada, entdu a sepa-
ra¢do final da variavel exige antes as transformacdes
proprias ao caso do 1° grdo, isto €, a transposicdo dos
termos, sua reducgdo ou composicio e, finalmente, a
Beparacgdo da variavel.

Seja por exemplo a equacdo :

L c+ab a-—c::.al’—l—b’ll:3
“a'—b' T atb a'—b?
A primeira transformagdo consiste na passagem dos

termos affectos da variavel para um dos membros e
dos termos constantes para o outro, 0 que nos dd :

a'4-b' , cjab a—c
ai—b*  a'—b' atb

A segunda consiste na composigdo dos termos, isto

xl
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6, reduccio ao mesmo denominador e reducgdo dos
termos semelhantes, o que nos dé :

—2b’x*—=—(a’}-c—ac-}-ch).

Finalmente a terceira transformagdo consiste em
separar a variavel, desembaragando-a do coefficiente,
o que dé:

gt __a’t-c—ac+-cb
a 2D

Preparada por esta forma a nossa equagio, uma sim-
ples operacdo de extracgdo de raiz quadrada completa
a solucdo.

Assim apreciado 0 modo por que se resolve o Caso
fundamental, passemos ao caso caso complexo. Este
estudo apresenta duas phases: uma em que POf
meio das transformagdes j4 citadas proprias .ao
1° grdu, se reduz a equagdo dada 4 forma inteird
geral ax*4-bx--c=0; e outra em que so reduz a reso”
lugdo desta equacio 4 resolucdo do caso incompleto i3
estudado.

Esta reducgdo comporta dois modos historicamente
separados por treze seculos : um devido a0s Arabes
e outro devido a Vigdte.

A ambos, como observa Comte, o segundo grad
offerece o unico caso susceptivel de completo SU*
cesso, sendo em todos os outros sua applicacd
meramente preparatoria, 0 que mostra 0 quanto ;
algebra esgota os seus recursos mais rapidamente .
que 0s institue. y

O artificio que caracterisa o processo devido3 Vw::
comporta uma generalisio que abrange 3 “"335 4u
equagdes ; mas em todo outro caso além do2°8
4 sua efficacia é muito inferior, de modo que

- TR
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Principacs difficuldades da resolugdo das equagoes
d’B.BSEB- graus ndo desapparecem com o emprego do
rtificio, embora fique muito simplificada a transfor-

‘magio do typo considerado.

. Vejamos o primeiro processo. Este processo con-
Siste em considerar os termos affectos da variavel
£ omo constituindo os dois primeiros termos do qua-
drado de um binomio, e sommar aos dois membros
da equagdo dada o termo correspondente a0 quadrado
do termo constante do mesmo binomio.

Seja a equagdo dada ax'+-bx=e. Dividindo esta
8quacio por @, temos: x'-- :’x.-—-'%
| Para obter o terceiro termo do quadrado que se
Buppge representado pelo 1° membro, nés podemos
l'npmgar 0 processo jﬁ citado na theoria das po-
®0cias, indagando qual o valor que deve ter a inde-
miuadam.para que x* 'l“%x'*'m seja um quadrado

—y Y ﬂ_x_.}i 2x
a 4a?
'b!
T

y b*
lando o resto a zero: m— =0 Qu

tal ¢ o valor que devemos dar a m.
b?

Elementos de Algebra—30

|!
b
te
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b e Lons b b\
2 ] | —_— | 5 — | —
PR B PP PO donde(x+23)_

__ b*H4ac
=—a = (8

Fica por este modo a questio reduzida ao caso
fundamental. Para obter a formula da incognita
basta extrahir a raiz quadrada dos dois membros,
0 que nos dd:

e b*-4ac ;
= i( 1 )

sendo o duplo signal determinado pelo facto de
poder o quadrado resultar da raiz positiva ou nega-
tiva. Esta duplicidade de valor pode ser indicada
do seguinte modo. A equacdo (a) nos da:

(x—I— -2%) -—[( bt ;]:hc) ] —0, d'onde:
b *+4ac —.l,-- b
[x-}— 2a +( : :i_a& ) > [x_’Ta_

1
b*4ac \5 e
4a* .

Igualdade que pode ser satisfeita para estes dois
Casos:

b (bddac\> b f bdac):
2a-\ 4a? S oA "\ 4l

O segundo processo é devido a Viéte. Meditando
sobre a resolucdo geral das equacdes, Vidte notou
que podia fazer desapparecer um termo qualquer
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affecto da variavel, sabstituindo esta na equagdo
dada por um binomio convenientemente constituido,
de modo que os coefficientes das differentes potencias
da incoguita na equagdo transformada achando-se
em formagio de uma indeterminada, por um valor
conveniente a esta attribuido, podia annular o coeffi-
ciente total de uma das potencias secundarias da
incognita, sendo o valor da indeterminada dado
pela equagdo obtida igualando a zero o coefficiente
a annular.
m m—] m—2

Seja a equagdo geral x-Ax-4-Bx-4-...Px+4-Q=o (1)
Fazendo x—u-}-x’ (2), sendo u uma nova variavel
e x’, uma constante arbitraria, e substituindo na
equagio dada, temos:

[u+x’T—|—A[u+x'T—T—IB(u-|-x'lj“-|_—2...P[u+x’]+Q: 0

Desenvolvendo e ordenando em relagio a u:

—1 . -2 n

umj:m <[u- (?—” - 3-]— X
A 2 m—1]

-+(m—1)Ax’ Ax'

Br' )=o (2

Como vemos os coefficientes dos differentes termos
lesta equagio achan-se em formagdo da arbitraria x',
% qual podemos dispor de modo a fazer desapparecer
{Ualquer dos termos em u™—!, u™2, etc. Supponha-
%0s que se quer eliminar o segundo termo. Neste
“350 o valor de x' serd dado pela equacdo mx'A=o,
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d’onde se tira: "":"_:1" Substituindo este valor
em (2), resulta uma equagdo da forma:

u"+B, ut—24-B, um—4-...Q=0 (3).

Esta equacio resolvida nos dé os valores de .
Para obter x. substitue-se na equagdo x—u--X' 1 @
x' pelos seus valores, o que nos dd x=u—-, sendo
u dado pela equagio (3). Este valor m de x nos mos
tra que para fazer desapparecer o segundo termo de
uma equagdo, substitue-se a incognita por um bino-
mio tendo para primeiro termo uma nova variavel e
para segundo termo o coefficiente do 2° termo da
equacdo dada, tomado com signal contrario & divk®
dido pelo grédo de equagio.

Se quizessemos fazer desapparecer
qualquer procederiamos de modo identico, igualando
azero o coefficiente do termo a eliminar na €qu®
¢do (2), resolvendo a equagdo obtida em relagdo &
constante arbitraria e substituindo a expressdo achada
na equagdo (2), do que resultaria uma transforma s
sem o termo correspondente.

Para o caso do 3° termo a equacdo a resolver 56
ria: “Ool x"}A(m—1) x'B=o, 3 qual 808
daria dois valores para x', que substituidos em (2
nos darido uma transformada da forma:

u*+4-R un—1fRun—34-....Q;=0

Para 0 4° termo a equagdo a resolver seris d:
3 gréo, para o 5'termo do 4° grio, e 3assiT P
diante até o ultimo termo que exigiria 3 "’so!wm;
da equagdo : x'"J-Ax'm-1}-....=o0, de grdo lg'“;e
a0 da equacdo dada. Pode acontecer que 0 valor
x' que aunulla o coefficiente do 2° termo, 327
tambem o de um outro, o terceiro por exemple”

um outro termo0

o

——
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Neste caso é necessario que a equagao x':—% e a
equacio -""L;“-!}-x"-l-A{m-—-l)x'—}-B—_-o sejao satisfei-
tas para og mesmos valores de x'. Substituindo na 2*
equagdo o valor de x' dado pela 1* temos :

m{m—1) A* ( 1 Al 1LB—

5o s A e )E— L B—o, equagdo que nos
dé para condicao do desapparccimento simultaneo dos
dois termos: 2mB—(m—1)A*=o0.

Se o coefficiente de 1° termo da equagdo dada ndo
fosse igual 4 unidade, dividia-se toda a equagdo por
elle e entdo o segundo termo do binomio a substituir
em logar da variaval teria para denominador o pro-
ducto do grdo da equagio pelo coefficiente do 1° termo.

Tal é o artificio que particularisado ao caso do 2°
grio reduz immediatamente a equacdo completa ao
caso espontaneo fundamental da equagdo incompleta.

Tomemos a equagdo X*+-— x=—. Fazendo x=u4-x',

temos: (u-{—x']‘—{—f—(u—]—i‘):&. Deseavolvendo e or-

denando: u'4-(2x'-=) ufx*b—x'——=0 (1)
Izualando = zero o coefficiente do 2° termo:

21'-{—-:‘-:0; d'onde x':—-:-;.
Substituindo este valor na equacdo (1), temos:
b* b? b* ¢ b*}dac
(a)

Cc
N —_—— 4 =
) 4b* 2a* a Fooks 4a’+a 4at

Fica por esta forma a questdo reduzida ao caso es-
pontaneo da equacdo incompleta, representado por
esta equagdo em u. Resolvendo esta ultima equagdo,

b'+::f )"‘_. Esta duplicidade deo valor

lemos: u— i(
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péde ser indicada por um artificio identico ao do
processo anterior. A equag@o (a) nos da:

172 1
b%dac\ - | — b?}-4ac\—
n'_-[( 4a‘) } =0 ou[ u+( = ) 2 ]

b*4-4ac l
"ll—( 432) 2 FO

equagdo que pide ser satisfeita para os dois valores

de u:
1
I(b‘+hb L (b'q.,mc 2
- — 3
T “,). e u= . =

Substituindo o valor deu, e ode x’ na equagd0
-5 : e * i -i_
x=u--x', temos: x— 5 _._< PO a)"

Formula identica a que obtivemos com o primeir0
processo e que traduzida em linguagem vulgar nos
indica que a raiz de uma cquacio do 2° grdo 8
igual d metade do coefficiente do sequndo termo, tomado
com signal contrario mais ou menos a raiz quadr‘ada
desta metade clevada ao quadrado sommads alyebrice=
menle ao termo constants.

Conhecido assim o molo por que a raiz 6 COB¥
tituida pelas constantes da equacdo nés podemos
. sempre que tivermos de resolver uma equagdo do
2 grdo, reduzil-a a forma geral yi+px4=0" §
depois construir immediatamente a formula @as
raizes, dispensando assim toda a phase algebricd
de transformagio em que se reduz o typo compl?“’ a{l.
caso fundamental incompleto. Esta intervengdo imme
diata da phase arithmetica é aqui sempre pfcfe”m.l'
Pois que as formulas das raizes sio de construcgd® fagt
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de reter na memoria, @ muito mais simples que a
phase algebrica de transformagdo.
Destes dois modos de reducciio da resolug2o da equa-
co completa ao caso fundamental, o segundo deve
ser preferido nem s6 por sua simplicidade, como
pela maior generalisacio que comporta no dominio
algebrico; devendo o primeiro ser sempre apreciado
como mais espontaneo e directo.
Esta transformacio por que Viéte fazia desapparecer
os termos das potencias secundarias da incognita foi,
comu observa Comte, o melhor germem do methodo
de Descartes. A indeterminacio em que ficdo os
coefficientes n'csta transformagfio, ¢ a determinacdo
~ do valor (a constante arbitraria pelas equagoes
ohtidas pela annullagdo dos coefficientes considerados
levou o eminente fundador da philosophia mathe-
atica a suppor 4 formacdo dada um desenvolvimento
by pothetico, inteiro em relagio 4 variavel, com
08 coetficientes indet-rminados; desenvolver para
€om esta relagdo uma propriedade sufficientements
Sitoples Ja formagdo cousiderada e determinar 08
Cocficicates do desenvolvimento hypothetico, por
#quagoes resultantes da comparacdo entre 0s coeffi-
Sentes dos termos da relagdo final.

Seja fx) a formacdo dada. Suppondo a esta for-
Macd0 um desenvolvimento inteiro em X temos:

f(x)=A4-BxCxitosen-o {1
. Para verificar a compatibilidade da hypothese
a variavel igual a zero, e CusO resulte um
bsurdo entre *as expressoes dos dois membros, &
h}-t‘&%:lrio modificar o desenvolvimento, ou trans-
“'Mar 3 formagio dada, o que ndo sendc possivel
Ca a incompatibilidade da hypothese. Se a




S o

annullagdo da variavel nada poder indicar, a conti-
nuagdo do calculo fard immediatamente surgir algum
absurdo, caso seja a hypothese incompativel.

Feita esta indagagdo preliminar, procura-se umé
propriedade sufficientemente simples da formaga0
f(x), e esta propriedade traduzida na indentidade (1)
nos dard uma nova relacio entre duas formagoes
de x, formacdes equivalentes cuja identificacdo D0
fornecers um numero de equagdes necessario pard
determinar A, B, C etc. Para caracterisar melhor
o methodo nés vamos applical-o aos casos da divisao ©
das potencias.

Seja a formagdo @3, sendo o numerador um
fi(x)n

polynomio inteiro em x do grdo m, e 0 deno

um outro do grdo n. Suppondo & formagdo UM

desenvolvimento inteiro em x, este serd do & 2

s . x e % ]
m—n, segundo as indicagcdes da divisio. Tereim0s

minador

f(x)m m—n m-n—lm—n—2

e .—=Ax}Bx+Cx+... U. (1)

A propriedade mais simples para este caso é qut
na formagdo quociente, a divisao sendo exacta,
expressdo dividendo é igualao producto da ex;lr85§a°
divisora pelo quociente. Esta propriedade traduzdd
na relagao (1) dd:

pois :

0
a

m—n—1

f(x)nff‘(x)[AxTFI.}x—]—. o

Substituindo f(x) e fi(x) por suas express0®
m n

geraes :

(axm—l—bxm—q_. . .h) [A,Xm—f‘B,Xm“l'i"" )
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(ax™f-bx"—14-.. . h)=(A x24B x*=14-...h)
(Axm—pf-Bxa=n—1+ . .. u)=A,Ax"-{ A B
+B,A)xm—14~(A C+B B+C A)x™*+...+hh,
Estes dois polynomios sendo equivalentes devem
ser identicos, donde se conclue que elles devem
ser do mesmo grdo e os coefficientes das differentes
potencias de x devem ser respectivamente iguaes.
Teremos, estabelecendo a comparagio.
a—A,A, b=A ,B4B,A, c=AC+B;BJ-C,A ote.

Al : a
A primeira destas equacdes da L—:I— a se-
1

gunda tem duas incognitas A e B. Sendo A ja
conhecido pela 1° equagdo. o seu valor substituido
na segunda nos .ard B, Estes valores de Ao B,
substituidos na 3' equagio nos dario C e assim
por diante até obter-se o ultimo coefficiente.
Seja por exemplo a formacdo
5b*x"4-{9a—2b%c)x'—ac’x’
3x*—cx

cujo quociente se

pede.
Esto quociente sendo de grdo igual a 3, temos:

ﬁb’x’--H9a—2bc’]x'—-—acax’=[3x‘ x| .-\s.’-‘-f—l
—]—Bx’—}—Cx—}-l)):3:\x"+(3B-Ac)x‘—}-
+(3C—B)x*4-{3D—Ce|x*—Dex
Estabelendo a comparagdo temos as equacges :
. 3a—6b?, 3A—Ac=09a—2b’c, 3C—Bc=o0, 3D—Ce=
=-—ac?, De=o, que nos dio: A—2b?, B=3a, C=ac
O quociente pedido serd, pois : 2b*’f-3ax*-acx.
Por este methodo podemos ainda resolver uma
questdo identica a que tratamos no estudo da divi-
8do, sobre as condicdes do divisibilidade dos polyno-
mios .

-
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Supponhamos que se pede os valores de m e n para
que a expressio x‘—2x*{-mx-}-p seja divisivel por
x24-2x--2. Applicando o methodo, temos :

x'— 2x2--2mx-f-n=(x>}2x }2) (x*}-Ax-+B)=x'+
+-(A+4-2)x*+(B+-28+-2)x*4-(2BI-24)s+-2R

Estabelecendo a comparacao temos:

A+4-2=0, B42A-}-2=—2, 2B-}-2A=m, 2B=n
d'onde m=—4, n=o.

Applicagio identica comporta o estudo das poton-
cias.

Supponhamos que se pede a condigio que duve ha-
ver entre os coefficicntes para que o polynomio :

4x'—4px' 4y xe-9)(m +1)x--(m-H1)* scja 0 quo-
drado perfeito de um trinomio. O grio do trinomi0
raiz nos é dade pelo quociente do grdo do polynomio
dado por duis, isto é, a raiz serd do segundo grdo.
Representando—a por A-}-Bx-}-Cxz, temos, sendo 1’ 0

]

polynomio dado P¥ —A-+-Bx+-Cx? (1) y

A propricdade mais simples da formagdo potencd

ser ella igual a sua raiz clevada 4 potencia corres=
pondente. Traduzindo esta propriedade na jgualdade
(1) temos :

P=(A--Bx}-Cx?|*=A2}-24Bx | [B2-2AC)x*+

+2BCx*-Coxt

Identificando os coefficientes da expressao de P @
do 2° membro :
A*=(m+1),* 2AB=2p(m+}-1), B:4-2AC=4q, 2BC=
——4p, C2=¢ d'onde resulta : :

A=+, B=p, C=2, ml=q—5-

Tacs sdo as relagies que devem existir entr
coefficientes. Appliguemus o methodo para 0 cubo-

e U8
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l Supponhamos que se pede a relacdo antre 2 e b para
que o polynomio ax’—(2a2--3b)x*-{a*}-Gab)x—3ath
seJa 0 cubo de um binomio.

{ Applicando o methodo, temos, representando o
polynomio dado por P:

P=(Bx+-A)*=D'x’-}-3B*Ax*-} 3A!Bx}-A?
Formulando a comparacio : 4
B'—a, 3B*A =—(2a*1-3b),3A!B=a’}-Gab, A’=—3a°b

d’onde: b—=_"2_
onde: b =

Dado, pois, um polynomio f(x), as condicdes para
que este polynomio seja uvma potencia m perfuita se
obtém do seguinte modo: Iguala-se o polynomio
dado a um outro com os cocficientes indetermi-

. Dados e que se suppde representar a raiz ; eleva-se |
este polynomio & potencia m; igualam-se os coeffi-

Cientes correspondentes 4s mesmas potencias de £ nos
dois membros e das equagdes obtidas deduzem-se as
Telacdes entre as constantes do polynomio dado, para
que este seja nma potencia perfeita.

O fecundo methodo de Descartes, que deixamos
®Xposto, aprescnta como ¢ facil comprehender, uma
applicagio notavel no dominio abstracto da grande

1 da philosophia primeira, que manda formular a
Bypothese mais simples que puder comportar 0 conjuncto
df elementos a representar. Realmente, a hypothese mais
Simples que se pade suppor ao desenvolvimento de
Uma formacio é a de um 'polynomio inteiro em
I?rﬂlagﬁo a variavel.

'Os resultados a que se chega com o emprego
“®te metho, deixa claramente evidente o quauto
g dominio o mais simples, as hypotheses, desde que
Sientificaments formuladas, podem depois tornar-se
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precisas; e ainda mais mostra o quanto 6 possivel
estabelecer previsdes partindo de taes hypotheses, de
modo a determinar quaes os valores a dar a certos
coefficientes para que se realise um determinado
modo de relagdo entre duas expressoes.

Baseados n’este methodo, nés podemos considerar
qualquer formacdo do segundo griu como represen-
tada pelo producto de dois factores binomios do pri-
meiro grdu, cujos segundos termos a principi0
indeterminados, sio dopois sugeitos a satisfazerem
um certo modo de relagdes.

Seja a formacdo considerada y—ax*-bx-{-c.

Pondo a em evidencia, temos:

y=a(x*4—=x4—]. (1)

Igualando o segundo membro a zero :

x—{--:-x-|-?'=o.

Suppondo n uma indeterminada que substituida
om lugar de = n’esta equagdo annulla o seu primeir0
membro, é claro que o trinomio x’-{—-‘;’-xH serd
divisivel por x—n. Sendo o dividendo do 2° grétt ©
o divisor do 1° grdu, o quociente sers tambem d’esté
griu e da forma x+4m, sendo m uma outra indeter*
minada.

Para obter as condi¢des que devem satisfazer m @ ®
para que se verifique este modo de relacdio, basta-nos
applicar a methodo cartesiano, igualando o trinomio
a0 producto dos dois binomios, ¢ tiraras condigges 4°
identificag@o que resultam da transformacfo. Teres
mos, pois :

b xS (x—n)(x-+m)=x'}-{m—njx—B%

Identificando : m-—-n:l:—. -—nm=":—- (3l
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Taes sio as relagdes que traduzem as condi-
¢les que devem satisfazer as indeterminadas m e n
para que a formacdo x‘—}-{‘-x-{—j seja equivalente a0
producto (x—n)(x-}n).

Substituindo estes valores de -E— e —'_’- na equacao (1),
temos : y=a(x*+}-(m—n)x—nm)=a(x—n)(x--m).

Substituindo y por seu valor temos:
ax’+}-bx-+4-c=—a(x—n)(x-}m). Esta igualdade nos in-
dica que a formacdo do segundo grdo ax’4-bx--c é
divisivel por x—n e por x}-m ¢ portanto, segundo
0 princicipio apreciado na divis3o, que esta for-
macdo se annula para os duis valores n e — m da
variavel.

Surge assim a nogio da duplicidade de valores
para o caso do segundo grdo, como nos for indicado
pelos dois processos de resolugdo da equacdo do se-
gundo grio.

Convem notar aqui um facto importante. No estudo
do caculo indeterminando do primeiro gréo nds vimes
que uma questdo finita pode ser susceptivel de grande
uumero de solucdes, cuja limitagdo s6 pode ser
feita pela apreciagio do facto concreto que se es-
tuda, basta para isso que o numero de variaveis seja
Superior 20 numero de equacdes; aqui mos vemos
Uma equagio a uma incognita admittir duas
Solugges, pelo facto de se haver complicado o modo
de relagdo.

Resulta disto que o numero de solucies de ama
Questao pode augmentar, por dois modos: 1* pelo
€xcesso do numero de variveis sobre o numero de
®Quacdes, a questdo 6 indeterminada ; 2° pela com-
_P.licagao do modo de relacdo, a questdo ¢& deter-
Rinada, Como exemplo do primeiro caso temos uma
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equacdo de 1°, 2°, 3°, griosa duas ou mais inco-
gnitas ; como exemplo do segundo caso temos as @
quacoes do 1°.2°,3°, 4° etc grdos a uma incognita.

Para melhor indicar este aceressimo de solucoes
pelo augmento do grio da equacdo, consideremos 2
equacdo geral do grdo m, x"-Bx* ' -OUxm - ..
.+ =0 cujos raizes chamaremos, a, b, ¢, d, ete. Te-
remos pois: x°Bxv—1fQOx=—2] . =[x—a
(Z=Dbl\x~"CI" I (x*-k]. 11}

Se 0 numero de factores do segundo membro, ou
se 0 numero de raizes for superior ao grdo da equa-
¢io. 0 polynomio que resulta do segundo membrd
serd de um grdo superior ao polynomio do primeito
membro, e a igualdade (1) indicando que estes dois
polynomios sao equivalentes, teriamos o absurdo da
equivalencia de dois polynomios de grio diffe-
rentes.

A equacao dada, pois, s6 péde ter um numero de
raizes equivalente ao sen grio.

Fica assim relativa a no¢ao da multiplicidade de
solugdes, pois como vemos, uma questdo pode sem
ser indeterminada, admittir muitas solucoes, con-
forme o grdo da equacao por que é traduzida.

Vejamos quaes as relacoes que ligao entre si as
raizes e as constantes de uma equacio do segundo
grio.

Sommando as formulas das duas raizes, temos:

1 13
|yt —0 (b Hac)y | —b—(b*{dac)T
== 2a j 2a

b
—_———

a

Multiplicando as mesmas formulas:
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x.x..zt —bH{b*ac) {——b—-—(b‘—]—tlac]%*‘!':

22 2a
L L8

a

Comparando estes resultados & equacio x’—{—%x——

—=0 n0s vemos que a somma das duas raizes

é igual ao coefficiente do 2° termo tomado com
signal contrario. e o producto das raizes é igual
ao termo conhecido. Isto ainda se obtem institu-
indo a equagdo do segundo grdo segundo os dois
factores do primeiro de que ella é o producto. Cha-
mando m ¢ n as raizes da equagio dada temos:

b p .
x-}—ax : ==|x—m)(x—n)=x*—(m--njx-+|-nm.
Identificando, temos :

h )
—(n~~m) T ou n-m= —. ¢ nm= =

O modo, porem, mais directo por que se obtem
ostas relagdes é aquelle por que Viéte as determi-
nou, e consistc em suppor conhecidas as raizes da
equacdo e determinar os coefficientes taes que a
equacdo possa admittir as raizes suppostas.

Chamando x' e x” as raizes da equagdo dada,

temos:

b ¢ b,
x"-f—;-x'--?l—::o, x”:d‘_x-x _.;-=o. (1)

_Considerando como incognitas os coefficicntes

RINAD . : =
, nos temos aqui um systema de equacdes

_— —
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do primeiro grdo. Subtrahindo membro a membro

estas equacdes (1) temos:

1
x"—x"’%—;(x’—x"}_—_o, ou x'-f-x"— B

a

Este valor de %— substituido em uma das equagoes

c
=Z'xs
a

(1) d4: x*—(x'J-x")x' 2:0, d’'onde

relagoes identicas as jd obtidas.

Este modo, como vemos, ¢ independente do grdo
da equagdo de sorte que pode ser applicado a todas
as equagdes de grdos superiores. Suppondo, por
exemplo, uma equacdo do terceiro grdo:

x*-4-bx*4-dx4-e=o
e chamando x', x", x'' as suas raizes, as equagoes
do 1” grio em b, d, e, e que nos dariam os valores
destes coefficientes, seriam :

x'*-}bx' *fdx'fe—0, x"*}bx""*}-dx"+e=0,
||l3+‘bxlllz_]__dxl|]_l_e=0

Resolvendo este systema em relacio a b,dec nos
teriamos estes coefficientes em formagdo das raizes-
Do mesmo modo a questdo em relagio a equa(ao do
4" grdo se reduziria 4 resolucdo de um systema do
1° grio de quatro equagGes. ¢ assim para 08 graos
superiores.

‘Tal foi 0 modo que levou Viéte a concluir poF
inducgdo as relagbes geraes entre os coefficientes 6¢
uma equagdo e as suas raizes.

O conhecimento d’estas relagdes nos vae pel‘mltt“
um estudo interessante a respeito da equaglo [
segundo grio, sem necessidade de resolvel-a. ’

Sendo reues as raizes da equagdo dada nos PO
mos a simples inspecgio dizer se ellas tem 08 ool

e
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mos signaes ou nio,e neste segundo caso qual d'ellas
¢ maior. Se o termo conhecido- é positivo sendo
elle o producto das duas raizes, segue-se que as duas
raizes tem o mesmo signal ; se além disto o coeffi-
ciente % do segundo termo é positivo, o signal das
raizes & menos, pois este coefficiente tomado com
signal contrario ¢ igual 4 somma das raizes; se—:—
6 negativo o signal commum é positivo.

O35 5 : 2 .

Se TES negativo as raizes tém signaes differentes,

sendo a maior de signal mais ou menos conforme o
- b = oW -

coefliciente = for negativo ou positivo. Conhecida

uma das raizes para obter a outra basta dividir o
termo conhecido pela raiz dada.

Dadas duas expressdes m e n para determinar a
equagio do seguado grio x*+bx-4-c=0 que tem
para raizes m e n, faz-se —b=m-}-n, c=mn, 0 que
nos dard a equagio x*—(m--n}x-+mn=o0.

Se agora dessemos a somma dem e mn, € sl
P}'oducto P, e quizessemos determinar m en, toma-
ramos s com signal contrario e seria 0 coefficiente
5 e fariamos c=p, o que nos daria a equaglo
'—s x4-p=0 cujas raizes serido oS valores de
W e n,

Vejamos agora como 6 possivel modificar as raizes
%em resolver a equaglio dada ax’*+-bx+c=0 (1).

1.° Supponhamos que se quer passar da equacdo (1)
Para uma outra que tenha o0s mesmas raizes, mas
®0m signaes contrarios. Seja a equagio pedida
3 '+Px+q::o (2), cujas raizes 830 —x' e —x", sendo
e x" ‘as raizes da equacdo (1).

Teremos: —p=-~(x'+x"}, q={—x')(—="). Porem

Elementos de Algebra—31
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b c
3 —x-}-x” ¢ —=x'x", d'onde
a

a equacdo (1) da:

b . ot 7
p=——a- eq=-?. Substituindo estes valores na
equagio (2) temos para equacdo pedida: ax®—Dbx-+
~+c=o0 a qual nos indica que para obtermos a equa-
gdo cujas raizes sao de signaes contrarios as da 1*
basta trocar o signal do termo affecto da potencia
secundaria da variavel-

2. Da-se a equacdo (1) e pede-se uma outra
cujas raizes sejao iguaes as da equacdo dada augmen-
tadas da quantidade m..

Para este caso, suppondo x*+-px—--q=o0 a equagdo
pedida, temos: —p—=x'+4-m-}-x""+-m=x'4x"' 4200
q={x'4-m)(x'+-m)=m*4-m(x'4-x"|4-x"x".

| . !
Porem x'—]—::”:--—-—I e —=x'x". como raizes
a  a
da equagio (1), d’onde:
b,c

b
——— ] ———ya P S
== u—|—...m e q=m'—m—-—

Substituindo P € q na equacdo pedida, temos:

b | ) s A
ooyl

ax*—Hb—2am}x—|—(am=——mb+c]:o. ou a(x*m=
—2mx)--b(x—m)4c=0, d'onde alx—m)+blx*—
—m)--c=o. Para ter-se, pois, a equacdo cujas r1208
30 as da proposta augmentadas de m basta s
tituir-sc na equagio dada x por x—m. !

4.% Dé-se a equagio (1) e pede-se uma outra CUJ28
Talzes sejio iguaes as da proposta maultiplicadas
por m,
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Sendo a equacdo pedida x*4-px-}-q—o temos:
—p=m(x'4-x"), qg=m’x’x", porem —-E—:x—r-
e .5y S
+x" e t =¥ ir

| *
| mb mFe

d'onde p= — e g= - Substituindo estes valo-
g a
res de p ¢ q tomos para equagdo procurada :
ax*~-mbx-}-m’c=o

:'i.‘ Da-se a equacdo (I) e quer-se obter a equacio
Cujis raizes sejdo as inversas da proposta.
__P: 1 I 1!’ q== .l".
xu | xl " x'x

l Para este caso temos:

b C b
e cOmD xn \—." o't d d —
_———— +_ e ——XX , deduz-s¢ ———

a a s 0

[___..._.l 'l o 2 1
x' I -‘" e—'xoxu'

a
Comparando temos: R N
Substituindo p e g na equagio pedida, temos :

cx*~4-bx—+-a=0

4 _Esta equacdo nos mostra que a equagdo ds raizes
Versas, obtem-se substituindo na proposta por-:--

Estag transformacdes sendo independentes da reso-
“40 dacquagdio sio plenamente geraes vstendendo-se
. *quacdes de grius superiores. Todas »llas 530 de-
S a Viédte.

Por ellas ugs sentimos como v conhecimento de
*i8s leis permitte @ nossa intervengdo modificar
_-thematicam.:nte uma certa ordem sem perturbal-a,
‘¢ facto adquire ainda maior importancia philo-
'hica quando na theoria das equacdes geraes nos
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estendemos taes modificagies a equacdes que 030
comportam uma resolucdo algebrica.

E' entio que nés vemos a insufficiencia de nossos
recursos intellectuaes impondo-nos no dominio
abstracto do calculo uma digna subordinagio a uma
ordem de factos, cuja solugdo algebrica ndo nos €
possivel obter, 0 que nzo nos impede de 1intervit
guiados por leis determinadas por legitima inducga%
modificando systhematicamente taes factos de .modo
a poder utilisal-os do melhor modo & satifagdo de
nossas necessidades. .

Sem esta subordinacio o mnosso espirito jamal®
deixaria de meditar sobre a resolugio algebrica das
equacdes quaesquer, e entlio as divagacoes abstractas
seriam serio obstaculo ao aperfeicoamento e COOTEE~
nagio da parte da sciencia verdadeiramente uti!
nossa existencia.

E'assim quends vemos surgir pa mathematic®
convenientemente apreciada a justificagdo do apho~
rismo, que resume a synthese final : @ submissa 4.8
base do aperfeicoamento primeiramente physico, depois -
tetlectual e finalmente moral.

Nés vamos agora apreciar tambem dois fa
portantes. O primeiro consiste no modo por gu
de conhecida a lei que liga as incognitas a0s ¢0
tes em uma equagdo do 2° gréo, nés podemos, ™
ficando convenientemente os elementos que @ cons™
tituem deduzir e apreciar os differentes estado®
particulares que d'ahi resultio para 2 equaclo co:
respondente ; o segundo consiste no modo por 4%
avaliamos por aproximacdes successivas 0% ralo a8
das raizes das equagdes do segundo grdo desde 4 3
08 valores numericos dos coefficientes difficult®® °

ctos iﬂ}'
efﬁcial}‘
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avaliacdo sufficientemente exacta por meio da for-
mula geral das raizes.
! —b--(b*—4ac) B
Consideremos as formulas x'= 5 » =

—b-{b*—4ac)+

n
= 2a

(1)

—

Suppondo nestas formulas c=o, tem :
—b— b
b:—-—-, =0
2a a
Sendo, pois, 0 termo constante nullo uma das rai-
bx, ¢ : . :
zes da equacio x*-— —o é nulla, e a outra é
s L

igual ao coefficiente do termo affecto da potencia
secundaria da incognita tomado cowo signal contra-
ro. Supponhamos agora que nas formulas (1) 0 coef-
ficiente a decresce continuamente tendendo para 2ero
€ vejamos a que se reduzem as formulas das raizes
Quando a attingir este limitte.

X —

Quando a tende para zero, a expressdo (b*—4ac] *
tende para b, o numerador de x' tende para—2b e 0
denominador decresce aproximando-se de zero, de
modo que 0 valor de x' augmenta indeﬁmdameflte,

9 que se exprime dizendo que a raiz x' torna-se infi-
Rita. Qnanto ao valor de x", logo que a torna-sé
Bullo a sua expessdo tomaa forma ; , 0 que sym-
boliza o indeterminagio. Para determinar nest?' caso X
9 verdadeiro valor de x" para esse valor particular

i | :
de a, basta multiplicar-se a expressdo de x'" por
1

b*—4ac) 7, o que nos di:

e 4ac e

QR

1
9a(—b—{b*—dac]T ) ~b-H{b—4ac]

—2b




— 486 —

Esta transformag@o nos permitte suprimir o factor
commum 2a aos dois termos da fraccdo, o qual annui-
lando-se pela hypothese feita determinava a indeter-
minagdo—, de modo que a formula:

—2c
(b o

é applicavel para qualquer valor de a por menor qué
seja, salvo o caso de a—o. Para este caso esta for-

mula reduz-se a ——.

Estas conclusdes tiradas da formula das raizes, sa0
perfeitamente confirmadas pelo estudo directo da
equacao. Seja a equacdo ax’4bx|-c—o. Para que
a hypothese de a—o ndo perturbe 0 modo de relaga0
annullando o termo affecto de x?, passemos desta
equagio para uma outra de raizes inversas.

Telremos para nova equacdo: cy*~-by-4-a=o, sendo
X Suppondo n'esta ultima equacio a=0, & r-qll:"

cdo que resulta terd as dnas raizes y—0 e y=""¢"

Substituindo successivamente estes valores de y B2
1 :
expressdo x=_., temos para raizes da }IN‘UF"’Sta

como j4 haviamos obtido.

Supponhamos, finalmente queaeb tendem )
zero. Considerando attingido este limite, 1st0 €
zendo-se a=o ¢ }y=o, as formulas (1) tomam % %r
pressio %:- Para obter neste caso 2 "erdade“::
expressio das raizes basta-nos multiplicﬂflo’ o
fcmdﬂ

2y

termos da expressin de x* por -—h—l—(h’—""i’m)
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L -
x" por —b—(b*—4ac) 2, e suprimir 0 factor com-
mum 2a. As formulas a que se chega sdo:

2c > 2c
X — 1
—b—{h*—4ac) ="

X —

—b-}-(b—4ac)

12
2

Quando a e b crescem continnamente, X' <" aug-

mentdo continuamente, se attingem o limite zero,
sendo ¢ differente de zero, os valores das raizes tor-
ndo-se infinitos.

Estas consideractes nos deixam bem clara a in-
fluencia do valor doe coefficientes sobre o valor das
raizes. Fica assim completada a nogao, emanada de
Viéte, sobre as relagoes entre as raizes e os coeffi-
cientes da equagao do segundo grdo. pela OGO do
modo precizo por que a variagdo dos coefficientes
determina a variagio das raizes. A primeira nos for-
nece a constitnicac das raizes pelos coefficientes, 0

“seu estado statico : a segunda nos indica como varia
este estado quando varido os elementos que 9 consti-
tuem, & o estado dymamico. NGs emprcgamos aqui
estes dois termos porque nem S0 olles traduzem per-
feitamente o facto. como tamb<m porque convem que

elles sejao vulgarisados 0 mais possivel, o que per-
mitte a sua significagdo.
tratar € & se-

A segunda questio de que vamos
Buinte : sendo o coefficiente a muito pequeno as for-
Mulas das raizes difficilmente permittem obter sua
" avaliacdo com sufficients aproximagdo. TornaiogR
H0 necessario procurar um meio mais simples para
Tealisar a avaliacdo sem necnssidade de recorrer as
lirmujas geraes las raizes. ‘
0 meio instituito para isto foi o seguinte, 1nCOD-

-




testavelmente o mais simples e maijs espontaneo. Seja
a equagio ax’}bxfc—o. Esta equagdo nos (3
c ax*

= ——— 1

T Ay
e
Sendo a muito pequeno considerou-se o valor—y
como um valor approximado ; este valor gubstituido

em logar de x na fragio % da equacdo (1) dd o va~
)

ax*
T’
meiro ; este valor (2) substituido na mesma fracgd
da expressdo (1) d4 um terceiro valor mais aproxi-
mado, e assim continuando se chegaria a um valor
sufficientemente exacto para uma das raizes, © a 0%
tra seria obtida subtrahindo-sc a raiz conhecida d
coefficiente do segundo termo, que representa 3
somma das duas raizes, ]

Esta questdo, tem importancia sob o ponto de vista
arithmetico pois que é ella 1nstituida na phas®
arithmetica da resolugio da equagdo quando se Pré”
tende avaliar as formulas. Sob o ponto de vista al-
gebrico, porém, a questdo & inutil pois algebricd”
mente 0 que se tem em vista é a determina¢do do
modo de relagio que liga os coeficientes para €908
tituirem as raizes, deixando absolutamente de parte
os valores que possao ter estes coefficientes.

Em todo caso, porém, convem mencionar 0 P
Cess0  por approzimagoes successivas Que comportd
uma grande generalisagio, para mostrar 0 modo pOF
que o espirito humano vence as diﬂiculd“d_Bs que.
encontra, e como caracterisando no dominio 2%
tracto uma questfo muito commum em 003 ©
tencia, e vem a ser: desde que nao nos é PO

lor x:—%—- (2) mais aproxiinado do que 0 pri-

jvel

-
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obter a soluecdo exacta de um facto, a marcha racio-
nal de nosso espirito deve consistir eminstituirsolucdes
progressivamente mais aproximadas da verdadeira até
que se chegue a uma cuja aceitacdo ndo determing erro
sensivel para os resultados. A mencdo deste processo
€ ainda conveniente para mostrar uma dessas questoes
onde a phase arithmetica acha-se englobada &
phase algebrica. Ainda ao estudo das equagdes do
segundo grdo devemos referir duas nogdes impor-
tantes: as raizes qualificadas de imaginarias, e a
nocio dos marima e minima.

Estas duas nogdes como vamos ver, emando do
estudo das raizes da equagdo do segundo grao
—-b+(h'—4ac) _Nés

2a
podemos fazer tres hypotheses differentes: b*—4ac
=-}-d, b*—4ac—o, b*—4ac=—e Para 4 primeira
hypothese, chamando m a differenga b*—4%ac, temos

Para a incognita os valores: .
1

x':ﬁ___‘+m 3 X" Sb—n , isto é, quando
2a RN )

3 differenca é positiva resulta para a incognita

doig valores reaes. E' o que acontece sempre que

02 equacdo dada o coefficiente 4 tem signal contrario

a0 do termo ¢ pois que neste caso a expressao affecta

da rajz ‘— 6 a somma b*{4ac.

Consideremos as raizes x=

—b
Na segunda hypothese temos XSS Para es-

Clarecer esto caso consideremos a hypothese feita na

b*
®quagio dada. De b*—dac=o tira-se 7{;-::— Substi-

taindoeste valor de f na equagdo dada (1) x*+ Tx—}-
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-I—E—-o temos: x’ - s +_1_]. 23-_-
7o, tomos: ¥+2xctgrmn on (schgg) o=
b\

/ b
o que di [ x- | x- —p, equacdo esta que
4 § ( L 2a e 30 S 1
pode ser satisfeita pela annullacdo de qualquer dos
dois factores do 1° membro, ¢ como estes se annulldo

b .
para um mesmo valor X de x, diz-se

-

que a equaciio tem duas raizes iguaes.

A terceira hypothese detcrminaria a extraccdo da
raiz quadrada de uma quantidade uegativa, operds
¢do absurda, pois ndo ha numero algum que mul-
tiplicado por si mesmo dé nm producto negahivo.
Este resultado indica nma impossibilidade de soluga®
para a questio. Para mostrar isto tomemos a hypo-
these feita b*—dac negativo, ou li*=dac—m. sendo

m uma indeterminada. Esta ultima iguldade nos

. © b? _ £
% ?"__4:12 ~+m? sendo m* uma guantidade positiva

que nio pode ser nnlla. Substituindo este valor
1 b*
na equagdo (1) temos x+—)-x+——4 — 4-m*=0 o
” :
i g
iTle‘\ -+m*=o, Igualdade esta que nos trada?

uma impossibilidade de solugdo, pois, para Q“a!q“"
valor real dado a x, a segunda parcella W’ inde-
pendente de X ndo se annullaria.

Nesta hypothese as raizes tomdo a forma stg!!

! Pt 5
notando antes que (b’—‘iﬂcl?'ﬁhc——h-)g(—rl]-

1nte.
1

1
s """b 43.0—-—]): "-:g- _1_ 4 -——b__
b - 2;1.) o VERWEE NS 07T
1
[dac—b3) 7, . 1
2a [_1):3
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1
(4ac—b%| 7

b
Fazendo —gg = © 5 ==n, temos:

1 1
x'=m-tn(—1}7, x"=m—n(—1)7.

A estas expressies classifica-se de imaginarias.
Esta denominagiio ¢ algebricamente viciosa A im-

possibilidade numerica da operacdo ( — M) desper-
tando habitos contrahidos na arithmetica, levou
0 espirito a classificar de imaginarias em algebra
expressoes que, como todas as outras, prestdo-se as
transformacdes das relacdes e por tal forma que
muitas vezes com 0 sen emprego obtem-se as ex-
pressdes as mais normaes.

Se a denominagdo aceita é verdadeira considerada
a questdo em sua phase arithmetica de avaliacdo das
formulas, é falsa sobre o ponto de vista algebrico.
onde a nocdo de valor so serve para perturbar as
transformacoes dJas relagdes, que pédem ser plena-
mente realisadas com o emprego de tres expressdes
singulares. A mesma razio que levou a classificar
estas expressdes de imaginarias, devia antes ter
assim tambem classificado as expressjes da forma
a—3a em que o0 minuendo sendo menor que o subtra-
hendo o facto numericamente é absurdo. Por estes
motivos é que nos parece mais philosophico deno-
minar-se tacs expressjes de irracionaes singulares,
pois assim ficam ellas algebricamente caracterisadas
como constitnindo um typo especial sem exclusio
de seu uso do dominio do calculo, facto este que
leva a suppor a denominagio de imaginarias.

Vejamos como as irracionaes singulares sujei-

it T p——
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tam-se do mesmo modo que as expressges normaes
as transformacdes algebricas.

O typo abstracto de taes expressdes, emanado
como fizemos vér do estudo das equagdes do 2° griu,
¢ o seguinte :

1 1 1

azb(—1) % oua+b(—1)2 6 a—b(—1) *

Estas duas expressdes que sé differem pelo signal
!

que affecta o elemento (—1) ? dizem-se conjugadas.
Sejam, para sommar, as exprassoes :

1 1
ath(—1)% axb(—1)2......
Effectuando a somma, temos :
1 1 _|
azth(—1) 2 +a'2b'(—1) 2 4a"xb"(—1) 2 F.o0e e

Reunindo de uma parte todos os termos a, @', €lC
1

e de outra todos os termos affectos de (—1) 1 ¢ desig-
nando por M a expressio, temos :

k[a_’_al_l__a" ..... )j:(b+bl+ i ”__1)
A expressdo, pois, que resnlta da somma de 1rra-

cionaes singulares 4 tambem uma irracional s1ngl”
1

lar da forma A.—]—B(-l)-'_ das expessdes sommadas.

x es
Se as expressdes a sommar fossem duas exprosd
1 1

conjugadas a—f—b(—l)? e a—h(—l)_‘” teriamos :
i 1

a+b(—1 )?+a--—b(—1) T =%

- - uc
Neste caso a combinacio das expressoes Siné
lares apresenta para resultado uma expressio 10 2
As outras transformacdes algebricas effectuadas

1
—
2
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tre duas expressoes irracionaes singulares, tambem
dao em geral para resultado uma expressdo da mesma
forma como mostra as seguintes igualdades :

1
(a—l—b(—lj "') (a'—{—b'(—-l]?)z(aa' —bb')+

1
3

(ba'—ab')(—1)

1 ! z
at-b(—1)% ( b= 1) D) b=17)
—_— al2+b'2 i

S
a'b'(—1)T
__aa'4-bb’ | ba'—ab' L
=y T (-1
O mesmo ainda se daria se desenvalvessemos umla

potencia qualquer inteira m da expressao a--b(— 1)?
Applicando a lei de Newton temos :

:' (a+ b/—1 )%)-ﬂ-— - 5 an it

m(m—1)(m —2)(m—3)
* 1.2.3.4

an—ib*f-. ... [ma®! —

mm—Im—2) . o, el
e L E

1
=M--N(—1) %, representando M o conjm;cto de ter-

' mos normaes e N o coefficiente de (—1)*

8¢ denomina modulo da expressio a+b(-—1)—'-‘-'-
Para que uma irracional singular sgja nulla, é
Preciso e basta que seja nullo o seu modulo.

A raiz quadrada da somma dos qua'dradosla’-l—b’ ‘
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1
Porque se o modulo (a*~-b? 2 ndo & uullo a eb,
ndo sio ambos nullos e portanto a—-b(—1) 2 tambem
!
ndo é; se (a®4+b?) * é igual a zero, 2 ¢ b serdo nuiles
!
a0 mesmo tempo e entdo a-+-b(—I1) * =o.

O modulo do producto de duas irracionaes singu-
lares é igual ao producto dos modulos dos factores.
Com effeito sendo o productn de

1 1
a+-b( --1) 2 por a'-b'(—1) %
1
igual a (aa'—bb'}4-{ab’4-ba')(—1} 2, o modulo deste

°
producto serd [(aa )—bb',’+ ab'-ba')?] —2 —(aa"*4-D’
b?+atb”4-b*a") ? =[(a*}-b* )(a’2—|—b'“)J 2, Expresmlo

igualao producto das modulos (a*4-b? ]«’- 8 (z;,"’-]—b”)‘ll
das expressoes factores.

Referido ao caso da multiplicacdo o caso da divi-
sd0 nos indica facilmente que o moduln do quociente
de duas irracionaes singulares é igual ao qluociente

de seus modilos. Chamando a"—-[—b"(-—-l)?, 0 quo-
ciente entre a-[--b[—-l):2 e a-| b (_1] = temus' ~

a+-b(—1) 2-*\a+b (--1)2 J a"+b"{-—l) %),
Como (a’4-b? 2.:(a"-.|-b S (n"’-{—b"'|3.segue-sﬁ que

1
1 o

% __ (@~=b9 *

(anz ' bn:) 2 — [ﬂ. br) -

» {a” l b") 2
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istag ligeiras consideracdes sdo por demais suffi-
cientes para fazer sentir a irracionalidade da clas-
silicacio de imaginarias que habitos arithmeticos
levarao a dar ds irracionaes singulares. Na algebra
directa esta theoria deve ser apenas eshocada limi-
tando-se a mostrar a origem de taes expressdes do
estudo das equacdes de segundo grdo e firmar a sua
verdadeira nogdo. Esta theoria depois dos trabalhos
de Euler, Moivre, Lagrange. Cauchy, tomou novo
impulso, pela intervencdo das formagdes trignome-
tricas, Sob um tal aspecto é que convem desen-
volvel-a, pois s6 entdo ella permitte a mais ampla
gencralisagdo algebrica, e assim considerada ella é &8
dutes do dominio da geometria qae do da alge- |
bra. Ella representa de um modo brilhante, a ‘
Teacgio do dominio concreto da mathematica sobre |
0 dominio abstracto, reacgdo que se manifesta em !
- Telacdo 4 algebra directa particularmente na reso- r
lugao do caso irreductivel das equacdes do 3° grdo, :
- dada por Viéte, & de um modo geral na resolugdo
das equacdes binomias, e, finulnente, pelas rela- ,b
tOes estabelecidas por Euler entre o concreto e 0 j
‘abstracto, formulando e seno e o cosgno em for- )
Macdo de exponenciaes singulares.
A segunda nogio emanada do estudo dus equagdes
f 9 segundo grdo 6 a nogdo de mazimum e minfimuin . ‘ '
| “IStoricamente considerada esta questdo apresen- ' :
'8se desde as primeiras especulacdes mathematicas, ‘
48 86 fui diffiuitivament: eclaborada, com o apps-
Clmento da geometria de Descartes e do calculo de

€ilnit,, ' .

-. _Q.uando o valor da variavel independente de uma “.;'
*Wicido cresce continuumente passaudo por todos
~ €8tados de grandesa. os valores correspondentes _.m

J W
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da formagdo podem apresentar tres casos: 1° a for-
macao pode crescer e depois de certo valor decrescer;
o valor depois do qual a formagao comeca a de-
crescer chama-se um mazimum; 2° a formagdo pode
ser decrescente e tornar-se crescente depois de certo
valor— o valor depois do qual a formacdo comeca
a crescer, constitue um minimum ; 3° finalmente, 2
formagao pode ser sempre crescente ou sempre de-
crescente para os valores da variavel e nestes. €asos
nao ha nem mazimum nem minimum. s

As denominagdes em uso, diz Comte, sdo mul
proprias a bem recordar em que consiste esté 8¢
nero de questdes, porque indicam uma idéa de mg}mr
ou menor valor, que, convenientemente definida:
distingue com effeito estes estados notaveis. Uma
formagao no comportaria realmente nem marimum
nem minimum se fosse sempre crescente ou sempre
decrescente a medida que a sua variavel augmenta,
quando mesmo tendesse indifinidaménte para uf®
limite assignalavel.

Se, porém, como na mér parte dos casos reacs #
formagdo é ora crescente, ora decrescente, cada
passagem de um a outro sentido serd marcada por
um estado maezimum, quando a formagdo cessa d@
augmentar para comecar a diminuir, ou POT i
minimum 1o caso contrario. Estes estados crificos
sd0 pois alternativos, de sorte que todo mazimu”
cahe entre dois minima, e todo minimum entre 018
mazima.

«Vé-se assim que o valor maximum de uma for
macdo é, com effeito, o maior, ndo de todo absot;
lutamente, 0 que é muito raro, mas S0 d.esd__ﬂ 3
minimum precedente até ao minimum Segu‘ntq;go
da mesma sorte para o valor mipimum. E por't
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que o uso tem consagrado aqui o emprego das
denominagdes latinas, cuja traduccdo litteral indi-
caria uma difinicio viciosa. »
O processo espontaneo para determinar estes
estados criticos da formagdo consiste em apreciar
h directamente o modo de¢ variar da formacdo quando
faz-se variar a variavel. Um tal methodo, porém,
exige que a formacdo considerada seja sufficiente-
mente simples, ou que possa ser transformada
de modo a apresentar uma simplicidade que per-
mitta uma tal apreciacdo.

Emquanto as investigaces mathematicas foram
muito elementares, este methodo pode ser bastante
Proveitoso, mas logo que as formacdes compli-
Caram-se, a sua inefficacia tornou-se patente e exigiu
@ instituicio de um principio mais geral. Este
Principio embora emanado de estudos geometricos

. Pide ser explicado como originando-se, no dominio
abstracto, do estudo das equacdes do 2° gréo.

Consideremos a formula das raizes:

1
— b= (b*—4ac] 2
=

2a

Supponhamos b*—4ac positivo, isto é, b* maior do
Que 43,0,

Suppondo a ¢ valores eada vez maiores, & claro que
& diferonga b*—4ac vai decrescendo até que para 0
.".ﬂlo_;- de ¢ que tgrna h*=41c esta differenga & nulla;
88t kv nothese as raizes sdo iguaes a -:-2':4-. Se o valot
R ¢ Supposty ainla maior, a differenga b*—4ac
negativa e as raizes torpam-se irracionaes
“U8ulares,

Assim, pois, o caso de igualdade das raizes sepira
. Elementos de Algebra—82 _ é
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o caso de realidade do caso de singularidade. NOs
vemos, portanto, que o valor maximo de ¢ que da
para z valores reacs, é aquelle que corresponde &
igualde das duas raizes ; o caso singular indicando
a passagem de ¢ por este estado maximo. Se sup-
pozermos, pois, o producto 4ac como sendo MmO~
dificado por uma indeterminada a que se igualon @
formagdo do 2° grdu dada f(x), e procurarmos qual
os limites do valor d'esta indeterminada para que 0%
valores de r sejam reaes, teremos que estes limi-
tes constituirio um estado maximum ou minimum
da indeterminada e portanto de z.

E' assim que surge da apreciagdo da formula das
raizes da equagdo de 2° grdu a nogdo de maximum
¢ minimum, e a idéa do processo indirecto, cujd
apreciacdo nos vai dar Comte:

«Desde a origem das especulagdes mathematiqa’?
diz clle, abstractas ou concretas, taes PpesquiZ®
apresentdo-se frequentemente; mas a analyse or&i®
naria ndo fornecc a este respeito sendo reclll‘s‘_?'s
pouco extensos. Sua marcha propria consiste entd?
em tratar a questio do maximum ou mini
cada formagdo f (x) como um caso particul!fr da
questdo que consistiria em farzer-lhe adquiri® L
valor qualquer n.

muim

Desde entio se for possivel resolver algéﬂbfi‘f‘l‘;
~— . u
mente a equagdo f (x)=u, a discussio d3 l:;:: L5

x—=F(n) indicar4 os limites de n, aquem OH e P
quaes x cessasse de ser real, e por consegquenctd ‘wda
se-ha tambem os valores correspondentes de x- ¢ :Tl]
que este principio seja sem duvida plenamente geree

. a“oss‘
(_1] O gripho é nosso. Este ponlo vem ainda mnlirn:s:o ge eli
apreciagao sobre o modo porque Comte considera 0 :

B . A o
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a extrema tmpeyfeicdo da resolucdo algebrica das equacaes
limita infinitamente o sew uso, quando a equacdo pro-
posta excede os quatro primeiros grios; este meio
elementar nao é mesmo verdadeiraments usual, senfo
quando ella nio excede ao segundo grio, caso em
que este processo é de ordinario 0 mais commodo.

Na verdade, a algebra superior aperfeicda muito
este methodo primitivo assignalando um caractor
directo e especial para os valores de n que separam
assim, quanto a x, a realidade da imaginariedade.

Liste caracter a principio indicado espontaneamente
pelos formulas do segundo grio, consiste na igual-
dade necessaria dos (ois valores de <, susceptiveis de
tornarem-se ora reaes, ora imaginarios. Pode-se, com
cffeito, conceber em geral, segundo a naturesa
da questdo, que o estado de igualdade, correspoadente
0 maximum ou minimum, distingue sempre esta
Passagem da realidade para a imaginariedade.

Basta para isto, notar que a formacio retoma ne-
cessariamente, depois do maximum o do minimu.m,
03 mesmos valores que antes, com ou sem s?ymetrla-
Assim, enquanto o valor de n ndo é o maximum ou
U minimum, corespondem-lhe dois valores. distfnctc-)s
de x, se elle ¢ possivel, eeste par torna-se imaginario
se elle estd fora do limite; no' limite mesmo estes
dois valores coincidem, por isso que o estado de n 6
entdo unico.

Segundo esta consideracio fundamental, o ma-
Ximum ou o minimun de n acha-se, portanto, ca-
Facterisado directamente pela propriedade fle fazer a
€quacdo f(x)—n=—o adquirir duas raizes iguaes, o

——

Minagio por substitnicio como um processo geral, embora pratica=
Menle limitado a um pequenc numery de casos.
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que permitte 4 analyse ordinaria determinar estes
valores principacs, sem ter de modo algum necessi-
dade de resolver esta equacio, limitando-se a formular
n'ella, como acima indiquei, a egualdade de duas
raizes.

Dividir-se-ha, pois, o seu primeiro membro por
(x—h)?, e o resto, identicamente annullado, forneceréd
duas equagOes para determinar # e a0 mesmo tempo
h que, longe de ser um auxiliar superfluo, constitue
precisamente o valor procurado de z.

Porém, por precioso que seja em si mesmo um tal
progresso do methodo primitivo, fornecido pela ana-
lyse ordinaria para a determinacio dos maxima €
minima, acha-se elle naturalmente limitado ds for-
macOes algebricas ao mesmo tempo racionaes @
1nteiras. :

Ora, a intervencdo das curvas vai permittir-nos
ir )4 muito mais longe, além de que é d’ella que
emana historicamente a primeira nogao geral do
principio precedente, apezar de poder-se hoje con-
cebel-o de uma maneira puramente abstracta.»

Taes sdo as consideragdes que limitam o n0SSO
estudo sobre a questdo dos maxima e minima 20
caso verdadeiramente usual da formagdo do 2° gréo
inteira e racional. Ha, pois, na algebra directa dois
processos para indagar os estados maximum € mi-
nimum de uma formacio: um espontaneo direct s
outro indirecto, cuja origem foi geometrica, porém
que deve dogmaticamente ser apreciado como ema-
nado do estudo das equagdes do 2° grio.

O primeiro estd limitado a um pequeno numero
de formagdes muito simples, e é particular a cada
formacdo; o segundo é plenamente geral, embord
Bua realisag@o pratica seja muito restricta, pela
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dependencia em que se acha com a resolucdo das
equacdes.

Para esclarecor estes dois processos, nés vamos
estudar dois exemplos em que as formacGes consi-
deradas sdo do 2° grio. 1° exemplo :

Scja a formacdo geral, racional e inteira do 2° grao
flxj=ax?+bx-4c. Para determinar 0s maxima e
minima d'esta formagio pelo methodo espontaneo,
vamos transformal-a de modo a reduzil-a a uma
forma sufficientemente simples que nos permitta
apreciar sua variacdo, quando varia a variavel inde-
pendente .

Para isto facamos [(x)=az, sendo:

b €
o (St +__
e | 5 g % X L

A questdo fica por esta férma reduzida ao estudo

Tagt = b e . N

da formacio X*4-—x-}—, a qual péde ser transfor.
mada do seguinte moco :

! 4ac—b?

. b ¢ b
X -—*_T I—-’——‘:(x'*?: : 4a’ .

Temos assim a formagdo z decomposta em duas
partes, uma indecpendente de z e a outra ndo. Esta
ultima parte sendo muito simples, nés podeu‘.:as
estudar us suas variagdes correspondentes ds varia-
coes de z.

Quando x decresce de — a.--—:: a expressio

(++5)

decresce de4-xa o, e, portanto, z decresce de - a
dac—)¢

“;i'-;—; continuando x a decrescer até zero a expres-
a
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b\* b? fac—b?

530 (x-]%) cresce de o az5 ez cresce deT
b? . dac—b* ¢ - b*
S B == e or-
b — Ao valor, pois 2adaa X cor
-— : -

responde o valor ﬂ;-a—b da formagdo z, depois do
qual esta formag@o de decrescente que era torna-se

- . b
crescente, isto é, ao valor — de x correspondo um

a

L Bac—b* .
minimum —rs— para a formacdo z. Se x continuar
a

b \? .
a crescer de 0 a - @, a expressdo (x-}—-z—a-\. crescerd
b!
de - a o, a formagdo z crescerd tambem de
4a
—:- a 4+ ; ¢ entdo ndo haverd nem maximum nein
minimum em todo este intervallo.

Considerando agora a igualdade f(x)=az, ¢ sub-
stituindo z pelo minimum achado, nés temos que para
o valor L; de x na formac3o f(x), resulta o valor mi=

: 4ac—b?
nimum i para esta formacfo.

Appliquemos agora o processo indirecto. Igualando

a formacdo dada a uma indcterminada m, temos:

ax’}-bx-+c—=m. Resolvenio esta equagdo resulta:
Syl
r_——bi' (4am—(4ac-——b‘)) 2

2a

Vejamos quacs os limites dos valores da indetermi®

nada m para que os valores de x sejam reaes.
claro que o valor de x serd real sempre qua 2 diffe-
renga 4am—(4ac—1*) for positiva; segue-so que 2
pide crescer indefiuidamente sendo reacs os valores

L
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de x; mas se m decrescer continuamente os valores
de x s6 serdo reaes até o valor de m que torna
4am—=dac—b? (1) d’ahi em diante x torna-se irracio-
nal singular. Substituindo o valor de m tirado de (1)

na expressio de x, temos: x—=——* Resulta disto

« 4ac~—b?

que a formagao terd um valor minimum m=——

quando x for igual a ——--_'_::. Este valor minimum
como vemos corresponde ao caso das raizes iguaes da
equagao em x.
2’. Exemplo. Consideremos agora a formagao :
o ax’<4-bx--c
T a'x*-b'x-c!
Para esta formagao o methodo directo ndo é appli-
cavel e o methcdo indirecto é muito simples e expe-

dicto.
Igualando a formagdo 4 uma indeterminada temos:

ax*4-bx+4-c o
a'x*b'xfc'

Resolvendo em relagdo a x, temos :

|

§ so=mb _‘_,_(b—mb')’—-4(3—-ma')(c—-mc']] - (3
2a—ma’)” 2(a—ma')

A condigdo para que os valores de x sejao reaes 6
que o0s valores de m sejdo taes que a differenca
(b—mb')*—4{a—ma')[c —mc') seja positiva ou nulla.
Transformando esta expressdo e ordenando em relac@o
am, acondigdo para que os valores de x sejdo reaes serd
que a expressio, (b'*—4¢'a’)jm*-2m{2ac’'4-2¢ca’ —bb']
+b'—4ac, seja positiva ou nulla. Fazendo as con-
racgdes ;

i
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p=b'*—4c'a’, q=2ac'}-2ca'—bb', r=b?*—4ac csta
expressdo tomard a forma : pm*+-2mq--r.

Nés temos agora tres casosa considerar segundo
as raizes da equacio em m: pm*4-2mq--z—0 530
reas, iguaesou singulares.

Consideremos o primeiro caso. Sejdo m' e m" as
duas raizes desta equagdo e seja m": m'. Segundo
a decomposi¢io estudada na equagdo do segundo
grio, temos a igualdaide:

pm*4-2mq+4-r=p(m—m'){m—m") (1.)

Sendo m’ menor do que m", é claro que SC
supposermos m crescendo continuamente de zero
até m' para todos estes valores de m menores dO
que m' os factores do segundo membro de (1) serd0
negativos e, portanto, o producto serd positivo: ©
quando m=m' o producto serd nullo e, portanto, 0
trinomio pm*+4-2mq--r tambem o serd.

St m toma valores comprehendidos entre m’ @
m", isto 6, maiorcs que m' ¢ menores que m' O
trinomio pm*4-2mq--r seri negativo para esSCS
valores, pois que o producto (1) terd o primeiro
factor (m—m') positivo, e o segundo (m—m") nega-
tivo, e como este trinomio esti no valor de X
affecto da raijz quadrada, os valores de x torndo-Se
singulares, O valor m' é pois o limite alem do
qual x torna-se singular, e constitue um valor
maximum da formacdo dada. Este maximum, COmO
vemos, resulta da hypothese m—=m’, ou pm*4-2mq
+r=0 que corresponde ao caso de igualdade das
raizes da equacdo (a). Se supposermos m decrescend?

continuamente de +» até m" para todos estes

. "
valores maiores que m' a expressdo (m—m')(m—n )
serd possitiva até o valor m—m" para o qnal ella
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¢ nulla; continuando m a decrescer, isto ¢, tomando
valores comprehendidos entro m' ¢ m" o producto
(M—m'){m—m") torna-se uegativo e x apresenta-se
sob a forma irracional singular. O valor m" cons-
titue, pois, o limitte aquem do qual x torna-se
singular ¢ constitne um minimnm da formacdo
dada. FEste valor annullando a expressdo affecta da
raiz no valor de x, corresponde ao caso da igual-
dade das raizes da equacdo (a) em x.

Segue-se daqui que a formacio dada pode receber
todos os valores desde zero até m', e drsde m" até
0 infinito, @ nao pode receber nenhum valor com-
prehendido entre m' ¢ m!.

Se as duas raizes sdo negativas, temos: pm®J~
‘-}-qu—[—r—_:p{m—[—m')(m—[—m"). Neste caso se m varia
continuamente de o até 4 o valor do producto,
¢ portanto do 1° membro, serd sempre positivo, o
Porconseguinte os valores de x serdo normaes para
todos esses valores, A formacgdo neste caso udo tem
maximo.

S¢ uma das raizes m' ¢ negativa e a outra posi-
tiva, temos:

pm*+-2qm+-r—p(in4-m')/m—m").

Esta expressao serd negativa para todo valor de
M meucr do que m" e serd positiva para todo valor
M comprehendido entre m" ¢ o0 . Os valores de
X ®0rdo, pois, normaes em quanto m tomar valores
Comprehendidos entre ~+o e m", se m continuara
“Clescer x torna-se singular. O valor m" representa
i o limite aquem do qual x é singular, e cons-

Hte um minjmun da formagao dada. :
Supponhamos agora as raizes m' e m" iguaes.
Nesta caso a formagdo pm’4-2mq-4r é igual a
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p(m—m')?, expressio que serd positiva qualquer
que seja o valor dado a m. Nao ha, porconseguinte
nesta hypothese, nem maximum nem minimun para
a formagao dada, pois x serd normal para todo 0

valor m.
Finalmente, se as raizes m' e m" forem irracio
naes singulares, temos: o
: 2 w 1
: 2 S q rp=—q
p pm*+-2qm +r=p, (m—{-—P ) +——_p' -r

expressdo que serd positiva qualquer que seja 0

valor de m e, portanto, x serd tambem normal para
imum

o todos esses valores. Nao ha, pois, nem maxi
e nem minimun para a formacdo dada.
Estc ligeiro estudo basta para fazer bem comp’ i
hender o esprito do methodo que na algebra direct? = =
, se emprega para indagar 0s maxima e minima 43%
~~ formagdes. -

oo
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Capitulo VI

Equagdes do 3¢e 4° graus

_—

Considerada isolada da arithmetica o da geometria,

a algebra tem como problema capital a resolugdo

das equagoes.

: Este problema apresenta nma primeira decompo-
~ sicdo conforme se considera uma equagio qualquer

a uma incognita ou mais de uma equagdo e iucog-

nitas. n'este ultimo caso o numero de equagdcs pode

serigual ao numero de variaveis ¢ o calculn é deter:
minado ou péde ser inferior e o calculo é indeter-
minado.

Separando nas equacdes algebricas a uma §6 1ncog-
‘Rita e nos systemas de equagdes algebricas, os
differentes casos de complicacdo, temos o pro-
blema geral decomposto em equagdes algebricas do
1%, 2 3" etc.., grius a uma s incognita; systema de
‘€quacdes do 1°, 2°, 3°, etc., grausaum igual ou
“Maior pumecro de incogaitas, apresentando' ostes
Wltimos casos differentes typos de complicago cres:
Cente, segundo o systema considerado contém duas,
't"e". quatro, etc., equagoes ; equagoes transcendentes
2 uma s6 incognita, systemas de equagdes trapscen-
dentes a duas ou mais incognitas.

Com os recursos de que dispde actuslmente, a
Blgibra 56 pode obter a solugdo algebrica geral do
Problema qne enunciamos até as equagdes de 4° grau
" Uma g6 incugnita, algumas equagdes transcen-
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dentes, e quanto aos systemas,até o de duas equagdes
do 2° gréu, onde ja as formulas sdo inextrincaveis.

E o que é verdade é que semelhante imperfeiga0
permanecerd eternamente, e convém que melhor dis-
ciplinados, ndo cogitemos mais em fazel-a desappa-
recer, e nos subordinemos, procurando empregar d"-ﬁ
melhor modo a resolucio numerica, cujos resultados,
bem provado estd, sao. sufficientes para satisfazer as
exigencias de nossas necessidades praticas. <

Quanto & resolucdo das equacoOes litteraes, diz
Lagrange, quasi nada temos adiantado além do que
se estava no tempo de Cardan, quem primeiro pu-
blicou a resolucao das equacoes do 3° e 4° grius.

Os primeiros successos dos analystas italianos
n'esta materia, parecem ter sido o termo das desco:
bertas que podiam ser feitas a tal respeito ; pelo
menos é certo que todas as tentativas até pl‘ese“w'
mente feitas para estender os limites d’esta parte 48
algebra, s6 tem servido para achar novos methodos
para as equagoes do 3° e 4° grdus, dos quaes nenhum
parece applicavel, em geral, 4s equagoes de um grat
mais elevado.y _

Tendo até agora tratado o problema geral S-Ub_os
aspectos mais simples representados pelas ¢quago®®
do 1°e 2° grios, nés vamos abordar o estudo dos Idms
Unicos casos geraes susceptiveis de solucao a:gﬁ'
brica, constitnidos pelas equagdes do 3° e 4° graO:.

A resolugdo da equacio do 3° grio obtem-s¢ o
zendo-a depender do caso mais simples e ]a est .
dado da equacao do 2° grdo, que por sua VeZ _COE;-.
vimos, fica reduzido ao typo incompleto, cu-]aso
lucao é directamente obtida. Estudado O typo F,
8% grio, a resolucao do typo mais comph_c‘erClD
4% grdo obtem-se fazendo-a depender dos do1S £8
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anteriores, mais simples, do 2°e 3° grdos. Fica por
esta forma o problema geral decomposto, segundo o
preceito cartesiano, em casos successivamente mais
simples, cujo conhecimento constitue a base para a
8olucdo dos casos mais complexos.
Scipio Ferreo e Tartaglia foram os primeiros que
- 86 occuparam com o estudo das equacdes do 3° grdo,
IGUja ®olucfio com a de 4° grdo sé foi publicada por
Cardan.
O principio geral, como observa Lagrange, a que
Se reduzem todos cs methodos para resolver as equa-
COes do 3° e 4° grdos, 6 o seguinte: achar formacdes
as raizes da equagdo proposta, taes: 1° que a equa-
€80 on equagoes pelas quaes ellas sio dadas, isto 6,
.de que ellas sdo as raizes, sejam de um grdo inferior
10 da proposta ou se possam decompor em outras
*quacdes de grdos inferiores; 2° que seja facil a
Seduccio dos valores das raizes procuradas.
.0 methodo mais natural para rednzir a0 caso mais
“Mpies a equagio do 3° gréo é o de Hudde. Elle
YOngiste om representar a variavel por uma somma de
"848 indeterminadas, as quaes permittem dividir a
itacdo dada em duas partes, que fazem depender a
terminacio das indaterminadas de uma equacio
“2° grio.
Consideremos o equacdo geral do 3° grdo :
: ay*4-by'+-cyHd=o.
.. Uividingo esta equagdo por a e representando 2’
e d
' 5 respectivamente por e, f, g: temos:
'._ ya_'_ey:__'_fy_‘_g-_—-_:o, (1)
Y mpl‘egando o artificio de Viéte nés podemns
* desapparecer o 2* termo desta equagio. Para

-
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isto o preceito consiste, como sabemos do calculo
do 2° grdo, em igualar a variavel a uma outra,
sommada algebricameute ao coefficiente do segundd
termo tomado com signal contrario e dividido pelo
grdo da equagdo. Substituindo, pois, na equagio (1)

e
Yy por x—-g- tomecs:

EELINERIVARIT

Lffectuando os caleulos e reduzindo:

o e\ et fe | . 9
x ‘r(f g ot —gte= - | )
3 2e*

[Fazendo, para simplificar, f— _'f_—_:p. _é..i-

fo
b

—

+g—q a eouacdo (2) toma a forma:

x'+px-+g=o. (3).

Convem fazer aqui uma observagio: NO typo
geral do segundo grdo o desapparecimento do termoO
da mais alta potencia secundaria da variavel reduZ
immediatamente o caso completo a0 typo incompleto:
cuja solucio é directamente obtida, emquanto 3‘!‘;;
um semelhante rccurso reduz o typo comPlem.l
a um typo incompleto (3), cuja resolugo o
transformacdes especiaes; de modo que © artl -
conduz, no primeiro caso immediatamente 4 solug®
da questdo e no segundo prepara-a simplesmente-

Pode parecer, como observa Clairaut, 3 quert I;a_
conhecer a questio que o artificio, de Viétes BP 5
mente empregado para fazer desapparecer ©
px da equagio (3) reduza a questdo 20
Incompleto x*—A=o, cuja solugdo @
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mente obtida; mas nm tal recurso ¢ inteiramente
illnsorio, pois semelhante transformacdo faria nova-
mente surgir 0 termo ji eliminado na primeira
transformacdo.
- Noés podemos, porem, generalisar a concepdo de
. Vidte, ¢ em vez de substituir a variavel por uma
outra sommada ao termo constante constituido pelo
I quocicente entre o coefficiente do 2° termo da equa-
" cdo e o grio correspondente a esta, podemos con-
: siderar a variavel como a somma de duas indeter-
minadas, e procurar obter estas por equagoes do
gréo inferior ao da equacdo dada.

Fazendo, pois, x=y-z e substituindo na equacio
dada, temos: y‘+3}"z—}-32y’—|—z’—|—p(y+z)+ q=0
ou y*~-z*+(2yz+p) (y+2)+9=0- Suppondo 4 z um
valor tal que se tenha 3xy--p=o, resulta
vtz 4q=0 ou p=—3yz q=—y’'—z, d'onde

ye=—L, y4r=-q W |

¥ g 8

equacdes que traduzem as condigdes que devem satis-
fazer as indeterminadas para que sua somma, possa
satisfazer a equacdo (3). Fazendo y'=y' ez=z' a8}
igualdades (4) nos dao, tendo antes elevadoao cubo
g e
yz—_--—-—g-: y'+z=—q, ¥z T

Para obtermos y' e z, podemos consideral-as
como raizes de uma equagdo do 2° grdo, tendo q para -
coefficiente da variavel ou para somma das raizes,
_¥' ez tomada com signal contrario, © para termo

- constante —%-. isto €, o producto das raizes. Cha-

mando, pois, u a nova variavel, y' e ' serdio as raizes
1

da equagdo u’-—}—qu-—-;%:c).
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Esta equagio denomina-se reduzida, porque i sua
resolugdio fica reduzida a resolugdo da proposta. Re-
solvendo-a, temos :

2 3 1
= W (LASRP g
2 i(4 +21)

ou

Tirando os valores de ze y e substituindo nd
expressio de x:

1 1
B i pt | 7
x:{ 4+(4'—+21) ] *
1
: N\ |7
= Y qd P

Esta expressio, que denomina-se formula de Car-
dan, representa uma sé das raizes da equacdo dada,
de modo que entre 0 2° e 3° grio ha esta differenga ?
no s_egnndo grdo uma mesma expressao affecta OB
venientemente do duplo signal representa a0 mestmo
tempo as duas raizes ; no 3° ag raizes tém formas dif-
fe‘re'nyes. Para obter-mos as outras raizes, temos de
dividir a equagio dada pelo binomio tendo a varia-
vel x para 1° termo e o valor da raiz conhecida, "
n}ado com signal contrario, para 2° termo ; O quo
ciente igualado a zero dari as raizes restantes &d
proposta,
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Para effectuar isto, facamos as contraccdes :
1

2 3 |y e
(s

s b sl
S B v o
5 55 =—ng
Temos, portanto, attendendo s equagcoes (4) :

mn="‘“";l';‘- mi+n'=—g; d'onde p=—3mn q=—

—m*—n?. Substituindo ostes valores de p eq no
1° membro da equacdo (3) temos a express3o: x*—3mn
X—m"-n®, que dividida pelo binomio X—(m—n),
s?ndo m~-n o valor da raiz determinada, d4 para quo-
ciente : x?4-(m-t-n)x+-m*—mn--n*
Iista expressao igualada a zero e resolvida nos dard
as raizes restantes. Effectuando os calculos, teremos :
1
m-‘l—nim ; n (—3)
Substituindo m e n por suas expressdes temos, -
Nalmente ;

1
e 7] L A (A e e o e
X 2[ 2+(4=27) i

A —

-3 (8 @pP\1Togh 1r gy N
[ 2(2"'?)* i2|. 2 T\

1
PLAL D e I Lo g { i e
W) ox ke 2 v

1
.,.g_;)-i-]'“"]{—sl. (v
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E’ assim que nds vemos surgir a nogdo de mul-
tiplicidade das raizes para as equagoes do 3’ grdo.
Esta expressdo e a exprassfio (a) nos ddo as tres rai-
zes da proposta. _

Comparando as formulas (a) e (b) com a formula

—-b:tib’—‘luc)-'.l:_

X ) , relativa ao 2° grao vemoS
a

immediatamente a complicacio notavel que V2@
de um a outro caso. Na formula do segundo
gréo s6 entra a raiz quadrada, na do 3° entrdo as
raizes quadrada e cubica; a formula do 2° gréo &
de facil construcgio o que ndo acontece com 2 do
3% finalmente, notemos que sendo a mesma €quas
do primittiva (1), que depois do desapparecimento
do 2° termo tomou a forma (2), e finalment®
a forma (3) com as contracgles p e g, S “6_"
quizermos considerar as formulas das raizes relatf-
vamente a equacdo dada (1), temos de gubstitulr

em (8) ¢ (b), p © q por suas expressies ¢ depoié
e

substituir estes valores de x na formula y=*—3°

Ora, basta a simples inspeccdo das formulas .la) ¢
(b) para notar-se o quanto ellas se tornafiam 1De*
trincaveis, ahi substituindo-se p e q respect'ﬁ'&ﬂll"Ilte
= : LSS (- i
pelas expressdes f—eT e —229.;-4-‘—:3‘4"3 g
resulta que uma vez que & equagio d
dada nio falta espontaneamente o term
elevada potencia secundaria da variavel, 0 desapp®
recimento artificial d’este termo produz nas formula
finaes notavel complicacdo, tornando 08 €€
da transformada mais complexos, como 103
a equagdo (1) onde os coefficientes sao feg

0o 3 grédo
o da mais

mostré
com”

fcientes
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parada com a equagdo (2) onde estes coefficientes
et : 2t , fe ,
3 27 =L@ l=s

Este accressimo de difficuldades para as formulas
finaes das raizes, em parte devido ao artificio que
empregamos para preparar a solugdo, desde )i nos
deixa sentir que o 3° grdo constitue o limite
natural do problema geral da algebra directa, salvo,
como observa Comte, sua extensdo mais apparente que
effectiva ao do 4° grdo. Mesmo para com o 3
grio a questdo fica limitada wo caso de uma unica
equagdo, pois se quisessemos considerar um systema
de duas equagdes, a equacgdo resultante da elimi-
nagdo seria do nono grdv, cuja solugdo algebrica
80 em casos muito excepcionaes pode ser obtida;
quando mesmo uma das equacdes fosse do 2° grdo,
a equagdio final seria do 6°, a qual! tambem s6 em
casos cspeciaes admittiria uma solncdo algebrica.

Esta impossibilidade que tanto restringe o problema
fundamental da algebra directa, mostra-nos clara-
mente que o estudo que podemos fazer sobre as
raizes das equacoes de grios superiores n#o pode
deixar de ser essencialmente inductivo, 0 que torna
evidente a irracionalidade de prelender-se sempre subs-
hituir @ induccdo pela deducgdo. .

Discutamos agora as formulas das raizes. Consi-
deremos para mais simplicidade estas raizes sob as

formas :

sdo f

1

—

3
X=m-n, x= m"21-11:1: m;n{—-:}) (7), represen-

tando m e n as contracgles acima feitas, nas quaes
1
, —

2 2 ’
€ntra a raiz quadrada (-% +——-2};) . A normalidade
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ou singularidade das raizes depende, pois, desta
expressao.

As tres hypotheses sdo :

9, P’ 0 P QR
< ter=ts 7™ g
No primeiro caso as raizes da reduzida do 2° grdo
sendo normaes e desiguaes, m e n sio tambem nor-
maes e desiguaes, d'onde conclue-se que das tres rai-
zes (7)a primeira é normal e as outras duas singulares
conjugadas. Esta raiz normal serd positiva se q @
negativo, porque, como mostra 4 formula (a) desta

raiz, n'este caso -g- é positivo e a primeira raiz cu-
bica é positiva e necessariamente maior que a 2°, queé

) o
a 1' raiz affecta a somma destas mesmas expressoes;
se q 6 positivo a raiz normal é negativa, porque 2
primeira raiz affecta neste caso uma differenga @ 2
2' uma somma de duas parcellas negativas.

No segundo caso as raizes da reduzida do 2° griu

s3o iguaes a —%, e, portanto, m e n sdo iguaes
1

affecta a differenca entre%- e {_‘_1: ps),emquanto

3
q o
“(_"2')- Substituindo estes valores nas formulas das
raizes, temos :

1 1

— 1 —
4 3, 3 fe 3.
o T, I —{ qQ " 4
L"2\ 3 ) A _( 3 ) A =\ 2)
N'este caso, pois, sendo ¢ positivo, a equagdo dada
tem tres raizes normaes, uma-.z negativa € duas



e

x', x" positivas, sendo cada uma d'estas de valor
igual & metade do valor da primeira; se ¢ é nega-
tivo havers uma raiz positiva z, e duas raizes
negativas x' e x'.

Consideremos a terceira hypothese a qual iti;-
porta suppor-se p negativo e 211 maior do que —:_—
N'este caso as duas raizes da reduzida s3o singu-
lares e, portanto, m e n tambem o sdo.

Resulta d’isto que as raizes da equagdo dada apre-
sentam tambem a férma singular. Vamos vér que,
embora apresentem-se sob a férma singular, estas
tres raizes sdo todas normaes.

Este facto é de grande importancia philosophica,
pois vem mostrar o quanto as irracionaes singu-
lares, algebricamente, s@o susceptiveis de repre-
sentar 0s resultados mais nmormaes, 08 quaes d’ellas
podem ser deduzidos por convenientes transforma-
¢les.

Para mostrar isto relativamente ao caso que
estudamos, tomaremos o modo dado por Nicole e
e exposto por Clairaut em sua algebra.

Consideremos a formula da 1* raiz:

1

{_LP( 2,7) Js"'{“%—-

Fagamos %-::a e substituamos a expressdo
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Q¢ PP\7 - '
(TW) , supposta singular, por b(—1) 7, tere-

mos:
1 1

; N £
—a} b(—-l)'?] +[—a—-b(—1) ”J

3

—

Desenvolvendo os dois termos do 2° membro pela
lei de Newton, temos:

3= 02 ¢
::—a':';'—'t-——a' Ib(~1)7 3 —-—-a 3 b
1 1

s 8
_._;j’ra"'ib’( 1)2-|-243 a~ 3 b‘—etc a8 —

-—-ia"%b( 1):1———--3. 31)’—}——& b'(-——l)"a_-|-

3
+-—2—".j A 3_b‘—|- ete
Reduzindo temos:

1

=--2a"3 ——a' 3 b'—!——%a h‘— ate

expressio que ndo contem nenhuma irracional sin-
gular,

Para mostrar a normalidade das outras raizes 2
marcha seria identica. Para sxmpllcldade represen-
temos o deuenvolv:mento da primeira raiz cublca

por P4-Q(—1)% 2 e o da segunda por P—Q(—1]2 -‘ '
sendo P o conjuncto de todos os termos normaes dO
desanvolvimento e Q o conjuncto de todos os termos

1
multiplicados por (—1)Z Resulta, segundo as hypo-
theses convencionadas:

1y

m-o={ P-HQL-17 |+ -1 |27
m—n=2Q(—1)T
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Substituindo estes valores na formula das raizes
e I=n e m;—n

5
x=—P+Q(—1)T(—3T=—P+Q(3) 7

1
(—3)7 temos:

expressa0o que nos mostra que as outras raizes
tambem sio reaes.

Este caso das equacdes do 3* grio é denominado
caso irreductivel, porque embora as raizes sejam todas
reaes, asformulas que as representamnao permittem
avalial-as por conterem irracionaes singulares, as
quaes 80 desapparecem, como acabamos de ver, trans-
formando as formulas em desenvolvimentos indefi-
nidos, que ndo permittem a determinacdo exacta dos

valores das variaveis.
]l

Sendo, na hypothese —qI—-l—%-:s, duas raizes
2 3
imaginarias ; na hypothese —ql——}—%_:o. duas rai-
2 2
zes iguaes, e finalmente na hypothese%—]%zr,

as tres raizes normaes, aqui como no 2° grdo o caso
de igualdade das raizes separa o caso do normalidade
do caso de singularidade ; e as raizes singulares sdo
sempre conjugadas como nos mostra a formula (7)
para a 1* hypothese. -

A impossibilidade que se apresenta na phase ari-
thmetica de avaliagdo das raizes, para o caso prin-
cipal e mais interessante do 3° grao, levou 08 promo-
tores da algebra moderna a recorrerem i origem
geometrica d'estas equacoes para instituir a solucdo
deste caso. Foi assim que Viéte obteve a solucao
exacta, considerando a equagdo como repres-sentandt}
a trisecgdo trignometrica de um angulo cujo seno é
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dado. Este modo de solugdo, porém, sé deve ser estu-
dado na trignometria como constituindo uma reac-
¢do especial do dominio concreto da mathematica
sobre 0o dominio abstracto.

Vamos ver agora como é possivel obter com apro-
ximagdo o valor da raiz da equagdo do 3° grdo no
caso irreductivel, sob o ponto de vista abstracto.
Para isto o processo mais simples é ¢ indicado por
Clairaut. Elle consiste, diz Lacroix, em referir a equa-
30 X*—px~-q=0 a férma mais simples incompleta
z’—z=r, fazendo-se x=mz e dispondo de m de modo
a tornar o coefficiente de z igual a unidade. Substi-
tuindo o valor mz de x na equagio dada temos:
m*z*—mz4-q=o, z’-——z—::—:.-——gl—s. fazendo m’=p,

1

q g 1
jem—z/p) ", r—= oy

tem-se z’—z—= ;
m!

toman-

do-se m com o signal contrario ao de q para que este

ultimo valor seja positivo. Considerando agora a equa-

¢do z' —z=r vemos que ella 36 pode referir-se ao caso
1

: . 1 1 T 2
irreductiv —> —rionyp <[t o eed 0
uctivel sendo T a‘OU1‘~[27) < o

33 2

que 86 se pode dar quando o valor positivo de z 8
acha entre 08 limites 1 3“2_1 . Com effeito, 6 claro

92 >
que z deve exceder a unidade para que a quantidade
Z—z seja positiva, mas se fizermos 2.-_.“'—2—I ou z=

. @32
— i _2- - 3 -, .
--(—3-) 0 resultado serd —— , llumero maior quer

e s
Suppondo-se, pois, z=1-}-n, sendo n uma fracga®



-
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menor que a differenca 0,1547, entre 1 e (— , 0
cubo desta fraccao pode ser despresado, o o resul-
tado da substltulqﬁo de 14-n em [ugar de z na equa-

cdo proposta, despresando-se n® di: 2n4-3n=r
|

d'onde, n—=——4— } [l+-3r . Substituindo este va-

1

- a /%,
lor na expressdo de z, temos: z—1-} n_&{;ﬁz '

\1) pois que s6 se procura o valor de z maior que a
unidade. O limite do erro que se pode commetter por

este methodo é de um millesimo sobre o valor de Z.
1

Com effeito, si se suppde z.:(—_:—) ?, valor que cor-
1

1,4\9 : .
responde a r—— (—) , @ para o qual n é o maior

possivel, a formula (1) dard 2+{1+(_) ]

em vez de (——) , cuja differenca para com o verda-
deiro valor & de 1),00126.
Seja, por esemplo, a equagdo x*—13x+45=0. Sub-
1

stituindo em m==(p) ?, e r=—%- P €9q por seus
1
valores 13 e 5, temos: m:—(13]?,

1
\3

2+( 13(13)° ) ;

3

S .

3 ,_ + d'onde z—=
3 2

19 1313)

'
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Substituindo os valores de m e z em x—=mz, temos:
1

15 9
1 13-}—-——1—
) q
x=—-—-2(13] — . 13(13) 3784 "

No caso irreductivel do 3°grdu, como vemos, 3
parte algebrica da solugdo fica incompleta por ndo
so prestarem as formulas das raizes & uma ava-
liagdo exacta.

Apresentam-se entdo dois recursos : 0 primeiro
consistc em determinar com a maior aproximagao
possivel os valores das raizes ; o segundo consiste em
recorrer 4 origem geometrica das equacdes do 3° grdo
e com o auxilio da trignometria obter os valores
exactos das raizes.

Esta intervencdo necessaria dv geometria no do-
minio abstracto da algebra em um facto tio impor:
tante como € o caso irreductivel, vem confirmar O
quanto 6 irracional quererse isolar o dominio
abstracto do dominio concreto.

Complemento natural d’esta terceira phase alge:
brica, a resolugio da equagdo do 4° grdu, obtem s¢
fazendo depender este caso complexo dos dois casos
anteriores mais simples do 2° e 3° grius.

Antes, poréur, é conveniente simplificar 0 tYP°
completo do 4° grdu, reluzindo-o ao typo incod-
pleto. obtido pelo emprego do artificio de Viete
para fazer desapparccer o termo affecto da mals
elevada potencia secundaria da variavel.

Seja a equacdo u*~~au’4-bu~-cu-d=o. Fazendo
u=x—-=, substituindo estc valor na equag3o dada
8 effectuando os calculos, teremos :



=ARB3—
eH{b—dat JrH Tk

Jat ca .
=0 (1),

3 a' ba
Fazendo as contracgoes b————a— a’=n, ?2""‘C=P'

]
d"'ﬁ%—%ﬂb a equacdo (1) toma a férma:
x*+4-nx’px-tq=o0. (2]

Para resolver esta equacao temos dois methodos :

O primeiro devemos a Luiz Ferrari, discipulo de
Cardan, o segundo a Descartes.

O de Ferrari consiste em generalisar o artificio
usado no 2° griu, sommando a ambos 08 membros da
equag¢do um binomio contendo uma constante arbi-
traria capaz de tornar um d'elles quadrado perfeito.
Esta indeterminada é depois obtida de uma equacdo
do 3° griu, que traduz a condicdo necessaria para
que 0 segundo membro tambem seja quadrado per-
feito, a qual resolvida permittird a reducgdo da
questdo ao caso do 2 grdu.

Este methodo, observa Lagrange, que se pode
considerar como o mais engenhoso de todos aquellrs
que depois foram inventados para © Mesmo fim,
foi o adoptado por todos os analystas anteriores a
Descartes, mas este illustre geometra julgou dever
substituil-o por um outro menos simples, em
verdade, e menos directo, mas a certos respeitos
mais conforme 4 natureza das equagdes e que mo-
derpamente ¢ seguido pela maior parte dos au-
tores.

Vejamos o methodo de Ferrari. Escrevendo a
equaco (2) sob a forma x'=—nT’—pX—q C SOm-

F
!
!
{
¥
i
i
i
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mando a ambos os membros o binomio 2yx*+y*,
sendg y uma constante arbitraria, temos:

x'4-2yx’+y*=(2y—n)x"—px-+y'—q
ou (x’4y)'=(2y—n)x*—px+y*—q (4).

L
Para regular a indeterminada y, estabelecamos 2
condi¢Zo necessaria para que o 20 membro seja um
quadrado perfeito.

Sendo o 2° membro uma formagdo do 2° grdu em Z,
para que ella represente um quadrado perfeito @
necessario que o quadrado da metade do coefficiente
do termo em z, seja igual ao producto dos coefdi-
cientes dos outros dois termos, o que algebricamente

2
se traduz por : %—:(2y—n](y’—q) (a) ; d'onde :

3 .Ii - 4“‘1—9’_
5Y —q+—g—=>0-
Fica com esta equagio, que se denomina reduzids,

a questido dependendo do caso do 3° grdo cuja solugdo
ja conhecemos.

Supponha-se, pois, y conhecida pela reduzida.i
tire-se da igualdade (a) o valor de y*—qe substi
tua-se na equagao (a), teremos :

i
] $ 5 ___P__ —a"
(x'47)'—(2y—n)(x 2(25_11))
Para separarmos d’esta equagio 0s dois factores
do 2° grdo correspondentes a equagio dada, bastd
a seguinte transformacdo:

1

=[] ey =
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Da differenga entre dois quadrados, dada pelo 1°
membro, resulta :
1

1
[.x'+y+(2y'—'“’ *x—(2y—n) * X'W;_EJ“}[!:—F
1 1

T Y P o i
Hy—r—n) xt{ay—n) * Xt |=o

-

1
D'onde: x’—]-,[2y-—n)_2_x—f—[y———-+—[-’—l’=o e
2(2y—n)3
1

x*—(2y—n) 2 x}- x-|—-—--£-—1 ]:o

L 2(2y—n) 7

Fica assim a questio decomposta em dois casos
mais simples do segundo grdo. Estas equagdes
resolvidas nos darido as raizes da proposta. Tomando
a 1* por exemplo e resolvendo, temos:

: 2.l
= 2 2
—~(2y—n) 7=+ [ﬁrﬂy—né*—"—,]
(2y—n)2"

* S 2

2

Ora, basta attender que nesta formula y representa
8raiz de uma equagdo de 3° grdo, cuja formula
Muito complexa, como vimos, vem complicada de
Rizes cubica e quadrada, que n e p gepresentﬁo

ba
TSpectivamente as expressdes b Ba’ Lty -+,

Para facilmente comprehender-se o notavel oceressimo
6 complicagdo que adquirem as formulas das raizes
Quando se passa ao quarto grdo. A formula do 2°
40 86 apresenta a raiz quadrada, a do 3" apre-
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senta a raiz cubica complicada da raiz quadrada,
e, finalmente, a do 4°, como vé-se, comprehende a
raiz quadrada abrangendo a raiz cubica e esta ainda
complicada pela raiz quadrada; o que leva a induzir
que para grios superiores as formulas das raizes
devem ser complicadas por todas raizes desde a iu-
dicada pelo grio da equagdo até a do 2° grdo. 0
que é sufficiente para mostrar a inutilidade de taes
formulas, caso fosse possivel obtel-a.

O methodo de Descartes é racionalmente suporior
ao de Ferrari.

Emgquanto no segundo a decomposigio do caso
complexo do 4° grdo em dois casos do 2° grdo é obtida
depois de supposta obtida a indeterminada pela res
solugdo da reduzida; no primeiro esta decomposicao
é instituida de um modo mais directo e geral man=
tendo indeterminados os coefficientes das duas for-
macoes do 2° grdo, cujy producto soppde-se Ser
equivalente e equacio dada, sando estes coefficientes
obtidos meciante equagdes mais simples.

Consideremos a equacdo (2] x'4-nx*4-px+-q=0-

Procuremos determinar quacs as condigdes que
devem satisfazer os coefficientes da formagdo do sé
gundo grao x*}-fx+-g para que a equagdo (2} sej
por ella exactamente divisivel.

Sendo o dividendo do 4° grda e o divisor do 2
é claro que 0 quociente serd tambem do 2° grio ; ¢
presentando esse quociente por x*4hx-1k, sendo b @
k indeterminadas temos, segundo o methodo €3I
tesiano :

x4z’ f-pxg=(x*fxg)(x*Hhxtk); d'ond®
x‘~-nx*+px +q=x'+
b {fh-k4-g)x*Hfk-gh)x 8k

1

L
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Identificando temos :
f+h=o, fh+k+g=n, fitgh=p, gk—=q

A 1' destas equacdes nos dd: h=—f, o que nos
indica que as formagdes do 2° grio devem ser x!-
+x4g e x*—fx|k.

Para determinar os coefficientes f, g e k temos as
equacogs :

g+k— f'=n, k—g)l=p, gk=g.
A primeira equagiio nos dé : g4-k=n-; a se-

g:——z—--—-g—f ; relagdes que nos mostrdo que basta

conhecer f para ter os outros coefficientes k e g.
Para determinar f, substitue-se estes valores na equa-
¢80 kg—q, o que dé, feitos todos os calculos :

f*4-20f'4-(n'—4q)f*—p*=0 (6)

€quacio do 6° grio cuja solugdo refere-se a do 3°, Fa-
sendo f*—z, resulta f'=2", f"=2*; ¢ a equagdo (6) se
transformarg em z'4-2nz°4-(n*—4q)z—p*=0 (7).
Esta equagio denomina-se de reduzida do quarto
8rdo. Determinada z por eslta equagio e substituido

Seu valor na equago =z, * teremos o valor de f.
Suppondo, pois, f conhecido e substituindo os valores
de g o k, nas formagges do 2° grdo x'-fx4-g e x*—
~fx+K cbtemos para determinar as raizes da

Proposta ag equacdes x‘+f!+=_-§f’TP=°'

- s 2
x'—fx ) .-2—1__0.
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Fica, como vemos, por quarquer dos dois methodos
a questio do quarto grio reduzida aos doie casos
meis simples do 3° e 2° gréo.

Taes sdo, diz Lacroix, os resultados algebricos da
resolucdio das equacdes geraes do 3° e 4° grdos, Elles
estdo de perfeito accordo com as leis da composigio
das equagoes; mas sua applicagio numerica é muitas
vezes penosa e muito pouco satisfactoria. A expres-
sdo das raizes do 3* grdo compde-se de duas partes,
taes que effectuando-se separadamente a extracgdo
das raizes indicadas em cada uma, chega-se algumas
vezes a valores somente aproximados, para raiz de
valores inteiros. Este inconveniente cresce ainda
pera 0 caso do 4° grdo; porque se se quizesse expri-
mir immediatamente por seus coefficicntes, as raizes
das cquagdes deste grdo, seria preciso, sob os radi-
caes do segundo grio que affectam as raizesz', 2"
2" da reduzida, escrever expressdes ji contendo ra-
dicaes do terceiro grio sobre radicaes do scguﬂdo-
A difficuldade do caso irreductivel do terceiro grd0s
apresentando-se entio no quarto grdo, e dando-se
mesmo em grdos superiores, augmenta ainda muito

a imperfeigdo da resolugdo literal das equacges desses

grdos. Sao estes os deffeitos qne tinha em vistd
Lagrange, quando dizia « De antemdo podemos asse=
gurar que, quando mesmo se chegasse a sesolver
algebricamente o quinto grio e seguintes, nada mais
teriamos que formulas algebricas preciosas em S
mesmas, mas muito pouco uteis para a resolugdo
effectiva e numerica das equagdes dos mesmos graos:
e que, por conseguinte, ndo dispensariam 08 TECUE:
sos dos methodos arithmeticos. » :
Com o estudo das cquagdes do terceiro © quarto
grdos termina a terceira phase essencial da algebr

v TR pm——
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directa, sendo a primeira constituida pelas equagoes
do 1° grao, as transformagdes relativas aos tres pri-
meiros conjugados de formagdes simples, o estudo
das potencias e tendo como complemento o calculo
indeterminado. e a segunda constituida pelo calculo
do 2° grio. :
Na primeira phase, como sabemos, a algebra re-
solve plenamente o problema geral que a caracterisa,
embora no caso de ser grande o numero de equacoes
do 1' grdo a questio aprasente calculos muito labo-
riosos, e na segunda phase a questdo fica reduzida
40 caso de uma equagio do 2° grdo a uma incognita,
onde 0s processos sio plenamente geraes, ficando
excluidos os casos complexos do calculo determinado
e indeterminado ; finalmente, como acabamos de ver,
na terceira phase os recursos da algebra directa b
permittem ir até 0 4° grdo a uma incognita, onde
as formulas sio inextricaveis. E' verdade que po-
diamos dispondo dos recursos apresentados  por es-
tas tres phases, resolver casos particulares de equa-
| C0ts de grdos superiores ao quarto, mas semelhante
estudo, como observa Comte, seria necessariamente
relativo 4 equagdes de mais a mais excepcionaes, 0
que o torna ocioso e illusorio.

«Inacessivel a todos os esforcos dos geometras
desdo tres seculos, a equagdo geral do quinto grio
Marca o limite intransponivel dos meios normaes da
deducean algebrica, Mas uma si apreciacio da
Complicagdo necessaria das formulas seguintes deve
finalmente dispor-nos a pouco lamentar este fraco
‘lcance do entendimento humano no mais simples

S dominios abstractos. A’ pluralidade normal das
f31zes correspondo a obrigagio da formula de cada
rd0 conter radicaes da especia correspondcnte, pois,

Elementos de Algebra—31
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que os outros elementos algebricos sé admittem

B um unico valor. Gradualmente obrigada a abranger
gl - tambem cada um dos grdos precedentes, esta formula
'y ] deve, pois, conter, sob seus radicaes proprios, todos ;
o aquelles de um menor indice. Estas previsdes ge-
| ~ raes sdo verificadas comparando-se os tres primeiros

~ grdos, cuja combinagio ji se torna inextricavel .
. para com o quarto, o que faz assaz sentir que a for- |
* ‘mula do quinto grdo ficaria sempre inutil» (Comta} 'I




Capitulo Vi

Progressdes geometricas—Calculo expo-
1 nenclal—ILogarithmos

Considerada segundo sua posi¢lo na seric das
sciencias abstractzs, a algebra, para estabelecer com-
pletamento a bass necessaria a0 estudo da geometria,
exige em seu problema fundamental uma extensdo,
queé comprchende o estudo de alguns typos usuaes
dos desenvolvimentos indefinidos denominados series.

listes desenvolvimentos, que representam unt gruno
muito extenso e muito importante da mathematica
830 constituidos por expressdes de numero illimitado
de termos qite se succedom segunds uma,lei_constanic qual- | L
guer. Como formagoss compostas, as series podem

r classificadas em algebricas e transcendentes se-
€undo a natureza das formagdes simples que entridw
em seus differentes termos.
O estudo dus series apresenta duas phases: uma
gebrica, outra arithmetica.
A primeira comprehende os diversos methodos por
90 nds podemos desenvolver uma formacdio am serie;
£ vs tres problemas capitaes: 1° determinacdo do
o geral, isto ¢, da formula que nos permitte
'er um termo de ordem qualquer sem ser preciso
~Mar todos os precedentes; 2° determinagio da
M4 de um numero qualquer de termos da serie,

al
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isto é, da formula que nos d4 esta somma sem ser
necessario sommar successivamente esses termos
uns a0s outros; 3* intercalagdo entre os termos da
serie, de outros termos sujeitos a mesma lei, o que
constitue a interpollacio. A phase arithmetica com-
prehende o estudo das consideraces de convergencia
das series.

Com os recursos de que pode dispor a algebra
lirecta, a solucio dos dois primeiros problemas
sté limitado 2 um muito pequeno numero de casos,

mesmo com o auxilio do calculo transcendente
aes questdes ainda tém de ser restringidas embora
ahi fique sufficientemente elaborado o estudo dos

jcasos mais usuges.

As series em que cada termo forma-se da somma
algebrica de certo numero de termos precedentes
multiplicados por quantidades constantes foram deno-
minadas de recurrentes por Moivre. Estas series, qué
constituem o grupo das progressdes geometricas,
podem apresentar differentes grios de complicacao
conforme 0 numero de termos precedentes que con-
cf)rrre para formar o termo seguinte. A pmgrcssﬁo
diz-se de 1*, 2, 3', etc ordem guando cada termo
depende de 2, 3, 4 etctermos precedentes ; cada umd
ordem apresenta differentes classes segundo 0 modo
de combinagao dos termos anteriores para formar @
termo seguinte. No grupo das progressoes geome=
tricas podemos ainda decompor a questdo, €O
cebendo um typo particular, o mais simples de
todos, em que cada termo ¢ formado do precedent®
multiplicado por uma quantidade constante. ok
este typo que aqui limitaremos o nosso estudo. cOmC
sendo o mais usual ¢ mesmo porque o estudo dos

. outros complica-se por tal forma que a progressdo
: &

——
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onde cada termo ¢ igual & somma de dois prece- '!T-.,'
s

dentes—é—uma- progressao insoluvel.

——— s et

NA? yrogressoes origindo-se da observacdo do'”
g

\ Toda observacao, toda experiencia, diz Laffitte, |
conduz a deferminalio de uma serie de DUmEros ¢

| fncolierentes em apparencia. 08 ‘ﬁ'ﬁé'es_ﬁagufa“rﬁo
enhecer a lei 70 phendmeno, desde qua. seja possi-
vel estab‘e}egqpmﬁsféﬁrﬁles uma filiagao regular.
“Se, por exemplo, estudando a queda dos corpos .
sobie um plano‘inclinado, como fez Galileu, achar-
mos que fazendo parar o corpo no fim de I°, 2,
3'. 4, 5', da queda os espacos percorridos sobre -
0 plato sdo respectivamente 1%, 4°, 9=, 16®, 25°
e notamos que os numeros que formao a segunda
serie si0 0s quadrados dos que lhes correspondem na
primeir:, teremos uma primeira nocao da lei, a
qual se snuncia dizendo que 0s cspacos sao iguaces
40s quadiados dos tempos. e
Nio foi assim que Galileu obteve a lei. Elle
observou, hzendo rolar uma bola sobre um plano
inclinado, que os espacos percorridos durante o pri-
meiro, o segundo, o terceiro, etc segundos da queda
estavdo entrc si como a serie dos numeros impares
B3, 5, 9. , 0 que muito insufficientemente
- pode indicar gial seri o espago percorrido durante
" um numero duo de segundos. .
() conhecimerto, porem, da formula das progres-
ses permitte resdver a questdo. Chamando! o ultimo
termo de uma pogressdo arithmetica, a 0 primeiro
termo, r a rasio: n sendo a ordem do termo |

a-Ll
temos: I:a—{—;‘n--]; e tambem S— 2' Xn, sendo
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S a somma dos n primeiros termos. Substituindo
n'esta formula ! pelo seu valor, temos:

S El+_n'.l-—|'—?['1'1—l)1‘j )(u:au-{-%)([n’-—n}.
Para a serie dos numeros iiapares, que é uma
progressio arithmetica cujo primeiro termo 6 1 e
cuja rasio é 2, esta formula reduz-se a S=n".
Ora, n exprimindo no problema de Galileu 0 nu-*
mero de segundos on 0 tempo da queda, S o espo
perccorrido pelo movel durante esse tempo, esta or-
mula nos mostra que 0s espacos s3o proporcioaes
aos quadrados dos tempos, o que teria sido impossi=
vel descobrir s6 com os resultados da experieacia-
Si, se fizer, agora. maior a inclinagio do plano.
nota-ge que os numeros da primeira serie ficendo 08
mesmos, os da segunda s¥o todos multiplicidos por
um mesmo numero, que depende da inclimcao do
plano, d’onle conclue-se que os espacos pn'corridos
sd0 sempre proporcionaes aos quadrados d)s tempos
empegados em percorrel-os. E' preciso rdo suppor
que 08 nuMeros achados apresentio esta p'oporciona-
lidade rigorosa, porque a resistencia do v, 0 attrito
a impossibilidade de terminar-se o movimento justa-
mente no fim de um segundo ete, torn® muito diffi-
cil a interpretacdo dos resultados da medida. E° pes:
cessario fazer abstraccdo de todas cstas inflencias
pertubadoras, introduzir o que ecm agronomia se de-
nomina de coefficientes de desfalcacio, os quaes 030
pOdem deixar de ser aproximativo;. e é entdo queé
intervem a algebra. Entre as senes estudadas pot.
esta sciencia escolhe-se.a_qu> mawfg‘f;iﬁbximnj‘m
Tic dads pela rvacao _@E_ E}Hnomen ¢ depo1s

' 1'?;13 ICa-Se sua exacliddo, Proced:-se ussim POF ten-
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 tativas successivas, partindo do caso mais simples,
/que s¢ vae de mais a mais complicando conforme
| exigirem as necessidades, sendo o grio de precisia
“iverificado pela applicagdo pratica.

Ainda mais ; a observagdo convenientemente corri-
gida pode conduzir a series menos simples que a pre-
cedente. Pode dar-se que estudando-se, por exemplo,

ttai ou tal movimentn, se ache que o movel no fim de
9, 25, 35, 45, 55, 05, segundos, tenha percorrido
Apacos representados pelos numeros, 1. 3, §, 10, 15,
2 ou bem. 1, 5, 14, 30, 45, 81, ou tal outra serie.

38 tratarmos entio de generalisar, isto é. de es-
terder a lei a todos os casos, a impossibidade serd
absluta, caso no conhegamos do antemdo os di-
Ver®s modos que pode tomar o enunciado da lei.

Asim, na primeira serie, cada numero é a somma

de taitos numeros naturaes quantas sdo as unidades
da orem que elle occupa : 3 (3° ordem) é igual a
S0mma dos dois primeiros numeros 142; 6 (3*
ordem) 4 igual a somma dos 3 primeir0os numeros
1+2+E; no fim, Poig, de n segundos o movel terd
percorrio nm espago representado pela somma dos n
primeiros numeros, e a algebra nos ensina que esta
(Somma ¢ ya] 3 & ’::r”. Na segunda serie temos a
s0mma doﬁquadrud(;s dos numeros naturaes; é ne-
cessurio sabr transformar esta somma de maneira a
tornal a earylave].

Se nio st conhecssse os resultados d'estas trans-
ﬁ“'ma‘}ﬁes- seia impossivel enunciac a lei ¢ por con-
Seguinte applul-a ».

Estag considracges do Senr. Laffitte deixam bem
tlaro 2 importacia do estudo das progressies no
fominio algebrig. Instituir os typos abstractos, es-
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tudal-os, para depois, guando tivermos de apreciar

os factos objectivos, procurar a qual desses typos
| |corresponde 0 caso concrecto considerado, ou que
' 'd’elle mais se aproxima; eis uma marcha de proceder

naturalmente determinada por estes dois preceitos
fundamentaes da logica : 1° partir do conhecido para
lo desconhecido ; — 2° deGompor 6 caso complexo em
| (G808 STmpléa. Tal ¢ o Tacto que tdo bem traduzem as
| consideracoes acima feitas para o dominio algebrics
e que tio evidente se apresenta no dominio da gec
metria e da mecanica.

Antes de entrarmos na apreciagio das progressies
geometricas, convem expormos algumas questdesre-
lativas as progressoes arithmeticas e aos numeros fi-
gurados, que apreciados no calculo dos valores de-
vem aqui ser completados pelas questdes import:ntes
que permitte formular a algebra diracta.

A primeira d’estas questdes consiste na deermi-
nagio geral da somma das potencias m d¢ umd
serie de » numeros a, b, ¢... k, I, em pro;ress:io
arithmetica cnja rasdo seja r.

Segundo a lei da formagdo dos tos termor de uma
progressdo arithmetica, temos :

b=a-}r, c=b4-r, d—=c+4r... I=krT,

Elevando ambos os membros de cada uma destas
igualdades 4 potencia m-}1, e desenvlvendo sc-
gundo a lei de Newton, temos :

b+l — gm+l + (m+1) a® ¢ _|__ m tlm-.l_{_} am—1 o .-|—

§) (m— :
+ m(T;l;. ) (;n__._i) am—=7v TTeswanee
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o=+t o (m-1)be ¢ - 2t paiz2 .

+m[lm.+21'1 O ot 3 ...

Im+t = km+l 4. (m4-1) kmr - =il gm-l;] kgt etz

m (mn--1) (m—1] m—2 3
i 253 : G

Sommando estas igualdades membio a membro,
temos :

bt omtl 4 <o dmtl=(amtlpbotig | kmt1)
+(m-1)cfa b+ _k-_-,+—“'ﬁ%“,,

—1
fam—l-... k"""_"-l-m(m_{-}l.]:.la }"

{am—2+‘ e km-2_+ .....

Representando por Spi1, Sp, Sm—1...5;, S5, §,,
48 sommas respectivas dos termos da progressio
elevados, cada um, 4 potencia marcada pelo indice,
temos :

Sm41—am+ I=3p 41 =10+ (m+1)r[Sp —i= ]

m(m-1) J - ] , (m+-1Im(m—=1]
' 1.2"[%4“’“ lr 1.2.3 '

[sn-.a""'m-i]-}-.... .formula que simplificada nos

44 a relacdo fundamental seguinte, entre a somma
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das potencias m e as sommas analogas relativas ds
potencias anteriores :

jm+1 —gm+1—=(m--1)r[Spn —I" ]+(L.i.t._.{)]_[3r3

. . (m-41)m{m—1)
'Lsm—-l*”‘m-l"i- 12.3 Lp

Para obter os valores de S, S, S, etc., basta
fazermos m—o, 1., 2, 3, etc.

Para m—o, temos: l—a=—r (S,—I"); porém,
S,—=a'4-b*~c'+..vnnnnnn s =141+ ..... +1=n,
d’onde (1) l—a=r(n—1) ou l=ma-}-r(n—1) ; formula
identica a que conhecemos do calculo dos valores.
Fazendo m=1, temos :

P—a?=2¢(3, - I)-}-1*(S,—I°)=2r(S,—I)}-r(} —a) ; POF
que S‘,-—I"’_—_!—__2 : d'onde S, :Iil;:—_bﬂ |

r
_{l—a+r)(H-a)
) 20

T porém. a igualdade (1) nos dd
ufa-H).

2

E assim para as demais sommas. Posto que pO”
este meio, diz Comte, se podesse certamente chegar 2
sommar potencias especiaes mesmo muito altas, serid
difficil induzir a lei geral propria a um expoeute ™
indeterminado. Baseado no methodo dos coefficien”
tes indeterminados, Thomas Simpson imaginou uf
modo muito elegante para obter a somma das poten-
cias semelliantes dos termos da progressao arithme:
tica.

, +lin
Substituindo na formula ch— ,-———-—-—lq —— | por 48
| ! ‘3

I—a--r=nur, logo :3, =
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valor a-~(n—1)r temos -fz-n’-}— 23; > O, expressdo
que contem o quadrado ¢ a potencia um de n ; para
S* teriamos uma expressdo com'as potencias 1*,2¢, 3°
de n, d'onde podemos para a potencia m suppor o
desenvolvimento An"+1Bp*-Cam—14-. ., . Mn,

sendo A, B, C etc., coefficientes a determinar inde-
pendentes de g,

Porem a somma a*-b*4-c*+.....I*, substituindo :
b por sua expressao em a ¢ 0 mesmo quanto z ¢, .. ..
1, dd. ‘

2"+ (a4-r) "+(a--2r)"4-.....[ad(n=1)r]*; igua-
lando esta expressio 4 primeira, temos: Anm+If-
+Bo"4-Com—14-, . 1 Mn=a® ~+-(a-~r)"4-(a42r)"
=05, [a—f—(n—l)rj'.
~ Se suppozermos a pogressio com mais um fermo,
1810 €, com n+-1 teremos semelhantemente:

A(n-]‘l}riith(n-ihljn-}—[)(n—}-lr—f_—l. -----+M[II+IJ:
} . zai(a'i"l‘in-Ha—i-ﬂr)Ti- ...... +at
|
l

- 7-‘““‘*"*‘—»% .

1] m

+a—1)r}Ha-+m!

Subtrahindo desta igualdade a primeira temos:

’

&

i §

.

:

: m+lm-41 _ m m 2 ni—1 %
Alln4-1)—n  4Bj(ud-1)—n H-C(i-1)— 3
5 Mo J Q

3

Desenvolvendo os calculos e ordenando, temos:

m—-—l‘(m-}—l)m[m_” A[;:—'i:2 cte

™ [m-4-1)m
[m-f-l).iu—{-—f_—g-—-.-lu-f— 9.3

= 2 -2
e T Buﬂi‘-}-I meg 1) Bnn:f- ete
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m—1 o3 m m m—I1m—1
-!—-——l—— Cn} etc=r n-j-mar n-+-

: mfm_.l"; 2 m—2 m-2 ¢
= 1 D) ar n aLc

[dentificando os dois polynomios temos:
m—1

(1]14—1):‘5.:;][.| (m;];l)m A-}-mB=mar |, _

(m4-1jm(m—1) , , mm—1) 5 . X :
* 1.2.3 oy 1.2 +(m 1)C= ‘

m(m—1) 2 2

A e

152
[m+l)m(rn--1)(m-—2) Za m(m——l){m——g)_B 1
1.2.3.4 ' 1.2.3
'I'(—m'_;}l%fl Ot (m -2)D=
~ m(m—1}(m—2) ¥ m—3 :
— 733 ar etc
Tirando destas equagdes os valores de A, B, C
etc:
S e s ML met
A-—m. B——ar"" ) A-.

= 5 81— B 33 A,

= m(m—1) 3o-1m—1 _
=33 ar— 5 C— -
m(m—1) (m~4-1)m(m — 1)
= B— ete,
53 5.3.4 A, etC

tc, © gubs-
+14-Ba" 1
fferentcs

Fazendo nestas formulas m=1, 2, 2. ¢
tituindo estes valeres na formula Ax®
+4Cxm—14-, ...temos para as s0mMmas das di

potencias :



o 2
S '1—-1 1 2ar—r
--—ll’—l— e 3 n*- > n’*--
~
6a* —Gar—H“

%_
6
Fagamos applicacio destas formulas 4 serie natu-
ral dos numeros 1, 2, 3,....n, paraa qual a=l,
I=n, r=1.
A nossa formula (a) para este caso se tornard em

: )In (h- m——-l_‘nm__l)"'_

nm+l ] —(m-] J(Sm——ﬂ“)_*%

(m~-1)m(m—1) . L
+ 1-2.3 (bm_g——ll" j+...-
Fzendoe nesta formula m=—o, temos :
n—1=8§,—1, S=n; fazendo m=I temos : n*—l=

_~n*4n n(n—}—l). s

Xn ; e assim para as outras sommas.

=28 —2n-}-n—1 d’onde S,= 3 D)

sendo m=2, temos Sg_u(n—l;l?)(?;—!—l) ; para m=3
; ;

teriamos S;__‘n(_u—;—_l_)’ e assim por diante.

4
Empregando estas formulas podemos determi-

nar a somma de um numero qualquer de termos de
uma serie cujo termo geral é uma formag¢do racional
inteira do numero de termos que se considera, isto é,
de n. Se o termo geral de uma serie é, por exemplo,
an’, é claro que sendo @ constante, os differentes ter-
mos da serie serdo obtidos fasendo successivamente
n=1,2,3, etc, neste termo geral ¢ a somma dos ter-
mos serd : al>+a2r+30-+adrt. . . .fant={1"4-2-..
vl 2= S, :

L Se o termo geral é da forma anP 4 bn?, cada
" um dos termos desta serie serd a somma dos termos
} Correspondentes nas series relativas a anP e bnd , de
- Wodo que a somma da serie considerada seria

- e P e —

:
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a(lp4 20 4-......0P) - Db(la 4294 ... n )=
—asp+ bsg.

Se o termo geral fosse finalmente da férma anP ==
= bnd = ¢n* , a somma seria a(1—2° |...... P )=
4+ b (1429 4..... nd) &= (142 +.... 07" )c =
— a S £ BISEcEle S,

Fica por esta forma a questio redusida a deters)
minacdo da potencia semelhante da serie de nu—”
meros, o que sempre s¢ obtem pelas formulas jdj |
estabelecidas.

Consideremos as series relativas aos numeros figu-

rados. : i
n
1, 2 3,...7; 1,36, 10... 1( 1)1 40..
(u—}-l (n42)
1328 ?
naturaes, a s:gunda a dos mnumeros triangulares ¢
a terceira a dos numeros piramidaes.
O termo geral da 1* sendo n, a expressio da somma .
n? 4 n 1 .
_.j- == [n2—l— : . A segunda cujo termo
n (n4-1) ___n'*’ —+n
Lo 2
como a metade da somma das series:

14-449...4n% ¢ 1424-34-4...40. A

1
somma da 1* destas series é Sy— = (Dii-llzwﬂ"a' ]

a da 2 ¢ &:ﬂ#: d'onde%(sri-si):-'
— 0{o+1) (0-}-2)
1. 2. 3
dada.
A terceira serie dada tem para termo geral
n (n+1) (n+2) __ n*X3n*X2n, o qual podemos
1, 2° 3 6

a primeira é a dos numeros

Berd

geral é

pode ser considerada

serd a somma da segunda serié




n* 3n' 2n

decompor em TG ' g 2 sommas corresponden-

S, 335, 25

tes a estes termos sdo : T’ —g—’ :—i—?’ d’onde segue-

§¢ que a somma da 3" serie considerada & :

S, 438 X25, 1 [nfntl1) n(n4-1) (2n-4-1)
s—_'"‘"s'[ s Tilmsans

_’_QXgin-i-x_) !, n4gni41ln*4-6n
) i =71

%
__n{n41) (n42) (0-+3)
5 1 2 34

Estes resultados nos mostram que nas Sereis dos
numeros figurados a somma de cada serie é igual ao
termo geral Jda serie seguinte, de modo que a se-
gunda é formada das sommas parciaes da primeira;
a terceira das scmmas parciaes da segunda e assim
Por diante. Para a serie dos numeros naturaes, por
exemplo, a somma é igual a "(’f_j'”, que representa
0 termo geral da seric dos numeros triangulares ;

n(o--1)(n-4-2)
1 2553.
O termo geral da serie dos numeros pyramidaes etc.

Vamos ver agora que as formulas dos nume-
10s figurados representam os coefficientes successivos
do desenvolvimento de uma potencia negativa, igual
® 0, de um binomio formado pela variavel subtra-
ida da unidade,

Desenvolvendo pela lei de Newton a potencia

- 1‘
(1--.1:}"", temos (I—I)_n=1+nx+n[lll-.{_2.rx!+

_ +x_1£:4;1 )gl_};2}x, L] ?2,2”3“_—*_3{}"‘ e (1)

n'esia serie a somma £

, qUe& Yem a ser

o
R 4

ot

e — e e B

Al g - v -
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desenvolvimento cujos coefficientes sio as formulas
j4 obtidas para os differentes numeros figurados.
Fazendo n'esta formula n=1, 2, 3, 4 cte. o segundo
membro representard para cada caso o desenvolvi-
mento das potencias —2, —3, —4, e os coefficientes
em cada um dos desenvolvimentos correspondentes
representario uma serie de numeros figurados, isto
¢, os coefcientes para n—2 serdo os termos da serie
patural dos numeros, para n=3 os da serie dos nu-
meros triangulares, para n—=4 os da serie dos numeros
pyramidaes, etc.

Para estabelecer isto com mais facilidade vejamos
qual a dependencia que existe entre os coefficientes
de uma potencia —n, e os da seguinte —(n+-1). Para
isto multipliquemos a ignaldade(1)por (1 —x)—"' vird:

(l—x}‘""='1[l-—-x)—1+nx[l—x]*'1+-l-l-(—rll-+—21)1’{1-x]“1+
+....... : desenvolvendo (l—x)*n-i==.l+x—|—x'+
+1)
4-x+......+nx+tnx*toxit.. . ..+n(!; : ;‘x’-i—
+n“;+})}x‘+....; ordenando, temos: (1- x)="—'=
=1+(n+1)x+(1+n+n(?+21))x’+

/ n(n+1) n(n4+l)o42)\ ,
Hltrt—y 5 +——5 3.)”‘"""

Este desenvolvimento nos mostra que 0S8 coeffi-
cientes .de um termo na potencia—(n-j-1), forma-se
da somma dos coefficientes dos termos da potenct®
anterior—n desde o primeiro até ao do termO da
mesma ordem d'aquelle considerado inclusive.

Fazendo, pois, em (1) n=1, temos, para ¢0
cientes do desenvolvimento de (1—x)~!: L, L
1, 1, ete.

3
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Segundo a lei de dependencia que acabamos de
deduzir, os coefficientos dos termos da potencia
(I—x)=2, serio :

I, 141222, 14-14-1=3, 1414141=4, 5, 6,
7, 8, ete.
que constituem'a serie dos numeros naturaes ; para
a potencia {l—x)=9, teriamos os coefficientes :

1, 34-1=4, 64-341=10, 10+6-+3+1=20, 35, etc.
que representam a series dos numeros pyramidaes ;
e assim para as Jemais potencias negativas.

Tendo assim formulado as principaes nogdes que
devemcs referir ao estudo das progressdes passamos
a estudar 0 tvpo mais simples e mais usual das pro-
gressdes geometricas, onde cada termo é formado
pelo precedente multiplicado por uma quantidade
constante, que se denomina base.

Se na progressdo considerada a base ¢ menor que
a unidade, os termes da progressdo irdo decrescendo
necessariamente e a progressao diz-se decrescenle; se

a base ou razio é maior que a unidade, os termos da

progressio irio crescendo successivamente e a

progressdo diz-se crescente.

O estudo da progressio geometrica dd lugar, como
dissemos, a tres problemas fundamentaes : +1°, deter-
minacdo do termo geral, isto é, da formula algebrica
que traduz a lei geral por que se forma um term
ualquer ; 2°, intercallagdo de meios geometricos 0

determinacio entre dois termos da progressao dad

de novos termos sujeitos 4 mesma lei; 8°, determi
Bacdo da somma dos termos da progressdo.
Vejamos como resolver o primeiro problema :
Seja ::a:bic:......k:d a progressio dada cuja base
Chamaremos r. Segundo o modo de formacdo dos

termos da progressao temos as equagoes :
Elementos de Algebra—35

-

g

i

Lastytmms b e

s Lee
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b—ar, c=br=ar?, d—cr=ar’........ ; qQue nos
‘mostram ser cada termo formado pelo producto do
1°* termo, por uma potencia da base igual ao numero
de termos que o precedem. :

[ Designando, pois, por T, o termo de ordem n,
l aexpressio geral d'este termo serd T,—ar"—"; formula
da qual, particularisando n, nos é possivel obter um
tarmo de ordem qualquer, sendo a razdo e s6 o pri-
‘ meiro termo conhecidos.

0 segundo problema é resolvido facilmente por
esta formula.

A questao da, insergio dos meios geometricos
entre os dois termos dados da progressdo, reduz-se
a determinar-se qual a razio que deve ter a nova
progressao.

Supponhamos, pois, a e b os dois termos da pro=
gressdo dada, entre os quaes se quer inserir (m—1)
meios geometricos, isto é, quer-se formar com a e b uma
progressdo de (m—I1--2) termos, sendo @ o primeiro
e b o ultimo.

Se conhecessemos a base a questdo estaria resol-
vida, pois bastava multiplical-a por a para ter ©
2'termo; este multiplicado pela base daria o terceiro
e assim por diante. ;

Vejamos, pois, como obter a base.

Sendo b o termo de ordem m--1 na progressio pro-
curada, o numero de termos que o precedem & igual
am; sendo o 1° termo a conhecido, podemos, em-
pregando a formula do termo geral, determinar r, ql;&
para este caso serd dada pela equagio =73

1

e

i
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Conhecida a base a progressdo procnrada seria:

1 92 3 m—]
b \ ™
a

n:a('_:_);" : a(;)’; : a(_f_);; ...... : a(

O numero de termos inseridos pode ser augmen-
tado de modo que a differenca entre dois termos con-
secutivos da nova progressido seja tdo pequana quanto
se queira. Com effeito, consideremos dois mens con-

k k41

h ™ /b =
e al — , sendo a menor

secutivos a(—-—-)
a L&
que b, o que sempre é possivel ; tomando a differenga

temos :
k k41
b im b \m
R
\ P, a
ik :
( b \=[({ Db \=
— e \ ) —1 [iexpressdo que tende para
zero quando m cresce indifinidamente, pois que o fa-

. 1 H

b\= )
ctora -;-) que é um dos meios inseridos fica
1

b \m
sempre finito quando varifo meK, e o terma(T)

tende para a unidade, de modo que a differenca, que
constitue o segundo factor tende para zero. Nos
podemos assim representar em uma progressio geo-
metrica todos 0s numeros pela inser¢ao de um grande

numero de meios geometricos.
O terceiro problema relativo a determinacdo da

somma dos termos nido é susceptivel de ser resolvido
para os typos das progressoes geometricas por nenhum
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dos artificios que empregamos no estudo das progres-
gges arithmeticas, quer com o recurso do binomio de
Newton, quer com o auxilio do methodo de Descartes.
O apparecimento de formacdes exponenciaes na ex-
pressdo do termo geral complica de um modo notavel
a questdo, e por tal forma que o estudo destes casos
exige outros recursos de que n3o pode dispor a algebra
directa convenientemente coordenada para constituir
a base natural do dominio geometrico. O artificio em-
pregado por Archimedes é relativo ao typo mais sim-
ples das progressoes o qual estamos estudando. Elle
notou que a progressio nd3o se alterava multipli-
cando-se os seus termos pela base, e depois de
effectuar esta modificagdo subtrahio da progresséo
modificada.a progressio primitiva, o que immedia-
tamente lhe deu a lei da sommag@o.

Seja, por exemplo, a progressio ::a:b:c...k:l

Chamando S a somma dos termos temos: S=a+
+btcH-...... —+k-1; multiplicando os dois mem-
bros desta igualdade por r, que chamaremos a base,
temos: Sr=ar+-br+cr4-...... kr--Ir, porem comoO
ar=Db, br=¢, cr=d...... kr=I, esta ultima Pro-
gressao se transformaré em Sr—b-c-df.-.- T
-H-Hr :

Subtrahindo d'esta igualdade membro a membro
a igualdade primitiva, temos: S{r—1)=Ir—a, d'ﬁi‘}e

Ir—a o _
Se= —1 W substituindo ! por seu valor ar
B L)

Applicando esta formula a0 caso da progress®
decrescente indifinida temos que a somms P3™°
este caso tem para limite. S— la porque 3 for-

-—T



dizima seria 00’ 10000’ 1000000

el ¥ 1) Pt

mula (1) pode ser escripta S= 1_:

r menor que a unidade para valores crescentes de m

(1—r™); sendo

a
0 termo r™ tende para zero, e S tende para e

isto 6, a somma indifinida da progressdo decrescente
tem para expressdo equivalente o termo inicial divi-
dido pela differenca entre a unidade e a base.

E' assim que vemos surgir 0 primeiro exem-
plo de limite historicamente emanado do estudo das
fracdes no calculo dos valores.

Applicando esta regra a0 Caso das dizimas perio-
dicas, podemos directamente determinar @ for-
mula da fracedo geratriz correspondente. '

Consideremos o caso mais simples emyque 0 pe-
riodo s6 tem um algarismo e seja 0, b b b b... a di-
sma considerada sendo b um numero inteiro Sim-
ples. Esta dizima pode ser escripta do seguinte

el L b el
modo <5~ 05’ 1000 10000 ° etc 0 que ndo €

mais. que uma progressao decrescente, cuja razdo é

Tlo_' A formula da somma nos dd para este caso:

b
10 b
S= =73
=10

Se o periodo tivesse dois algarignos, representado
estes por a e b, a progressdo correspondente &

ab _ ab ab otc, e a for-
ab 1 \_ab

mula da somma nos daria Tl_)b_% (l—m-}_.—g-g-

S i - L ey o
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Na progress3o de numero limitado de termos O
producto dos termos equidistantes dos extremos é
constante.

Seja a progressdo szazb:c: ... :h:k :1,(1) que sup-
pomos ter m termos: seja x o termo que tem =
termos precedentes, e y o termo que tem n termos
depois de si. Chamando r a rasdo, temos: X—ar"™'
Considerando agora a progressio que vae de y a
]l e que tem n-1 termos, sendo y o 1° termo,

temos : I=yr"~!, d’onde y— -_’_ ., Multiplicando
r-J

as expressoes de x e y membro a membro temos :
yx—al, resultado independente do lugar occupado
pelos termos considerados, que nos mosfra ser 0
producto dos termos equidistantes igual ao producto
do primeirp pelo ultimo termo da progressdo.

Baseados nesta propriedade podemos determi-
nar o producto dos termos da progressio (1). Com
effeito, chamando P este producto, resulta as duas
igualdades evidentes :

P=aXbXcXd....XgXhXkX] e P=1XkxXhXg
... XeXbXa

Multiplicando membro a membro estas ignaldades
temos :

P2=(aXI)X(bXk) {c3¢h)... (kXb) (IXa ; formula
que, scgundo a propriedade anterior reduz-sé 2

"—(al)", donde P=[al)5 .

Ficdo, pois, resolvidos os tres problemas funda-
mentaes a que dd logar o estudo das progressoes
para o typo mais simples e mais usual. As formulas
relativas a estes problemas permittem resolver outros,
d’entre 0s quaes alguns se achao féra dos recursos
até agora expostos. E’ assim que vemos mesmo
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no caso mais simples surgirem questoes de compli-
cago superior, o que ainda vem mostrar a vastiddo
das questdes que podemos formular e a defficiencia
dos meios de que podemos dispor para resolvel-as.

D'entre os 10 problemas que se pode formular
4 sio susceptiveis de facil resolugio e 830 08 se-
guintes :

1° Sendo dados a,|r. n determinar

: a(r“——fﬂ

leS |—ari—1, S=
r

99 Sendo dados a, n, | determinar
Y 1 e L

| ] xn—1
AL r_._(;-) R e {l)"“l-—-[a]““‘ "

3* Sendo dados r,-n, 1 deto:minar
1 i —1)

< e —————————
aeSa=—

= p1(r—1)

16 7]

4 Sendo dados r, n, S, determinar

S(r—1) l___:3‘.»1'“'“1(1'—-1)

TR A R T (L
dependem de equacoes de grdo
es em que as incognitas sio

A —

Dois dos problcmas
superior, e sd0 aquell
aerouler »

Para o primeiro caso 2 formula S= =7

a — Ir — Sr - S este valor substituido na equagio
| — arn—1, d4, para determinarr, a equagfio de grdo
n: [S-—l]r"—-Sr“-'l—}—l-_:O.

Para’ 0 segundo r seria obt
arn —Sp--S—a=0.

Finalmente os quatro pr
n ¢ uma das incognitas con
peciags, Sendo, por exempl

ido pela equagdo

oblemas restantes em que
duzem a equagdes ex-

Ir—a e dg

0,aer conhecidos, B -
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; Ir
nos serd dado pela equac@o l=ar®—! ou o =—

que é da forma a* =h.

As equacdes d'esta forma denominam-se equacdes
exponenciaes. Jodo Bernoulli, quem primeiro d’ellas
se occupou, chamava-as de equagdes percurrenles.
Quanto ao estudo d'estas equagdes, que constituem
um grupo mais vasto que o das equagdes de todos
os grdus, a algebra s6 péde abordar os casos mais
simples.

Com o auxilio dos logarithmos nos é possivel re-
solver somente as equacdes exponenciaes que se.
referem aos’tres primeiros conjugados de formacdes
simples.

Um concurso qualquer de exponenciaes de basea
differentes, observa *Conte, basta para tornar a
questdo insoluvel, mesmo . quando nos limitamos
simplesmente a dividir um numero em exponenciaes |
de bases dadas. O emprego das variaveis auxiliares

-

86 péde, n'este caso, referir o problema 4 resolucdo

de uma equagio onde as poteucias da incognita
sio ordinariamente incommensuraveis. :

Todo o successo do calculo exponencial limita-ﬂé
a0s casos em que cada membro da equagio proposta
consiste em um multiplo constante de uma sé expo-
nencial, cujo expoente’ é uma formacao natural, ou
quando muito uma exponencial simples., E assim
que vemos confirmar-se a reflexao philosophica jd

suggerida muitas vezes em logica, sobre a aptiddo

dos novos dominios abstractos para fazer melhor
sobresahir a insufficiencia de nossas forgas theoricas.»

As equacdes exponenciaes podem apresentar diffe-
rentes typos. Quando a variavel affecta immediata-
mente a base como naequacgdo a*=b a equacdo diz-se

- -
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de 1* ordem ; se a variavel nio affecta immediata-
mente a base a equagdo pdde ser de 2' ordem
T cx
como a’ —c, de 3* ordem como ah:—_e, de4’ ordem etec.
Kstas equagdes podem ter, dois ou mais termos,
como acontece com as equagdes @ -+ a%=c,
a'—|—a""—}-a:“.::e, etc., que sio de 1* ordem Je dois
termos e de tres.
As equagdes exponenciaes de uma ordem qualquer

sio completas quando contém todas as ordens
I

- : by % ’
inferiores, assim a equacdo a —--a --c=0, © uma
exponencial completa de 2 ordem, por conter uma
exponencial de 2' ordem, uma do 1* ¢ o termo cons-

¢t %
tante; a equacio a’ -l-a" 4a* -f=e é uma equacdo
completa de 3' ordvm, etc.
N'este duminio da algebra direc
. o ) 4 1 1
por tal forma complicadas, que a equagao a +b =c,
em apparencia simples, € insoluvel pelo simples facto
da concurrencia das bases differentes a, b oc; casos
ha, porém, em que a equagao Por tal forma simples
que a sua resolucdo torna-sé muito elementar.

Seja, por exemplo 2 equagdo:

ta as questdes sdo

27)(313-“5_—_-(19683)7,-
" notencia X, temos:

elevando ambos 0s membros & P
__3x=-}—3x=9 ou

gu+u—d—3, d'onde resulta, &
(x*4-3)(x— 3)=0, 0 que di x=3. o

Vamos agora ver comu 0 emprego das variaveis
auxiliar's no caso de bases distinctas dadas, reduz o
problema a resolugao de uma equagdo de coefficien-
tes jncommensuraveis. Seja 3 equagio :

s quacknt-Bboso'-p-Copsv'-eto=0. (1

\

-

|
|

- S
i il 4 ]i
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Fazendo Aa™=A', Bba'=B', Cct'=C" etc, temos :
A'amx4-B'bex-C'cPr{-atc=0 (2).

Para reduzir agora as bases differentes a uma 86
torna-se necessario o emprego das variaveis auxilia-
res; facamos, pois, b=a‘, ¢=a" etc, sendo z, e
novas variaveis; a equacdo (2) tomari a forma :

A'ams{-B'azox-|-C'avexf-etc=o0 (3).
Fazendo a*=y tcmos:

A'y?}-B'yn4Clypud-.....=0 ({4] :

Se a equacdo (4) for de grio que nés possamos al-
gebricamente resolver, determina-se por ella a ex-
pressio de y; ou caso seja de gréo superior ao
4° a resolucdo serd numerica. Emqualquer destes
casos, porem, 0s expoentes zn e pu etc. de y sao in-
commensuraveis porque os valores de z, u, etc serdo
dados respectivamente pelas equacdes b=a* e c=2"
ete, que em geral ddo para as variaveis valores incom-
mensuraveis. como adiante veremos. Conhecido Y.
o seu valor substituido na equacdo a*=y,nos permi-
ttiria obter x.

Estas difficuldades sugeridas nos casos mais sim-
ples do caleulo exponencial nos deixdo claramente

: vér 0 quanto rapidamenfe restringe-se 0 problema

fundamental da algebia directa, desde qua se passa
das equacdes algebricas para as equagdes transcen-
dentes. Aceita esta restriccdo o estudo dos casos mais
simples s6 fica perfeitamente elaborado com o recurso

da instituicdo dos Iogarithmos cujo W'co
consiste_em fornecer ag rai zes dag aguacles 0xpo-

nenclaes.

“Séguipdo uma marcha identica a que temos
seguido até agora, devemos procurar reduzir 0
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estudo mais complicado das equagdes exponenoiaes,
cuja resolucdo estd ao-nosso alcance, a depender dos
casos mais simples jd estudados, representados pelas
equacdes algebricas. Tal é o facto importante que
nos permitte realisar a theoria dos logarithmos.

Os logarithmos apresentio duas origens: uma
arithmetica, d’onde elles resultio da comparacio das
~ duas progressOes usuaes arithmetica e geometrica ;

outra algebrica onde sdo considerados como expo-
entes capazes de adaptar uma base & representagdo
de todos os numeros possiveis.

Os progressos da astronomia, a necessidade de
uma navegagdo mais exacta, determinada peias
exigencias de uma sociabilidade mais desenvolvida,
exigindo calculos muito laboriosos, levaram o espi-
rito humano a indagar de um meiv, com que o0s
podesse simplificar e d’ahi a descoberta dos loga-
rithmos. _

Esta descoberta foi feita por Néper em comego do
seculo XVII e mais tarde deffinitivamente comple-
tada por Briggs.

Neper deduzio a nogdo de lagarithmos da com-
paracio de uma progressio geometrica com um
progressio arithmetica. as quaes elle obtinha pela
supposicdo do movimento de dois pontos, um com
uma velocidade proporcional a sua distancia a uma
origem determinada e 0 outro com uma velocidade
uniforme, sendo esta igual a velocidade do 1% de modo
que o 1° percorria espagos em progressdo geometrica
emquanto o segundo percorria espagos em progressio
arithmetica.

Nés lembramos este modo por que Neper concebeu
os logarithmos para mostrar a origem concreta de uma
nogdo tdo importante, cuja concepcdo por esta forma
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estabelecida mostra mais uma vez a salutar influencia
que sempre exerceu o dominio concreto sobre o
abstracto.

Estudemos os logarithmos segundo sua origem no
calculo dos valores :

1.° Theorema.—Quando duas progressdes, uma
geometrica P comegando por a, e outra arithmetica P’
comecando por b, sio taes: 1° que o producto de
dois termos de P represente um outro termo d'esta
progressao ; 2°, que a somma dos dois termos cor-
respondentes na progressdo P' represente tambem
um outro termo d'esta progressdo, correspondendo
a0 novo termo de P, os primeiros termos a e b de-
verdo ser, 0 primeiro a unidade ou uma certa po-
tencia da basc da progressdo P, e o segundo zero
ou um multiplo da base da progressio P', o qual
corresponde 4 potencia da razio da progressio P.

Para mostrar isto chamemos T e T’ os dois termos
da progressao P, cuja razio seja r, et el ostermos
correspondentes da progressdo P', cuja razdo desig-
namos por r'.

Sendo o producto T)XT* um termo da progressdo P,
devemos ter T)XT'—=ar* (1) sendo k o numero de
termos precedcutes ; pela mesma razao a progressio
arithmetica nos da t-}-t'=b4-kr' (2).

Porém, tambem T e T' sendo termos da progressao P,
devemos ter :

T—ar® e T'=ar*, d'onde TXT'=a’m+= (3),

A progressio arithmetica nos di: t—b--mr' t'=b--nr'

d'onde: t4-t'=2b-(m-fn)r' (4). As igualdades (1)

e (3] dao : ‘ )
ar*=a’rm+a, d’onde r*=—arm+n g g—rk—n+) (a).

Das igualdades (2) o (4) tira-se :

-
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b4-kr'—2b-}-(m-f-njr’
d'onde b=[k—{m--n'|Ir' (c).

Nas lgualdades (c) e (a) dois casos se podem dar :
k péde ser igual ou differente de m--n.

Do primeiro caso resulta a—r’=1, b=o, 0 segundo
traduz-se na formuola k—(m-}-n)=h, o que nos di
para os primeiros termos : a=:*, b=hr' c. q. d.

Tomemos d’estas duas hypotheses a mais simples,
como fez Neper, isto é, aquella em que o primeiro
termo da progressdo geometrica é igual 4 unidade,
e consideremos as duas progressoes :

2 1:(14-a):(14-a)%...(14-a)"...e +0.d.2d.3d...nd...(1)
Os termos da progressdo arithmetica sdo os logari-
thmos dos termos correspondentes da progressdo geo-
metrica. A base do systema de logarithmo tem sempre
para logarithmo a unidade.

As variacdes dos termos das duas progressdes (1)
devendo ser por grdos muito pequenos, é claro que
para um aceressimo do termo 1 da progressdo geome-
trica deve corresponder um acressimo do termo 0 da
progressdo arithmetica ; estes acressimos sendo ar-
bitrarios podem ser reﬂ'ulados de modo que entre elles
exista um cerfo modo de relaqéo Assim podemos
fazer com que para nm acressimo do termo 1 corres-
ponda para o termo 0 um outro duplo, triplo ete, do
primeiro ; a relacdo entre 0s acressimos dos termos
1 e 0 denomina-se modulo do systema, o qual, como
vemos, é arbitrario. Representando por M o modulo,
por a o acressimo de 1 e chamando b o acressimo

correspondente do termo 0 da progressdo arithmetica
~ temos : -l-)-__M d'onde b=Ma. As duas progres-

sdes (1) podem pois ser escriptas: :1: (14-a):
(14a).... e+o. Ma. 2Ma. 3Ma.... Cada systema
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de logarithmos é caracterisado pelo valor particular
attribuido ao modulo ; sendo este igual a unidade
teremos para systema correspondente o de Neper,
que serd representado pelas progressoes :

<=1: (1-}-a) ¢ (14-a) ....(1-}-a)%..... e =-o0. a. 2a.
R A ve) (2 )

Vejamos como obter a base d'este systema. Cha-
mando B esta base, é claro que B deve fazer parte
da progressdo geometrica (2): seja B=(14-a)®; o
termo ma correspondente da progressdo arithmetica
deve ser igual a unidade, d’onde ma=1 ou m:-:—

Este valor substituido na expressdo de B da:

!
B—(1+-a)7 (3).

Sendo @ o acressimo do termo 1 da progressio
geometrica, o qual pode ser tomado tdo pequeno
quanto se queira, podemos suppor-lhe a forma—
podendo n crescer indifinidamente. Substituindo
este valor na expressdo (3) temos :

B:(l -}-—-1—)“

n
Desenvolvendo o segundo membro pela lei de
Newton e simplificando temos :

Ao AL (1__'_).'1__'~l.
3 n \ n) n /l n
(1‘ )‘“1+1+‘12 T —133
11—} 1=

Suppondo » infinitamente grande, resuita um
valor que se costuma designar por e; e=‘2~}-ﬁ+

1 1
!
+Jl.2.3 RT3

» 0 qual representa a base
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de Neper, cujo systema, como mostramos, corresponde
4 hypothese mais simples do modulo igual 4 unidade,
Os logarithmos deste systema costuma-se repre-
sentar pela letra [ o denominar-se naturaes oun hyper-
bolicos; esta denominagio, porem, como judiciosa
mente observa Lacroix, é viciosa, pois que ndo ha
systema de logarithmos que nZo corresponda a
alguma das curvas denominadas hyperboles, pelos
geometras, sendo preferivel denominal-os logari-
thmos neperianss. A base ¢ avaliada dd proximamente
e=2, 7182818

O numero e esti comprehendido entre 2 e 3. Para
mostrar isto basta provar que a somma:

:T—}—le——}— etc é menor que 1- o e

Representemos por S esta somma. E claro que
.1 -
ch..!..;_:.]_;:-;-...; applicando a esta progressio I

a
a formula conhecida S—_-l = temos :

1
Lyt ete——2__1 donde S<i.
TR I |
ST

Destainville den uma demonstragio muito simples,
para mostrar a incommensurabilidade de ¢, a qual
passamos a expor. -

Ji mostramos que o numero e 6 maioxque 2 e )
menor que 3, a questdo estd em mostrarmos que
éste numero nio pode ser representado por uma

: ) _ L el
raccdo. Supponhamos isto possivel e seja —=l R

fraccao supposta; n deve ser menor que m e maior '
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que 1, pois que e é superior a unidade, sem ser
um numero inteiro; ¢ nés devemos ter a igualdade
m 1 1 : 1

= g A R T L
i l |
FOIR 21 (o1 o

Esta igualdade multiplicada por 2.3...n reduz-se
a seguinte:

2.3...(n—1)m=2X2X3X4...n--3X4.. .n-

4 4X5...04- . Fn A1 n—ll—l i

s e [
T2

fazendo 2.3...(n—1)m=S, 2)X2...n43X4.. .0}
<. ..4n41=P, temos:

> 1 1
S=P+ - _
"ol ' () (e42)
nue sé pode ser satisfeita sendo:
L%y, 1
CES L TEE) CEE)

como 830 S e P. A questdo, pois, para mostrar queé

n

+ etc (1); igualdade

- etc um numero inteiro,

m
e ndo pode ser representado por uma fracgo — =

*ete

esti em provar-se que a somma
nido pode ser um numero inteiro. Para mostrar isto

Pasta comparar esta somma com a progressio —5+

n+1
+ +

1
-+ etc do que resulta T
1 1
te L S
S (ol !

1 £
TESVRURTYRE
1

1 (041)(n4-R)



A i
1

+m-}- ...... ; porem a somma desta ultimo
progressdo ¢ inferior a unidade, porque

1

1 1
Si— n+1 ——, donde
lﬂ_n—}-l
. ! ! +- eto<1. A a

T Ly P ) T-eto<i. A equagdo sup :

posta (1), pois, ndo pode ter logar e por conseguinte
0 numero e ndo pode ser expresso por menhuma
fracgdo seja qual for 0 seu denominador.

Para que um systema de logarithmos fique conhe-
cido basta conhecer se 0 modulo ou a base. Para
mostrar isto basta demonstrarmos o theorema: A
base de um systema de logarithmos elevada a uma 4
potencia marcada por sen modulo é uma quantidade ®3
constante.

Seja B a base e M o modulo dv systema : §

-:-:l:'{l—}—a]i(l-{—a)’:... SR § 80 Y LA s :
+0.Ma.2Ma......mMa....... : ".
0 numero B devendo fazcr parte da progressio geo- |

metrica, supponhamos que elle seja igual a (14-a)";
segue-se que na progressio arithmetica devemos ter

mMa—=1, d’onde m:::ila—
Este valor substituido na Lgunldade B=(1+4-a)", dd §

B=(1+a)“' ou B=(1+a) *
Quando a decresce indefinidamente nés vimos que
1

(I+a)* tende para o valor constante e, d'onde
$dgue-se que em taes condigdes B¥=—e, equacdo que

103 mostra ser o modulo de um systema conhecido
Elementos de Algebra—83
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desde que so conhega a base, basta para isto tomar

os logarithmos a ambos os membros, e, reciproca-

mente, sendo dado a modulo a base fica conhecida
1

pela equacio B=e ¥

Podendo existir muitos systemas de logarithmos
vejamos se ha alguma relagdo que permitta passar de
um systema para outro.

Este problema é importantissimo, pois, dos dois sys-
temas geralmente usados o de Neper e o de Briggs,
0 primeiro, como veremos no estudo das series, é su-
perior db segundo sob o ponto de vista algebrico,
pois traduz-se por uma serie mais simples, emquantol
o segundo, tomando para base o numero 10, base d«
nosso systema numeral, torna-se mais vantajoso sol
o ponto de vista arithmetico, por simplificar muito as
avaliagOes,

Estas vantagens proprias a cada um d'estes sys-
temas leva-nos a empregar ora' um, ora outro, con-
forme a natureza da questdo, e exige assim ©
conhecimento da relag@o por que é possivel passar de
um a outro systema.

Seja a progressdo ::1:(14-a):{14-a)%...B:....B', em
que Be B'sdo as bases consideradas; chamando M
e M' os modulos correspondentes, os dois systemas
serdo respectivamente representados pelas progres-

s0es:

0.aM.2aM...1...1gB'(1). O.aM'.2aM'...1 (2).
Tomando a relag3o entre dois termos correspondentes
quaesquer de (1) e (2) temos a relagdo constante—}:-'-;
se chegarmos a conbecer esta relagio, a questdo
ficard resolvida, pois basta por ella multiplicarmos o8
logarithmos do systhema (1) para obter os logarithmos

do systema pedido (2). .



e

Ora, tomando a relacao entre o logarithmo da base
B' do systema pedido, tomado no systema dado (1) pelo
logarithmo de B' tomado no systema correspondente

2 A .ﬂ' y 1 —_— 1_.....
(2) que é igual a unidade temos 3] T donde

se conclue qne para passar dos logarithmos tomados
em um systema de base B para os logarithmos to-
mados no systema de base B' basta dividir os pri-
meiros resultados por lgB', isto &, pelo logarithmo
da nova base tomado no systema primitivo. A re-

lacdo denomina-se modulo de transformugio.

1
IgB'

No systema de Briggs a base é 10, os logarith-
mos s30 denominados vulgares ou tabulares, por serem
0s logarithmos dados em geral pelas taboas, e o
systema é difinido pelas progressdes :

4y et Tl A P
------- 105 o5 Tor " 10~ 15107 103ESeisen
87 I —3.—2.—1. 0.1.2.3......

N'este systema as differentes potencias de 10 tém
para logarithmos numeros inteiros, que vem a ser
0s expoentes das potencias correspondentes, assim 0
logarithmo de 10 é 1, o de 102 é 2 ete. o de 10" é n.

Neper havia manifestado a Briggs o projecto de
mudar a base do seu systema, mas fallecendo antes
de poder levar a effeito sua concepgdo, a reforma s
foi dopois realisada pelo digno professor do collegio
de Greshem tendo como poderoso auxiliar Gu‘nlher.
a quem devemos as primeiras taboas de logarithmos
dos senos e tangentes feitas segllﬂdﬂ 08 pﬂnCiPIOS
de Briggs. ! |

Vejamos agora quaes as simplificagdes que traz
& instituigao dos logarithmos s operagoes arithme-
ticas. Estas simplificagdes ' consistem 10 facto im-
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portantissimo da reducgdo das operagdes mais com-
plicadas 4s mais simples. A multiplicacdo fica assim
reduzida a somma ; a divis3o 4 subtraccdo, e final-
mente a extraccdo de raizes quaesquer a simples di-
visoes. Esta reduccdo obtem-se mediante propriedades
de que gozdo os logarithmos, as quaes vamos mostrar
como podem ser deduzidas da consideragdo de sua
origem arithmetica.

Considerewnos as duas progressoes=—-1:(14-a):(14-a)*
weeeea(14-a)™ (1) e £ 0.r.2r......mr (2.

Chamando B a base do systema, e suppondo
B—{1-}-a)m, a progressio arithmetica nos dd mg=1,

1 s ¥
d’onde m=—; substituindo este valor no valor

1

de B, temos: B=(1+}-a)7ou Br —(14-a). Substitu-
indo este valor em (1) teremos a progressao
1:Br :B% B9:.......B™r. [Esta progressio compa-
rada com a progressio (2) nos mostra serem os lo-
garithmos dos numeros iguaes aos expoentes a que 6
preciso elevar a base para obter os numeros conside-
rados.

Nés vemos assim surgir do estudo das progressoes
fundamentaes a nogdo algebrica dos logarithmos, @
qual consiste em consideral-os como expoentes capa-
zes de adaptar uma base dada 4 representacdo suces:
siva de todos os numeros possiveis.

Vejamos agora quaes as propriedades dos loga-
rf'thmos que nos permittem as simplificagfes nume-
ricas.,

A primeira propriedade reduz a multiplicagdo 2
uma somma e consiste em que o logarithmo de um
producto é igual 4 somma dos logarithmos dos fac-
tores.



_m—
Consideremos as progressoes :
...... PRSI i P R M P T Sievsssil
+.o—nb...—3b.—2b.—....b.0.2b... volezanll)

Seja o producto PXQXR csupponhamos P__ap
Q=a%, R=ar ; multiplicando membro a membro
estas igualdades temos: PXQXR=ap+a+r 5 porém
segundo a propriedade j4 demonstrada IgP=pb,

lgG=qb, lgR=rb, ¢ IgPQR=(p+-q-}r)b, d'onde
]gPQR—-IrrP-f-ng—]-lgR

A demonstragdo seria identica caso um dos fac-
tores ou todos do producto considerado fossem me-

nores que a unidade.

_ —4

Suppondo, por exemplo, P=a—p, Q=a, R=a,
teriamos PQR=a" """, 1gPQR=—(p-4-q4r}b, e
lgP=—0pb, IgQ=—qb lgR=—rb, d'onde lgPQR—
lgP+lgQ-IgR.

Para um numero qualquer m de factores teriamos:

IgPXQXRX... Xk=IgP+4l1gQ-+-...+Igk.
Suppondo P—Q=R=.... .=k teriamos lgPm—
=mlgP; isto é, o logarithmo de uma potencia é
igual ao producto do expoente da potencia pelo lo-

garithmo do numero.
A segunda propriedade reduz a divisdio 4 subtra-

¢do e consiste em que o logarithmo de um quociente
€ igual 4 differenca entre o logarithmo do dividendo
€ 0 logarithmo do divisor. Esta propriedade demons-
tra-se facilmente baseado na propriedade anterior.
b't:ppond:;wi um quociente que representaremos
por Q, temos, P=RXQ, d’onde, tomando 0s logal'i-
thmos : IgP=IgR-+I1gQ, ou IgQ=IgP—IgR. '
A terceira propriedade facilmente reduz as fxtrac-

¢Oes de raizes a simples divisjes. Seja x=Qw ele-

|
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vando amhbos os membros & potencia m e tomando os
logarithmos, temos mlgx=IgQ, d’onde lgx:-’—?%.

Esta igualdade nos mostra que o logarithmo de
uma raiz de um numero é igual ao logarithmo do
numero dividido pelo indice da raiz.

Estas propriedades podem ser de um modo iden-
tico deduzidas da consideragio da origem algebrica
dos logarithmos. Algebricamente, como dissemos,
os logarithmos s3o as raizes da equagio a*=b, isto
6, 0 logarithmo do numero b ¢ o valorde x a que deve
ser elevada a basea reproduzeste numero. Suppondo
nesta equacdo b—a temos a*—a, equagdo que 80
pode ser verificada para x=1 ; d’onde Iga=1. 0 lo-
garithmo pois, da base de um systema 6 igual a uni-
dade, como estabelecemos quando consideramos as
duas progressdes fundamentaes. Suppondo @ nega-
tivo e differente da unidade e dando successivamente
2m 2m+1 2m-}1
ont+1 ' 2nbl T 2
¢io a* tomard os valores

1 1 :

.ﬁﬂ-rl i T

[_a-m) . [_.a:'.’m-i--l)njl

a x os valores

, a forma-

= 2n

‘_32m+l] !

sendo o primeiro normal e positivo, o segundo nor-
mal e negativo ¢ finalmente o terceiro singulart 2
variavel, pois, no caso de ser a base negativa rece-
bendo valores consecutivos pouco differentes, passard
bruscamente do estado positivo ao estado negativo
@ a0 estado imaginario de modo que nio poderd ser-
vir para representar todos os numeros possiveis. Se.
a ‘t.Jase é igual a unidade, toda potencia qualquer da
unidade sendo igual a um, tambem a formacdo a’
D30 poderia, qualquer que fosse x, reproduzir ud
numern differente. Segue-se d'aqui que a base de
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um systema deve ser necessariamente um numero
positivo, e sendo assim qualquer que seja x a forma-
a0 a* ndo poderd dar um resultado negativo, o que
leva a concluir que os logarithmos dos numeros ne-
gativos s30 expressoes singulares. Identica conclusao
10s apresenta a compara¢do das duas progressdes
fundamentaes, onde vemos que os logarithmos dos
numeros maiores que a unidade, s3o positivos os
dos numeros menores que a unidade sdo negativos
ficando excluidos os numeros negativos.

Para mostrar como deste modo de conceber alge-
bricamente os logarithmos nés podemos deduzir
as suas propriedades basta-nos considerar 0 caso
relativo ao producto, pois a questdo, como se verd,
6 perfeitamente identica a anterior.

Chamando x', x”, x”’ os logarithmos respectivos
dos factores P, Q e R de um producto, temos:
a¥=P, a¥=(Q, a*"=R; multiplicando membro a
membro temos: ax+x"+x"=PQR, d'onde x'}-x"+4-x"
=IgPQR ou lgP4lgQ+IgR=IgPQR.

Apreciada assim a nogio de logarithmqs. quer em
sua origem arithmetica, quer em sua origem alge-
brica, vejamos como as suas propriedades nos per-
mittem o seu cmprego algebrico, que consiste. em
fornecer as raizes das equagdes exponenciaes.

Seja a equagio ;:b; tomando os logarithmos
temos: |
xlga=Igbh, d'onde x= lg—g--

Suppondo o expoente uma formacdo algebrica de
f(x) ]
x,temos a equagic a=b; tomando os lagarithmos

Igh
temos f(x)lga==Igh, d'onde f(x)zl—g—;—; representando
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b
']T'Eg% por c, temos f(x)=c. Se a equagdo f(x) for
de grdo inferior a0 quinto podemos resolvel-a

algebricamente, se for superior a sua resolucdo serd

numerica.
Fica por esta forma, com o auxilio dos logarithmos,

a resolucio da exponencial dependendo da resolucao
das equagdes algcbricas. Resolvida assim a equaglo
 §

mais simples a—b todas as outras ordeus podem ser
por meio de contraccdes a ella reduzidas de modo
que fica completa a solucdo das equacOes deste

typo. )
&
:
Supponhamos a equacdo de ordem m, a” —s; fazen-
z
k

.
do b =z, temos a*—s; tomando os logarithmos:

| or
zlga—1lgs, d’onde z—-5-—p, sendo n= :gs + snbs-

lga ga
 §
k

*

tituindo z por seu valor: b° —=n, equagdo da ordem
1 -
k

m—} : fazendo o=z, temos ey foade
. lgn For.
S igh substituindo z' por seu valor temos:
k’
d 5
C =¢', equacdo da ordem m—2; continuand0 do

s
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modo ideatico chegariamos afinal 4 equacdo de 1°
[

ordem k* =), d'onde teriamos x:-i%.
mf(x) nfix) pf(x)

Supponhamos a equagdo Aa B c
z z
—+.....=0 (1); fazendo b=a, c=actca equagdo (1)
mfx) nzl(x) 2'pfix)

toma a forma Aa 4-Ba +4Ca +.....=o (2).

Os valores de z, z' etc obtem-se applicando os
. '

logarithmos as equagdes b=a,c=a etc, 0 que d4
lgb Ige
Z—_——I—g{’—;—, Z= lg?{ ete ‘
Fazendo na equagdo (2) am-_—..y, temos :
A; -]—Bynz—{—C;z—{— ...... —o0; equagdo cujos coeffi-

clentes serio em geral incommensuraveis. Esta
equacdo dando y, o valor d'esta variavel substituido
Da  equagdo f(xb%z-. nos permittird obter x,
algebricamente ou numericamente conforme o grao
da formagio f(x).

Tacs sdo os recursos da algebra directa no calculo |
exponencial. As equagdes exponenciaes nos devcfnus
considerar como tendo um numero infinito de raizes
sendo ordinariamente uma s6 normal.

Vamos agora completar o estudo dos lo,fga}- . 4
rithmos apreciando a construcc3o das faboas, auxilio
indispensavel 4 simplificagdo numerica dos calculos.

Uma taboa de logarithmos pode ser consti.tuida
considerando-se a origem arithmetica ou a origem
algebrica dos logarithmos. i <

O primeiro processo ao qual devemos historica- .
Mente referir a construeglo das taboas, embora
Pareca mais complexo e menos regular que 0 segundo
Comporta, como observa Comte, uma melhor appli-
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cagdo sobretudo para uma serie de numeros de que
glle utilisa melhor a sucecessdo.

Considerando a concepgdo arithmetica dos loga-
rithmos, a construcgdo da taboa exige 08 dois
seguintes problemas :

1.° Problema.—Um numero A sendo dado deter-
minar o seu logarithmo.

Sorugio.—Decomponha-se 0 numero A em seus
factores primos ¢ seja: A=u"bc".

Tomando os log. teremos : log A—mloga{-nlogh
-+ ploge (1).

A questdo reduz-se, pois, a caleular os log. dos
numeros primos a, b ¢ ¢. Por conseguinte, para formar
uma taboa de log basta calcular os log dos numeros
primos.

A formula (1) servira® para calcular os logs dos
numeros ndo primos. Seja @ um numero primo cujo
log se quer obter. Procura-se primeiramente entre
que potencias da razio q da progressdo : 1:q:q%..cee-
g™:q='+'....0 numero a se acha comprehendido.

Supponhamos que se tem: g <a<q™+'. N'este
caso os log de q* e q*+', sendo m'r e (m'+1)r
teremos: m'r <lg a <(m'+1)r.

-Por conseguinte o log de a calculado com a apro-
x1macao _de r unidades serd m'r para menos @ (m'+1)r
para mais.

l.':sta aproximacdio ¢ geralmente pouco satisfac-
toria ¢ para obter-s¢ o log de @ com maior apro-
ximaglo imsere-se um  certo numero de meios
geonietricos entre q™ e q™'+', o que dard uma novad
e i o Sl
Piw i U mos m'r e (m'4+1)r da progressd®
arithmetica, que correspondem a ¢*' e q* F' in-
serem-se tambem um igual numero de meios arith-

i
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meticos, 0 que nos dd: m'r. s.2s.3s...p's.(p'-+D)r...
(m'+-1)r®. Em (1) procura-se entre que termos con-
secutivos a se acha comprehendido. *

Seja, por exemplo: q. <a<qp 45 Os log de
Gy’ 950 +1» Sendo p's e (p'+1)s, teremos:

ps<log.a<(p'+1)s

Oerro que se commette tomando para log ap's
ou (p'+4-1)s serd menor do qun s,

Concebe-se, pois, que se péde chegar a calcular
log de @ com uma aproximagdo tdo grande quanto
se queira, pois que entre Q™' e q™'+' se poderd sempre
augmentando o numero de meios inseridos, fornar
a razio da progressio arithmetica correspondente
menor que qualquer grandeza dada.

Para resolver esta questio de um modo mais
satisfactorio, resolvamos o seguinte problema:

2.° Problema.—Calcular o log de um numero A
qualquer com uma aproximacdo menor qué uma

quantidade dada —.

Sorugio—Descomponha-se A em seus factores pri-
mos e seja A=a"b*c'....etc, teremos: lgA=hlga-}
+klgbf-ilge+. .. -« (1). Se calcularmos Iga, lgb
etc, com a aproximacdo —;—. para obtermos IgA sm:é
necessario multiplicarmos cada um destes log respecti-
vamente por h, k, 1 etc de sorte que 0 erro para cafia
uma das partes ser.'i-:;'-,—:l;-,—:;- etc. Serd preciso, pois,
calcular cada um dos log de a,b.c, etc, com a z-apr'o-
ximm;;lo%, i!i?T:}' otc. ou mais simplesmente ainda,
afim de 6 tor uma aproximagdo, bastard calcular

lgra, lgb ete, com a aprnximnqio;ﬁ.

maior dos expoentes h, k, 1, etc.
Por rste meio se calculard cada uma das partes da

suppondo k o
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somma (1) a menos de—- ; juntando, porem, cada uma
das partes da somma o erro se multiplicard e d'ahi
poderd tornar-se maior do que—;—, mas se  representa
o numero de factores primos de A, isto 6, 0 numero
das partes da somma (1), bastard calcular cada um
dos log de a, b, ¢, etc com a aproximagdo de—— me
para que a somma total nhlg-}-klgb--etc, isto é. para
que lgA seja calculado com a aproximagdo—. A
questdo reduz-se, pois, a calcular-se o lorr de um nu-
mero primo @ com a aproximacdo dada—— me ;

Seja h’-=pkm, a aproximagao sera—-l;. Como ante-
riormente sejao q™ e q™+1 dois termos da progressao
geometrica que comprehendem a. Teremos q™ <a
<qm+!, e tambem m’r <lga <(m'J-1)r.

Se, pois, se inserir entre q™ e q™+! o numero X
de meios geometricos tal, que inserido o mesmo nu-
mero entre os termos m'r e (m’-1)r correspondentes
da progressdo arithmetica, a razdo d'esta progressdo
assim formada Bejahl.-; é evidente que o log de a

sera calculado com a aproximagdo pedida%. Porque

seja: Q'™:q,:Ga:qs-...Qp :qp +1:--..q™+1a progres-
sao geometrica, obtida inserindo-se X meios entre 08
termos q™ e q™+! da progressdo geometrica primi-
tiva ; a progressio z‘lrithmetica correspondente serd :

1 2
m'r.m'r4—-.m’r-} FE mr-le +p+ (o1

Suppoudo que & acha-se comprehendldo entre qp- @
Qp'+1 teremos:

Qp <3 <Qp'41, m'r—}% <lga<m r——p !
Por conseguinte basta tomar para Iga:

ml‘-}--ﬁ— ou mr+P+ :
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Porque o erro commettido para menos ou para
O ‘] . . 1 .
mais serd inferior 4 differenga—dos dois termos conse-

; '+1 '
cutivos m'r—;-p—lt e m'r 1;1’ entre 0s quacs Iga se

acha comprehendido.
Basta, pois, determinar o numero X de meios a

inserir entre m'r ¢ (m'J-1)r de modo que a razio

da progressdo arithmetica seja ~T O problema n3o
1

apresenta, pois, difficuldade alguma porque o numero
de termos comprehendido entre m'r e (m'4-1)r sendo
X--1, temos pelo theorema fundamental das pro-

gressdes arithmeticas.
(m'--1)r=m'r (X 1) }1_ d'onde X=rh'—1
1

O numero de meios geometricos e arithmeticos a
inserir entre q™ e q™'+!, entre m'r e (m'tlr,
obtem-se, assim, subtrahindo a unidad2 do producto
da rasio da progressio arithmetica proposta pelo
denominador da aproximagdo dada.

Estes dois problemas nos permittem calcular o lo-
garithmo de um numero qualquer com uma apro-
Ximagdo dada e porconseguinte resolver comple-
tamente o problema da construcgdo das taboas.

Consideremos agora a quest3o quanto a concepgdo

algebrica dos logarithmos.
1° Problema—Calcular o logarithmo de um nu-

mero dado A.
Sorugio—Seja x o logarithmo de A, sendo B a

basc do gystema, temos a equagdo A=B* (I). Quatro

Casos se podem dar.
1°, caso : A>1, B>1—. Elevemos B sucessiva-

mente ds potencias 1, 2, 3.....m, m+1, até encon-
trarmos duas potencias successivas de B entre as
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quaes A se ache comprehendido, e seja, por exemplo,
Bm < A <Bu+l, ¢ claro que x se achard comprehen-

dido entre m e m-}-1. Fazendo, pois, x=m-+ —,

sendo v uma indeterminada maior que a unidade,
1 1

—_— I

m+ : —

a equacdo (1) se tornard A=B ¥ '3 =D
AANY ¥ A

d'onde B= 5 )=¢ sendo c=—%s - Temos a

resolver uma equagdo identica & anterior porque

A r :
sendo B® <4, o serd maior que a unidade.
Seguindo identico raciocinio, isto &, dando 2 ¥
valores sucessivos 1, 2, 3 etc. chegariamos a obter
duas potencias consecutivas n e n--1 entre as quaes
se achasse B comprehendido, achando-se y, compres

hendido entre n e n}-1; fazendo entdo y=n-- .

e continuando de modo identico ; substituindo depois
y. z etc. no valor de x obteriamos

1
x_—.m—[-—n-+ 1 ete.
P

fraccdo continua cujo valor podemos obter com 2
aproximagio que dezejamos.

2° Caso—A <1, B51. O valor de x neste caso
nio péde ser positivo, fazendo, pois, x—=—x', temos

A=Rox— ST d’onde By'= 1 expressdo queé

: 1
reduz a questdo ao caso anterior, pois que 4~ L.

3% caso—A> 1, B< 1. O valor de x ainda neste
caso deve ser negativo, o que dard

AR
A:B":(—B—-) expressiv que reduz a questio ao
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primeiro caso. Finalmente péle dar-sa o easo de
serem B e A menores qué® 1, que semelhante-
mente aos precedentes se reduziria a primeira hy-
pothese considerada.

Vejamos quaes as condigdes que devem existir
para que o valor de x seja commensuravel, Seja%ests

1 #4]
valor commensuravel de x, temos A—B & Ar—R=1
Suppondo-se A um numero inteiro, B tambem serd
luteiro, e entdo a igualdade (1) s6 serd possivel tendo
A e B os mesmos factores primos Seja A—arb’, B=
=a*b"¢", temos a*Pb™e r=a™'h='e= jyaldade que
86 se verifica tendo-se np—mp, nq=—mgq', nr= my'

Por conseguinte para que o valor de x seja com-
meusuravel 6 necessario que A & B contenhio os
mesmos factores primos e que os expoentes d'estes

factores sejao proporcionaes.
2 Problema— O logarithmo de um numero A

sendo dado em um systema da base B achar o seu
logarithmo no systema de base B'.

Seja x 0 logarithmo de A no systema-Be x' o lo-
garithmo no systema B', temos: A=Bf, A—B",
d’onde B*=B'*'; toinando o logarithmo no systhema

B temos x—x! lg B', d'onde x'::x)(l-n—’ﬁ,—-‘ Obtemos

assim a regra jd deduzida da consideragdo da con-
Cepcdo arithmetica dos logarithos, a qual nos indica
que para passar de um para outro .systema basta
dividir o lagarithmo dado pelo logarithmo da nova

base tomado no systema primitivo. '
Esta apreciacio da concepcio dos logarithmos

PEE
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deve ser completada com a apreciagio gque vamos
fazer das series exponencial e logarithmitica, onde -
entdo veremos a vantagem que tem, sob o ponto de
vista algebrico, a bose de Neper sobre a base de

Briggs.




Caplitulo WVIII

Series

Com o estudo das series apenas limitado aos dois
casos reprosentados pelas series exponencial e logari-
thmitica, fica exposto tudo quanto normalmente deve
ser dado no dominio da algebra directa para pre-
parar a base necessaria ao estudo da geomstria.

E' verdade que a concepgdo carteziana estendendo
o dominio geometrico fornou necessario uma maior
extensio do dominio algebrico, mas csta extensio
consiste essencialmente na resolugio numerica das
equacdces e deve ser estudada como um complemento
algaebrico, depois da geometria algebrica, para servir
de base 4 geometria differencial.

0 estudo das serics 6 um dos pontos mais anar-
chisados em geral pelos compendios especiaes. Len-
do-os é impossivel saber-se qual a differenga entre
a apreciagdo algelrica e o uso arithmetico das series;
o estudo sobre convergencia é dado de mistura com

os methodos de desenvolvimento, e guast sempre
sobiecarregado de thearemas desnecessarios; as series
trignometricas sdo estudadas conjunctamente com as
series exponenciaes ¢ logarithmiticas de modo a tor-
nar necessario conhecimentos de trignometria em
um dominio que prepara simplesmente a basc para

0 estudo geometrico. :
Elemontos de Algebra=—37
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Denomina-se serie toda expressio de namero illi-
mitado de termnos deduzidos uns dos outros segundo
uma lei constante qualquer.

No estudo das series distinguiremos duas phases
distinctas: 1* a phase em que se expde os methodos
por que se desenvolvem as formagoes em series—é o
estudo algebrico; 2' a phase em oue sdo estabele-
cidas e estudadas as condicdes que devem satisfazer
«s series para que os valores por ellas fornecidos
scjao sufficientemente rigorosos— é o estudo arith-
metico.

Occupemo-nos com a primeira parte. Historica-
mente os desenvolvimentos indefinidos emanaram pri-
meiramente da divisio. Tal foi o modo por que
Mercator obteve uma serie segundo as potencias in-

teiras da variavel, desenvolvendo a formacdo b
‘ a X

segundo as regras formuladas pela divisao.
Com effeito, effectuando a divisdo de 1 por a4-bx

obtemos para quociente :

Este meio de desenvolvimento em serie pode mesmo
applicar-se a uma formacdo fraccionaria transcen-
dente, uma vez que ndo se sujeite o desenvolvimento
. resultante 4 condicgdo de ser algebrico.

|
A formagao, por exemplo,a——nx, pode ser desen-

-+se . -
volvida em serie, effectuando-se directamente a di-
senx _ sen‘x
a b u?
Depois da divisio devemos considerar as series
como emanando da extracgdo de raiz sobretudo appli=

cada aos mais simples binomios.

. .1
visdo, o que nos dd— — ete.
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Foi exactamente este o meio por que Newton ob-

teve a serie 2
- xg x4
3 (R e
LT Szl3+ 8Y0;

extrahindo a raiz quadrada do binomio a’J-x*. Nés
podemos tambem por este meio desenvolvor forma-
gOes irracionaes transcendentes, desde que ndo se
sujeite o desenvolvimento a ser algebl;ico, taes, por

exemplo, como a fornacdo (senx—b?) % .

Estas dnas origens dos desenvolvimentos em serie
tiveram mais tarde um resumo commum representado
pela lei binomial de Newton. Ests novo meio de
desenvelvimento abrange nem sé o0s casos relativos
4 divisdo, mediante a transformacdo de Wallis, do
quociente em um producto com um factor affecto de
expoente negativo, cemo tambem os casos das raizes
pela consideracdo das potencias fraccionarias.

: i Dl
Assim, por exemplo, a formacdo e pode ser
ansformando-se

1
em bla*4-bx)=!; a formagdo (x--3b)™ pode tambem

ser desenvolvida pela mesma lei, a qual, como ji
tivemos occasido de dizer, estende-se a todo e qual-

.

desenvolvida pela lei de Newton, tr

quer expoente. -
A primeira formagdo nos di o desenvolvimento

= | -2 3 -3
b{a?j—btx(a%)+-bx(a®)— ete,
1 1 -—I-—l

. m 3b+

a segunda nos dd; x™4—x
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Consideremos as formagdes simples a* o log =, €
vejamos como é possivel deduzir indirectamente,
com a applicagdo da lei de Newton, 0s seus desen-
volvimentos em series.

Para obter a serie exponencial 0 artificio con-
siste em substituir a base a da formagdo por um
binomio cujo primeiro termo 6 a unidade. Seja
a—1--b, temos :

Uy, B g =Tl (xxliEEd ; :
(1-b)* =14b+ b b® +ete., orde

1.2
nando em relacdo a z, temos:
2 ba ‘
x—(1+bj*= —_—— ——
as —(1+bjr=14(b ) +3 4-{«:;'.I:c x

3 2
+(bs_%l'i.+etc.1_§--:-[ Jxifetc.

Fazendo K:b—%—-—l—-g-—--l—c'rc., , ,—_b‘-:?_:i_g-etc...

temos : -
_ar—1-+Kx-4-Ax*4Bxtete.

Este resultado nos mostra que 0 desenvolvimento
da exponencial obtido pela lei de Nuwton, tem 0
inconveniente de apresentar como coefficientes for-
mulas indefinidas, de modo que torna-se impossivel
apanhar o modo de dependencia que existe entre
elles.

Este modo de deducgdo, porém, tom a vantagem
de fazer conhecer a expressio do mais simples d'entre
esses coefficientes representados por K, ficando 2

quastdo simplesmente dependents de obter-se um

m_OdO porque se possa directamente subordinar #
este t_odos os mais coefficientes do desenvolviment®”

Os_mcomenientes que apresenta 0 desenvolvi*
mento em serie da exponencial pela lei de Newton
desapparece com o emprego do methodo de Des
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cartes, de que ji tratamos no estudo das equagoes
do 2° griu,

“onsideremos a formagdo experiencial a*. A ques-
tdo consiste em igualar esta formacio a um poly-
nomio inteiro em x com os coifficientes indetermi-
nado e desenvulver para com a igualdade assim
obtida a_comparacdo resultante de um caracter suf-
ficientemente simples da formacao considerada ; ca-
racter que, segundo Comt=, se reduz a fixar a lei
segundo a qual se modifica a formacio quando a
variavel idependente sofre uma modificagfio a mais
propria para simplisficar uma tal relacdo.

Facamos, pois, a*=A--Bx--Cx+4-....ote.; sup-
pondo x=o temos a°=—A=1; o desenvolvimento dave
porconseguinte ser : a*=1--Bx4-Cx*J-Dx’4-etc. (2)

A propriedade ou o caracter mais simples que
temos de traduzir n'esta ignaldade é o seguinte a
[ormagio exponencial fiea elevads ao quadrads quando a
variacel independente, o que algebricamente se traduz
por (aX)>—=a2,

Esta propricdade traduzida ‘na igualdade hypo-
thetica nos furnecerd cois desenvolvimentos os quaes
identificados nos dariv um numero sufficiente de
equagoes de 1° grau para determinar 0§ coefficientes
do desenvolvimento primitivo.

Elevada a igualdsde (1) av quadrado temos :

(a®)=1--2Bx-{B*--2C)x*+-(2BCH-2D)x*4
+(C*4-2BD4-2E)a - etc.

Substituindo em (1) x por 2x temos:

a%—]-+42Bx--4Cx*}-8Dx*+-ete:
resulta pois :
1+2B£4.th 18Dx'+ ete. =1--2Bx--(B*4-2C)

X4 (2BC+2D)x’+ ete; identificando, temos :
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2B=2B, 4C=B*+2C, 2BC+-2D=8D, C*+2BD-}-
2E__1CE, ete. ;
P? B? B!

d’onde C:-_)—. D= 535" }?}::234

Substituindo estes valores em (3), temos :

H 3 ‘
ax:+le+-g— x’—l—-il)iﬁ—x’-{— 2%—4 x! etc., (a)
serie na qual facilmente podemos induzir a lei de
formagdo dos termos pelo primeiro B, a qual con-
siste em que cada termo é igual a uma potencia do
1° marcada pela ordem que elle occupa, dividida
pelo numero de permutagdes marcado pelo mesmo
expoente.

A questdo estd em determinar o coefficiente B ao
qnal todos os outros se acham directamente subor-
dinados.

Este coefficiente pode ser obtido pelo desenvolvi-
mento da exponencial, segundo a lei de Newton,
como ji fizemos, e assim teremos a ‘sua expressdo :

a—l1)* la—1])?
kB:[a-—l]-—[q 2J +_II 31) —gte.,

efc.

~a qual éo valor de K, substitnindo-se b por seu valor

a—]1 tirado da equagdo a=1-+b.

QOmo o coefficiente B, entra na formula (a) como
variavel, podemos obter ainda o sen valor do seguint®
modo. Fazendo x=1 em (a], temos :

. B B

a1+ B4 ———tote., (1) fazendo, n'este des
gnvolvimento, B=I, e representando por ¢ © valor
do desenvolvimeato para esta hypothese, temos :

e YEGE =T X
base de Neper. .




— O

Fazendo no desenvolvimento (a) Bx=1 ou m—%_,
temos :
= 1 1
a“:1+1+-§—+—m+etc.; comparando esta
1
igualdade com a igualdade (2), resulta: a®—e,
ou a=—e®; tomando os logarithmos: Igu=Blge,

lga ; '
d'onde B—= i que serd o valor do coefficiente B.

t=]
Substituindo este valor em (a), temos :
Iga lga |2 x* lga 2 x°
at=]+ —=—x ( ( ) f-etc.
bl =T \Tge ) 12 " \igs)) T2saice
Se na igualdade a=—e® os Jogarithmos forem to-
mados em um systema de base a, o valor de B

1
serd B:I—-se for no systema de base ¢, o valorde B
oe
=] = =
seri B=la: resultio assim os desenvolvimentos cor-

respondentes :

gl ol \"‘x‘_L_
e ¥ —_— ] e, 4,
) _1+( igc)'\_}—( lge)l? Rl
. X
a':l—f—l.ax—[—(l--’l)"l—.g'{-etc-

Fazendo na primeira a—e, temos :
x* x*
i | |
=117 51123 REEE

formula qus nos d4 o desenvolvimento dfa um oumero
em formagdo do seu logarithmo necperiano. |

Basta comparar esta serie coimn a serié (4) para
immediatamente vér-se o quanto g adopedo da base e
simplifica muito a questdo, apresentando, sob o ponto
de vista algebrico, vantugeim, sobr: tod.a mu.z:a
base qualyuer, de um desenvolvimento muito mais
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simples, 0 que necessariamente facilita as transfor-
macoes, facto capital em algebra.

A base de Neper, como vemos, é obtida do desen-
volvimento (a), fazendo-se duplamente igual & uni-
dade o producto Bx de que clle depende; e ¢
equivalente a0 numero dois sommado as reciprocas
de todas as avaliacOes successivas da formula das
permutacoes.

Para obter indirectamente, mas de um modo expon-
taneo, a seric logarithmitica basta comparar o valor
;EE do coefficiente fundamental B, com o seu valor
c%l'l geric ja obtido pela lei de Newton. Teremos, entao:

lga_, 1)_-(3'_13’:_(3':'1#'

Ize 2 3
(a—]

d'onde lga:lge’—(a—-l]— 5+ etc;J

fazendo a=1+4-x. temos:

1 3
Ig(l4-x }_—_Ige”x—f——l- -

8l-g

e elC-

=

- =

1.
—tete s tomando 08

logarithmos no systema neperiano, B serd igual ao

logarithmo neperiano da base a ou B=| a e entdo
) i

l-(l-i—X)=I—i‘é—|—x3 -x—;-—|— etc; que representa a
serie logarithmitica.

Po-demos ainda obter esta scric da serie expo-
nencial por uma inversio dos cocfficientes indetermi-
I-Jados. Esta questio é uma applicagao do methodo
inverso das series cuja primeira idéa devemos 3
Newton. Seguiremos para resolvel-a o modo que
emprega os coefficientes indeterminados como o mais
racional e mais simples. O problema resume-se 0O
seguinte: dada a serie y=ax-+bx*4cx*| ete sendo
a, b, ¢, conbecidos, obter a serie, x—Ay-}-By'-etc:
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x? x3 \
Seja dada a serie y—l-f-] Ers +l 53 - ete,

que representa o desenvolvimento da exponencial ex.

X8 X$
¥ . 4 d — : - : = l
Fazendo y—1=z. temos =751 113+atc
(1); quer-se obter x=Az-}-Bz*}-Cz}-ete. (2). Ele-

vando successivamente a igualdade (1) ao quadrado.

4 ]
ao cubo ete: z'-.:x’—i-%-{-x’-}-—-;-—}- ete.

' 3x! ot
z’:x'—}—:?—x—}- ete, z'=x'4}- etc, substitnindo estes

valores e o de z dado por (1), no desenvolvimento
de x, temos:

4 B {
N=: lx—}- Al —f—otc-}—Bx’_]__x_’_
(' 4
+B \’—}--—-—{-etc J—(,x‘-{— +etc+Dt‘+
d'onde resulta : .»\-—I::a,———]—B:O —-f—-B-f—C::q,
7B 3C Y
4 ——+D=p0 etc; e por conseéguinte:
A—l B:—--%-, =3 D:————;— ote ; substi-
tuindo estes valores em (2] temos:
I 2 y— 1 -
x:-—zl- —-—-—-—+-etc. ou X="5 :
{}'_'1]! 1 (y_l)’_ ote. P
i ¢ e aind i

Sendo o segundo membro da serie dada o valor de
e*, ‘resulta y—e®, tomando 0s Jogarithmos neperia-
nos ly=x, d'onde :

=1 -——1 (y=1)°
ly=2 4 : (3 ¥ 42— y — ete.

~
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serie que representa o desenvolvimento do logari-
thmo neperiano.

A serie logarithmica pode ainda ser obtida directa-
mente pela applicagdo do methodo fundamental de
Descartes 4 formacdo lgx. O desenvolvimento hypo-
thetico neste caso ndo pode ser lgx—A--Bx{-Cx*
etc, nem tio pouco lgx=Ax-4-Bx*4-etc, porque, no
primeiro caso fazendo-se x=o resulta 0 absurdo
Jgo=A, pois o logarithmo de zero é infinito; no se-
gundo caso resulta lgo=o0 o qie tambem é 1m possi-
vel. Para tornar neste caso compativel o desenvol-
vimento supnosto com a natureza da formacao, nsa-se
de um simples artificio, o qual consiste em consi-
derar ndo a formacio lgx, mas a formagdo Ig(1+x), 0
que para a annullagio da vamavel dd lgl=o; a igual-
dade serd, pois:

lg(1+x)=Ax-+}Bx*|-Cx’-ctc. (1).

A propriedade que deve ser traduzida n'esta
igualdade é a seguinte: para com um binomio onde
a variavel estd sommada A unidade, a - formagdo
logarithmica duplica-se gquando a variavel & subs-
tituida pelo seu dobro sommado ao seu quadrado; o que
se traduz algebricamente pela equacao lg(l+=x)=
=lg(l 4 2x--x)=2lg(14-x).

Formando, pois, a expressio da substitujcdo 03
serie (1) de x por 2x--x°, temos:

1g(14-2x 4 x*)=2Ax}-(A-}4B)x*-+
(4B+8C)x’+-(B4-12C-}-16D)x*}-cte.
tomando o dobro da mesma serie:
2lg(14-x)=2Ax+4-2Bx*+-2Cx*}-etc;
estabelecendo a comparagio :
2Ax+ (A-H4AB) x>+ AA4-8C)x? - ete=
=2Ax-4-2Bx"'+2Cx%-etc
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Identificando :
2Ax=2Ax, A-}4B=2B, 4B{-8C=2C etc; d'onde
A A
A=), B———-—-—;— C—T‘ etc.

~

Estes valores substitnidos em (1) dao:

ler(1 =A _‘._\_I_L__tl-._t;' g‘\_ arie
g(14-x) (l 3 T g __‘-1—ecf Sarie

Jd obtida anteriormente.

O coefficiente 4 ao qual todos os outros se achio
subordinados fica indeterminado desde que a base
do systema de logarithmos ndo é especificada, mas
facilmente pode ser determinado sendo fixada a base
cujo logarithmo é sempre igual a unidade.

Taes sao as applicagdes caracteristicas a que se deve
imitar o emprego do methodo de Descartes no
estudo da algebra isolada. Para completar a apro-
ciacdo algebrica das series devemos agora tratar do
importante uso algebrico da serie expunencial, dado
por Lagrange. o qual consiste em deduzir d'esta
serie a expressdo da lei geral do desenvolvimento
da potencia de um polynumio qualquer.

. 2

Consideremos a serie c=1+—?—%~1—)::2—-
substituindo x por i(p+q+r-+ete),

] z 3-l-etc

teremos:

‘”"”*”—1+:fp+q4+tc>+ S paetor+
| tis S(H-q+et<=)+
-,'-l-—g".—I—(p-f—q—}—etc)‘—fr. ..¢c tambem:

Lo

*
e e

.
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i(p+q+elc)  ip Iq 1*p*

ir ) L 1
e =¢ X e X e Yete=(i4-ip + -i-%—l—
iSPI 1 . llq! : i’ql +
g et a5 13

i:rz i!rs

~+-ete)(1--ir4- 15 - 1'2.3+etc))(etc.

d'onde resulta : i
(p-4-- otc}’i' _
] = - e '+-

1-HpHatetd)i-—— - |

Pt i

-}——;,qz— ~-etc)(1-4-ip4- -ilii_%"l'em) modCLX

Para identificar estes dois desenvolvimentos é pre-
ciso determinar o termo affecto de x® no seguudo
membro. O coefficiente d’este termo se compora de

tantos termos da forma S LA
1.2.3...aX1.2...0)X1.2 €K o

quantos sdo os.valores differenteé que podemos dar
a a, b, ¢ etc contanlo que seja satisfeita a ignaldade
a+b+c4....=m: o conjuncto d’estes termos igua-

PPk ereed)”

| U5 PO e m
primeiro membro, representard o desenvolvimenio
deste coefficiente, e entZo wmultiplicando ambos 08
membros da igualdade por 1. 2.....m, o primeiro

-

membro se redusird a (p4-qi-etc)® e o segundo re-
presentard o seu desenvolvimento. Effectunada esta

multiplicacdo o segundo membro se compord de
termos da forma:

lados ao coefficiente do termo x™ do

1 .2.:3 ...... [Eﬂ——-l)uﬂ

1 b an P

1.2.3......aX1.2,mle_2.__.cx‘_.xpa Q> .-
ou ainda: .



— 589 —

1.2.3....a(a+1).....(m—1)m
192,300k 1128,,. 5 Xe. . P AN rhetGSs
m(m—1)(m—2)......(a+2\(ax1
_nm—lm—2)..... a2t

Da igualdade a+b+t.....=m, tira-se a=m—b—
—c—etc, d'onde a formula do termo geral serd:
m(m—1)(m—2)...(m—b—c—etc 1) b e

182G b XL.2 30 e et = | et
que traduz a lei geral do desevolvimento da potencia

m do polinomio (p4q+etc).
ESTUDO ARITHMETICO DAS SERIES

Tendo apreciado as series exponencial e logarith-
mica sob o ponto de vista algebrico, resta-nos o seu
estudo sob o ponto vista do calenlo dos valores. Al-
gebricamente toda questdo relativa ao maior on
meuor rigor com que nma serie pode ser avaliada é
Inoportuna ; a questdo deve limitar-so a transfor-
macdo das formagdes sam 1nterveucdo alguma da no-
cdo de valor, que, repetimos ainda uma vez, 86 sarve
para perturbar a generalidade necessaria do dominio
algebrico. Desde que se trata de transformar uma
formagio em um desenvolvimento em serie nada nos
deve importar se este desenvolvimento pode permittir
uma avaliagdo exacta ou ndo; a questZo a indagar é
se 6 possivel a transformag@o, o qual o meio mais
racional e mais simples de obtel-a. -

Quando, porem, se quer realisar a2 phase ari.thme-
tica da questdo, isto é, quando se deseja avalfar as
formacges consideradas, torna-se entio necessario ver
se o desenvolvimento que tem de substituir a for-
macao para os valores particulares dos seus elemen-
tos, fornece um valor sufficientemente exacto, o que
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exige sejdo satisfeitas certas condigdes as quaes siio
representadas pelos caracteres de convergencia.

Uma serie diz-se convergente quando o erro que se
commette em sua avaliagdo pode ser tornado tdo
pequeno quanto se queira.

Consideremos a serie (1) u,. u,. uv,.... etc, e seja
Sp @ somma dos » primeiro termos. Se para valores
crescentes de n a somma 8, aproximar-se indefinida-
mente de um limite s, a scrie serd convergente, € 0
limite serd a sua somma; se para volores crescentes
de » a somma s, ndo convergir para limite algum
fixo a serie diz-se divergente e ndo terd somma.

Para que, pois, aserie (1) seja convergente é neces-
sario que para valores crescentes de n a somma s, —
—=0,4-u,+.....0n+; tenda para um limite fixo s, ou
por outra, é nescessario que para valores imfinita-
mento grandes de » as SOMILAS 8y 85—, . Sa—u efc,
deffirido do limite s, ¢ portanto entre si, de quanti-
dades infinitamente pequenas.

As differencas entre a primeira somma S, e cada
uma das seguintes sendo dadas respectivamente pelas
equacoes :

Sn+l"'"sn =U p, Sn-l-?"‘_sn =\Up +u n+1r Sg+3""'Sn ==

=Ug +Up1-+Uns2, etC

segue-se que para ser a serie dada convergente ¢ ne-
cessario primeiramente que o termo geral u, decresga
indefinidamente quando n cresce, e ainda mais, que as
differentes sommas ug, U, + 1,49, etc tomadas a partir
de u, em numero qualquer, venh#o, finalmente, a dar
valores inferiorcs a todo o limite assignalavel.

Seja, por exemplo, a progressio geometrica.

1,x,x*x* etc (1). Se x ou a hase é maior que a
unidade o termo geral x, crescerd indefinidamente
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para valores crescentes de n e badta isto para indi-
car que a serie é divergente ; se x===t1 ainda a serie
serd divergente porque neste caso o valor do termo
geral serd igual a unidade e ndo decresceri para
valores crescentesde n ; finalménte, se x é menor que
a unidade as sommas dos termos da serie a partir de
x" , em numero qualquer, isto é, xP, x? --xitl=

~3

X 1 = X0 -f—t“""—}—x“'f'-'——tﬂ s ete,

o 1 1—x

estando comprehendidas entre os limites x* e ———

cada uma d'ellas pode, para valores infinitamente
grandes de n, tornar-se tio pequena quanto se queira
e por conseguinte a serie ou a progressdo é conver-

gente.

Consideremos ainda como exemplo a seria harmo-
: 121 LA
nica I.T, e e -—n;'i ete.
N’esta serie o termo geral — decresce indefinida-

mente com o valores cresccuteq de n; mas a serie é di-
vergente por ndo ser satisfeita a outra condicdo, porque

: 1 '
a somma dos termos a partir de — até o termo —
n4l 2n

mnclusive, isto é, a somma
1 1 1 1
+.._.-

u'+1 Tn-.-i—:?, sasresns ..2_[]-—_1 2n
qualquer que seja u, fica sempre superior ao producto

1 1.
e

segue-se d'aqui que esta somma ndo decresce indefini-

"damente com os valores crescentes de n como deveria

acontecer se a serie fosse convergente. 7

Designando por s, a somma dos n primeiros termos
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da serie harmonica e por 2™ a mais elevada potencia
de 2 comprehendida em n+1, teremos :

S =lf b ul i L
fd b 1 1
+(3+4)+( e +8)
1
bogas +( 2,_,_{_14_2,*]_}_24- ...... )
¢ portanto :
S0 Lo+ b=l

d’onde conclue-se que a somma s, cresce indefini-
damente com o0s valores crescentes de m e por con-
seguinte com m, o que vem ainda confirmar a
divergencia da serie.

A estas nocdes geraes sobre a convergencia das
series devemos reunir dois theoremas que sdo ne-
cessarios para o estudo arithmetico das duas series
fundameutaes que estudamos.

°. Theorema—Uma serie de termos positivos €
con?ergente quando para valores crescentes de n 2
o+1
TV
o precedente converge para um limite K menor que
a unidade.

Com effeito, tendo-s» \

relagio ——entre um termo de ordem qualquer €

i i 2 I L 1)
2K !

< K ete, resulta
Ua Ugt1 Up42 '

a1 <Kuy, v < Klug, v, 5<K3u, ete,
de modo que os termos da seric dada ussq, Unsaetc:
§30 menores que 0s termos correspondentes da pro-
gressio geometrica decrescente,

st

i bl B
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Ku,, K?u, etc. & porconseguinte a serie 6 con-
vergente. Se o limite K é maior que a unidade a
progressio geometrica serd crescente, e portanto, a
serie dada divergente; se K é igual a unidade este
theorema nada pode decidir a respeito da conver-
gencia da serie.

Para conhecer-se a precisdo da avaliagdo n’este
caso, isto é, para determinar-se o limite do erro que
commette-se tomando a somma até o termo de nma
certa ordem, procede-se do seguinte modo: Consi-
deremos o termo ug a particr do qual a relagdo de
um termo para o precedente é menor que um nu-
mero K ioferior a unidade. segue-se que os
termos seguintes g1, Us4a, Uspa etc. s30 menores
que os termos correspondentes da progressdo geome-
trica Ku,. K%us, K3y, etc. e, portanto, a somma dos
termos despresados inferior a somma dos termos desta

u !
progressio ou —l_:I— ; d'onde, designando por E este
)

erro teremos: E < .
]—K

2° Theorema— Uma serie de termos alternadamente
positivos e negativos é convergente quando 0s seus

termos decrescem indefinidamente.
Seja a serie u——u+u——u+. 85 -|—u—u+u—etc
1 3 4 +1

n—1n

na qual, u>u>u. ....>u >u>u ete.
1 208 p-1 o o4l

Supponhamos n um numero par, teremos:
=1, 8=, —U,, S=(0, —uJf-u=u—(u,-u,),
=(“1—“9)+ ) = U — (U=, =,

L — L

~-~i’u—u)(u—-u) —Hu-l—u)-—u—{u—'u]—.
2 '3 1

n 1
—-—(u—-u). v .—(u—u)—-u
0—32 o—I1 n

Flementos de Algobra—33
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Analysando estes resultados vemos que as
sommas de ordem impar vdo diminuindo e as de
ordem par vio augmentando, ce modo que po-
demos obter uma aproximagdo para menos ou para
mais, semelhantemente ao que se 44 nas fraccoes
continuas, conforme considerarmos um numero par
ou impar de termos. Suppondo agora que se tenha
gsommado os termos que precedem a u,, 0 erro

commettido serd: E=—u--u—u--etc ou
n o+l n42

E=—[(u—u )4{u —u )--etc], o que nos
n n+4-1 n4+2 043

mostra que erro terd sempre o signal do primeiro
dos termos despresados u,. Esta igualdade escripta
sob a forma:

E=—[u—(u—u )—(u—u )—etc] mostra-nos
n n+1 o432 n+43 n44
ainda que o erro E é menor do que o primeiro dos

termos despresados, e como este pode se tornar ta0
pequeno quanto se queira, pois que os termos da
serie decrescem indefinidamente, segue-se que 2 serie
estudada é convergente

Appliquemos estes theoremas ds series ja consi-
deradas.

Consideremos em primeiro lugar o desenvolvimento

m(m—1)

de Newton [1—|—x)"=1—|—mx+—1—é—-— o

1.2.3......(0—1) X -etc

O primeiro theorema nos da:
Up1 _ m(n—1I)...(m—n41)
Dy oy 12......n =k
m(m—Il).. (m—n4-2) =1 m—p}1
PR m—l) Vo anE AT i
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n 1 m-
—(m+ L [1 H : cujo limite é:
m—}-l Jx=—x

Resulta, pois, que o deseuvolwmento de (l14-x)=
serd convergente quando o valor de x se achar
comprehendido entre -}-1 ¢ —1.

Seja a serie exponencial :

Xt X3 x* x

X i : 5

TI3T Taa T Togat T o

O mesmo theorema nos di:

Upiy X" X X
u, ~1.2:n0 1.2..0—1

\ lim—[l-—

AL L
cujo limite é lim — =0 0 que nos mostra que a
serie exponencial é convergente qualquer que

seja z.
Consideremos a serie logarithmica:
xJ . .

T ——-ete,

IT?T-S'-—!—... ceaes -

O primeiro theorema nos d4 :

n+-1 i
Upyp X _x_nx=lx'

u, o1 o ol 1-}-2

cujo limite é lim. —— x=x; segue-se d'isto que a

o

serie logarithmica serd convergente quando o valor

de z for uma fraccdo positiva ou negativa.
Verificada a convergencia da serie logarithmica

podemos por meio d'ella obter os logarithmos dos
numeros, sendo 0s erros commettidos, como vimos,
sempre inferiores a0 primeiro- dos termos despre-

sados.
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Como, porém, esta serie tal como a determi-
namos ¢ pouco convergente, isto é, exige um
grande numero de termos para que a somma apresente
a necessaria aproximagdo, torna-se necessario antes
da phase de avaliagio sujeital-a a transformagdes
convenientes destinadas a fazer desapparecer esse
inconveniente de muito peso para as questdes nu-
mericas.

D'ahi resultam differentes typos de desenvolvi-
mentos mais ou menos vantajosos para a avaliacdo
dos logarithmos, dos quaes passamos a tratar.

Consideremos a serie :

y ' :
lg 3*5‘['&'-“ T+ T—eto. (1)

Esta serie n3o é convergente e por conse-
guinte ndo pode servir para achar-se o logurithmo
de um numero dado y sendo quando este differir
pouco da unidade.

Mas, diz Lagrange, podemos tornal-a convergente

Fede ] 1
em todos os casos, substituindo y por (y}T e como

1
lg(y)“:-lfl;_—' temos :
| PR T
g y=% (ylr——l—-;(tyi“r"—l\_
i 3

1
45| (F)7T—1 | —ste. ]

podendo r ser um numero positivo ou negativo.
Ora, qualquer que seja y pode-se sempre extrahir
1
a raiz de um gréu r tal que (y)* seja um pumero
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differente da unidade de uma quantidade tzo pequena
quanto se queira, o que permitte 4 formula dada
fornecer o valor de lgy com toda exactiddo de-

sejada.
1
Se r é negativo (y) T torna-se T € a serie serd
(T
1
lgy== " = _( 1 1\,‘!- etc |(3)onde
(Jf A yylaez L

todos os termos s3o positivos. Pode-se assim ter

para valor de logy, a vontade, uma serie cujos ter-
mos sejdo todos positivos ou alternadamente positivos
e negativos, porque y sendo um numero maior que

a unidade (y) * sera maior que a unidade, & sendo y
1 I

menor que a unidade U)Ttambem serd; mas as dif-

ferencas serdo tanto meunores quanto maior for o
1

indice r da raiz, d'onde resulta que (yJT—l 8

1— serdo positivos no primeiro caso e negativos

(y)r
no segundo. Se a € a base dos logarithmos de sorte
que lga—l, pode-se pelas mesmas formulas determi=-
nar com a desejada aproximacdo o modulo A, porque

fazendo loga=1, resulta:

1 1 ' i
106 AL PR U L ) _
a r._-l_...:-)_..\ (a) f——l/-{—?\qa, —1 —-BE(.J

A—r
Oll-
o |
A=l 1 _1.'2(1 J_)+°t°]
: Kig, L

L @
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E’ claro que as series dadas para valores de Igy s3o
necessariamente convergentes, desde que se extrahir
1

de y uma raiz r tal que (y) F —1 seja uma fraccdo
serd

menor que a unidade, porque entdo 1

3
uma fracedo ainda menor pois que
1

1 () r-—1
35S N
(y) * (¥) "

N'estas condigdes a serie (2) dard
1

lgy <—;—( (y_].’_——l , e a serie (3) dard

r/ 1
lgy>x(l——-—_l_).
(¥)

Tem-se assim dois limites para o valor de Igy, os
quacs pndem ser aproximados tanto quanto se qucira
1

tomando-se r cada vez maior. Se for (a) ¥ <2, temos

1
pela mesma rasdo: A.<r({a)"_—1)>(1 1 - ], B

3 (a]T
visivel que a differenca entro os dois limites de 1gy
- 1 ’ 3
el [ — 1
sendo: il (¥) —-1)—‘1— T/ 0 erro que
(Yl

se commette tomando uma ou outra d'cstas expres-
s0es limites para lgy serd menor que qualquer d’estas
quantidades; de modo que por estas cxpressoes
podemos ter os logarithmos exactos até s algarismos




1
tomando (y) " tal que apresente s zeros depois da

virgula e antes dos algarismos significativos.

Em geral, pois que o erro vai diminuindo 4 medida
que se toma o indice r maior, pode-se dizer que este
erro se torna nullo ou muito proximo disto, se r é
tomado infinitamente grande, de sorte que entdo se
poderi considerar uma ou outra das formulas

1
r I r 1
3o =)
(7is
como a expressdo exacta de Igy.

Conclue-se disto que os logarithmos cntrdo na
classe das potencias e formdo o primeiro termo da
serie das potencias cujos expoentes crescem Ou de-
crescem desde zero, ou o ultimo termo das raizes
cujos indices augmentio infinitamente.

E tambem sob esta relagdo que se pode dizer que
um numero tem uma infinidade de logarithmos, pois

que a sua raiz infinitamente grande tem uma infini-

dade de valores.
A melhor maneira de usar da formula precedente

é tomar para r uma potencia de 2, pois que assim 6
se terd de fazer extraccdes de raizes quadradas.

Foi por este modo que Briggs calculon os pri-
meiros logarithmos. Elle notou que fazendo extrac-
cdes sucessivas de raizes quadradas de um numero
qualquer, se se para em una destas extracdes, em
duas vezes tantos decimaes quantos zeros ahi existem
depois da unidade, quando s6a unidade estd antes
da virgula;a parte decimal desta raiz é exactamente
a metade da raiz precedente, do sorte que estas partes
decimaes tém cotre si a mesma relacZo que os loga-
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rithmos das mesmas raizes, o que resulta identica-
mente da formula precedente.

Este methodo é muito laborioso pelo grande nu-
mero de extracgdes de raizes que exige para ter-se um
resultado com muitos decimaes, porem as series que
demos servem para o simplificar e completar, porque
qualquer que seja 0 numero y bastard extrahir-se al-
gumas raizes quadradas até que se chegue a um nu-

1

mero (y) * que depois da virgula sé ténha a uni-
{

dade, ent3o as potencias de (y]_’-serio fraccdes tanto
menores quanto mais elevada as potencias, de modo
que bastard tomar-se um certo numero de termos da
serie para os logarithmos exactos até a ordem deci-
mal que se quizer.»

Para construir uma taboa, porem, convem estabe-
lecer series que exprimio um logarithmo qualquer por
meio de alguns logarithmos precedentes, e que sejiio
sufficientemente convergentes para ndo exigirem
grande trabalho numerico. Para obter isto temos ainda
0s diffferentes typos queresultardo das trnsformacoes
feitas 4 serie logarithmica.

Substituindo na serie (1) y por 14-b e substithindo
A por seu valor temos :

1 2 '
log(14-b)=——(b— }; L b

3 2 etc)
mudando b em—b, temos -
g b* b?

tomando a differenca entre cstas duas igualdades :

1+b 2 . b b ] b?
(55 i g e
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Fazendo nesta igualdade

14-b
lj; =]- L"—" ou b"‘z + , temos :

fim 2 N b7
1&'(1‘1‘7‘):"_[.)“_}_[1 ™ (.31'—}- )+°t0]
Porem Jg[l-}—-»— ——Jg( Lol j=lg (n+u)—Iga; fa-
)‘

zendo u=1 teremos :

lg(o-1)=lan )[’u—l—-l+ (’:-H)"}' etc]

serie tanto mais convergente qnanto maior for n. Por
ella podemos calcular l.a para a=I0, porque :

Ign_—'l d’onde l.n=l,aXlgn, de modo que mul-

tiplicando ambos os membros de (¢) por 1.a, teremos
os logarithmos na base neperiana, ¢ vird :

£ () L s L A8 D
l-[n-}-l):l.n—[—é’_‘zu_f_l = \U“_’_l/-{-etc]

Fazendo successivamente n—=4 e¢ n—1 teremos:

g DS [ WS [ s
10221.2+2(-§-—:W5[—'9)5T0t0).lu[ —'3-—-+

1 ] 3y j
——4 L gtci).

+3[3Js 1 5[3)' iy |
d’onde resulta : 1.10=l.541 2—=2,30258509..... e
T—I:—=0.4342944819 etc que serd o modulo para

i. 1 ’
passar do systema de Neper para o do Briggs.

Vejamos outra transformagdo. Fasendo na formula

l 2
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n'~3n+2\ 1 2 1/ 2 \.
[ 3n \

g ( n'=—3n , RE

\ n*=—dn / %

1 2 ’ T
T 3 (n‘—én ) Tl J;
2

fazendo na mesma formula y=-—1

—— {emos:
n*—3n’

i n'—3n4-2\ 1 [ 2
g( n’—3n /% la | n*—3n
_1f

2| m—3n )'_':3'1' ( u=—2—3n )*_em]

subtrahindo esta igualdade da primeira:

]g(n:_sﬂ\ @(L—aﬁ);

n*—=3n / n*—3n
.....lg( 3n-|—2\ D PRI AR SN
n—3n-2 / l.a | n®*—3a0 ' 3\ n'—3n, o

_]__;__( n*—3n ) -}-etc]
n*—3u+2  (n—1}*(n4-2)
n"—30—2  (0-1)(0-2) "
2lg(n—1)+lg(n42)-2lg(n+}1j—lg(n—2)=
et 2 10 2 %
~la'l v'=3n * 3\ o’ )—T—etc-l -
lg(n+2}=1g(n—2)+21g(u+1)—21g(n—1)+
BE 2.4 [ Rl 2 &
il a | n*~3n ' 3\11’-—3:1/

Esta serie nio é sufficientemente convergente para
0 calculo dos tres primeiros numeros primos 2, 3, o

€ mesmo a partir do numero 53 ella é menos van-
tajosa que a seguinte, devida a Haros.

mas como resulta:

+-ete |




Consideremos a serie lg 1+: : Lb+
1+b
+-§-+?—}—etc'; fazendo = ou b=
_ o=l
-m—, obtem-se:

_2' 1 /7 n—1Y\
L) n-}-l+3\n+1/+

—f_i( n-+1 )+e-t-c | !

fazendo n——"— d’onde n—1= 4 e n+l=
=p—l—q ; resulta:
9
Ig—P—- ~ [ L(p etc |, =erie
q pFq qiser B\ p-l—q i J \

sempre convergente:
Suppondo p—=x*'—25x*=x*(x-+5)(x—5), e (=x"'—
—25x - 144—=(x*—q)(x*—16)=(x+3)(x—3](x+-
-4)(x—4), teremos:
lg(x-1-5)=lg(x+3)+lg(x—3)+lg( \c—}-ij-]—
—4)—]o(x—5)—2ex—
+lg(x—4) Ig['\ 5)—2lgx —( 2.:;x’+72
72 '\a -
| 3 \F=morm T L
formula que d4, tomando-se o primeiro termo, o8
logarithmos dos numeros maiores que 1000 com dez
decimaes exactos, tendo-se 0s logarithmos dos nume-
r0s precedentes com a mesma aproximagao.
Vamos dar, finalmente, uma formula que dd, to-
mando-se um pequeno numero de seus termos, 0s

logarithmos dos numeros superiores a 1,000 com toda AR
& proximacdo desejada em grande numero de casos. ¢

J




gt ,
i ' 1-+b e B
e Tomemos a serie log (f?’b}ﬂm[b-l-gh——l-ew.

sendo M o modulo ; fazendo-se — i2 =
- h xS
l

o\ L1

| _ ou b.._ g resulta lg( = b\_.lg( l)

o F ) 1 1 1 i )

b ' _2M(21’—1+3(2x’ T 8
d’onde : 2lgz—lg(x-[-l)—lg(x—l}_mi{ix—}:-i-

1
+ogyee )
on gz St ot

M 14
+ \2x'--1+3l2z'—l i “t‘")'
serie esta muito convergante. ¢I

) —iw pode ser
| ST T '
. _dgsgrasgdu e a formula reduz-se a : >

Ut

C m por esta forma apreciadas todas as theorius
rmalmente devem ser dadas no estudo da
\F solada; toda extensio que possam exigir ;)

o:gmoa uupenorea. nenhuma dﬁﬁculdade pﬂdﬁ

Se x é maior que 1000 o termo
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—2atb’ci*—

—Ra*bic’ete

X—:—a

F, (X] —Fy(x)=0
f:{_x)1=fn(x)

M—N
(1)
B: S=SA

(1)

1
D,(D,M,+C))
3x+Ty-+-Hz411u
—521

equagdes a duas

x‘-.-ﬂx’—l-.?mx-[-n

 quarta potencia ser

~ parte algebrica da

“solucdo

: (n—-ilrl‘—!-(a+m1-
: n‘(n-{-l} .7

B:‘bsc‘—l—] 0a’biel--

DDM,C)
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se.tc N :.'-_' AFIT

(a)
B>A
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3x+4-Ty—+52-4-
+11u=521
equagdes do 2° grau
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!‘—-2x’+mx+n ,
quarta potencia é &
ser L Sy

(1—a+r)(1+v




8k 2 S35, X285,
5
. 4 gyninEleat)
' 2.3
v 5 axEEDy
516 (1—x)—n=l
(4 o Ir—a
o 18 n— T~
5 4 Z e novas
5€10 Ay*4-By*...—0
5€15 (2)
«l8  quando a variavel
<17 (A=
582 2E-I1CE
«5 ax—-}1Bx—-ete.
17 a 1
‘e 3 T5.3 1924
—-ete.
3
1832 T Ta

S:l+3se + 2Sl
6

2><l'l(ﬂ:;|—1)=

(1—x)-o—l=
Ir—a

= r—1
Z @ U Novas
Ay'-i—_l_By“

Nl —0
(1)
quwzndo dobra-sa
a variavel.

(a7)i=
9E—=16E
a'=1--Bx-etc.

1§ 1 1
3153531
+-ete.

xt

1.2.3

‘sta errata s6 estio mencionados 0s erros mais
grs; quanto 80s outros o leitor tera a bondade

de rrigil-os,
indl-os.

pois, a simples leitura basta para -
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