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estudo das sciencias serve não só para desen
volver, e aperfeiçoar as faculdades intellectuaes co
rno para adquirir-se conhecimentos positivos. As ma- 
thematicas, como todas as mais sciencias, satisfazem 
estes dous fins, Um logico, outro scientifico; e deve
mos considerar o seu estudo debaixo d’eslos dous  
aspectos.

l .o  E' uma verdade geralmente reconhecida que 
para formar um perfeito e. completo raciocinador não 
basta a natureza sd; a experiencia nos easina quê k 
educação desenvolve faculdades que sem ella nunca 
se manifestariam completamente , não podemos ra
ciocinar correctamente sem aprendermos afazer bom 
uso da razão. 0  melhor modo, ou talvez o unico, de 
aprender a fazer bom uso de uma faculdade qual
quer é exercel-a muito, e methodicnmente. Às htcul- 
dades intellectuaes não podem ser aperfeiçoadas, co 
mo diz Locke, senão pelos m esm os meios que e m 
pregamos para aperfeiçoar as faculdades corporeas. 
Não podemos esperar que um homem escreva , pin
te, ou pratique qualquer outra operação manual bem 
e com facilidade, ainda que seja dotado naturalmen
te de muita força, actividade, e dextreza som que se 
tenha exercitado, e empregado tempo o exforços em 
adestrar suas mãos nos.movimeutos precisos.O  m e n 
ino acontece com a intelligencia, para que um ho
mem possa raciocinar bem , é necessário que racio» 
cione muitas vezes e sobre diversas causas; emíim. 
que exerça a intelligencia observando a eonnexão da*



ideias, e o eneadeamento doB pensamentos. Para este  
exercício mental, todos os assumptos servem; basta 
que se raciocine sobre unia cousa soja ella qual for, 
com tanto que a seu respeito se possa raciocinar com  
cpi lesa. As propriedades da matéria , as Iinguns , a 
historia natural, e as malhematieas podem preen
cher este fim. Mas um d'estes estudos deve sei' esco
lhido para dar principio á esta discinlina iritellec- 
tual, e a preferencia não deve ser arbitraria. As it:a- 
thvmalicas são particularmente próprias para esse 
fim, pelas seguintes razões: 1.° o seu objecto é o mais 
simples de Iodos, a quantidade: 2  o cada termo que 
empregam tem um sentido unico, e bem determina
do: 3.u os princípios solne que se baseam são eviden
tes e claros de modo que não podem ser contesta
dos: 4.“ as suas demonstrações são rigorosamente ló
gicas não empregando senão definições já estabele
cidas, princípios concedidos como evidentes, ou pre
viamente demonstrados . e nada devendo á autorida
des , ou á probabilidades: 5 .“ quando chegamos a 
uma conclusão pelo raciocínio , podemos verifical-a  
por meio de cálculos numéricos, ou de medições, o 
que nos dá uma confiança inteira cm seus resulta
dos.

Alem de todas estas razões, que só por si basta
riam para recommendar o estudo das malheinaticas 
como disciplina intelleclual, apresenta ainda uma 
outra grande vantagem, que é conlrahir a intelligen- 
cia por este estudo certos hábitos que são de muito 
proveito para a formação do espirito ; sendo o mais 
importante de todos o de concentrar os pensamen
tos e firmar a altenção profundamente.

Cumo alguns philosophos tem contestado a utili
dade do eslmlo tias malheinaticas como disciplina 
intelíectual, bom é determinar até que ponto favore
ce elle o desenvolvimento das faculdades superiores 
da inlelligeneia, e que imporlancia deve ter n u m a  
educação liberal, isto é n’aqúella em que o indiví
duo não é considerado como um instrumento em vis
ta de um fim ultorior, mas pelo contrario como scn«
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ão  eiie mesmo o seu proprio fim, em outros termos, 
n'uma educação que tom por objecto directo, c im -  
medfnto o aperfeiçoamento do homem com o homem, 
c não a sua aptidão relativa para excrcer uma pro
fissão qualquer.

lYuma educação deste genero todas as faculdades 
do espirito devem ser cultivadas igualmente, e como 
para o estudo das sciencias , que é um dos íins d:j 
vida humana, as (acuidades necessarias são as de ob
servação, inducção. e dedução*, é evidente que pira  
c aperfeiçoamento inlellectual do homerh , todas de
vem ser igualmente cultivadas , desenvoVidas, e des-  
ciplinadas; ioda cultura exclusiva de uma destas fa
culdades causa uma falta de equilíbrio mental, que 
não pôde deixar de ser muilo prejudicial. As malhe-  
maticas não exercem verdadeiramente senão uma 
destas faculdades , a deduetiva, as observações e in
duções n’esta sciencia sendo mui simples e limitadas, 
e nenhum exercício dando as mais faculdades, o seu 
estudo, couto disciplina intclleclnal, lem todo o sou 
valor no exercicio (jue dá a faeuld:ioe deduetiva úni
ca que pude realmente aperfeiçoar, deixando as ou
tras quase sem cultura; mas como cm nenhuma 
sciencia se pode h.zer um uso tão extenso e tão cer
to do raciocinio deduetivo, é só nas malhematieas 
que podemos aprender com vrntagem a bem empre-  
gal-o. Por outro lado, se no estudo das sciencias 
mais complicadas do que precisamos pi incipulmcníe 
c de fazer boas observações e experiencias , e tirar 
cfellas inducções, tambem precisamos á cada passo 
de deducçõos para tirar todas as cousequencias pos
síveis dos principies formados pela inducção. Além 
d'isto todas tem por objecto final reduzir as suas ver
dades a nada mais serem senão deducções de um 
pequeno numero dc priucipios fundamentaes, unicos 
que devem ter por base as observações c a inducção, 
o sendo este o estado de perfeição á que Iodas as
piram , e que nenhuma tem podido atingir senão as 
Ãlathenialicas, c evidente que o estudo d’esta ultima 
sciencia e uma preparação indispensável para o de



todas as mais , como um modelo de perfeição lógi
ca, que deve servir de typo á todas as sciencias po
sitivas.

Por todas estas razões não podemos deixar de dar 
um iramineute lugar ás malhematieas na educação  
geral, e  concluir que como disciplina intelleetual é a 
mais importante de todas as sciencias, mas que não 
u e \e  ser estudada exclusivamente. l\ecommendaodo  
o estudo d'esta sciencia como uma disciplina inteí- 
lectual indispensável, não queremos com isto exigh' 
que todos se tornem profundos ma.themalieos , bas
tando que adquiram noções elementares mas com
p eías d esta importante sciencia , e sobre tudo que 
se íamiharisem com o melhodo de demonstração que 
emprega , a fim de poderem transferil-o para outras 
n ia ltn a s ,  pois cm todas as sortes de raciocinios de* 
o u e tn o s  , cada argumento deve proceder como nas 
demonstrações mathematicas.

2 .J As Malhematieas como sciencia , isto é como 
uma massa de conhecim entos , devem ser coubide- 
ladas debaixo dos tres aspectos seguintes. l.° Co
mo inlruducçâo , e chave de outros estudos uite- 
riores: 2." Como satisfazendo a curiosidade , pr°* 
pensão natural ao hom em  de conhecer a verdade, 
so pelo desejo de saber, o que é origem de grandes 
deleites inentaes: o .” Como dando os m eios  de satte' 
lazer todas as precizões dos hom ens pelas suas ap'

icza, dc duas cotisas , do m ovim ento  e da
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ra dos corpos, as sciencias que se occupam d’estas 
duas propriedades universaes, isto é, a Mechanica e 
a Geometria , são as chaves indispensáveis, e neces- 
sarias da sciencia do mundo , a qual deve preceder 
a do hom ein , porque não podemos estudar o agen
te do desenvolvimento social sem conhecermos pri
meiro o theatro em que tem lugar, e que tanto in-  
flue sobre os seus resultados. A Geometria que de
ve preceder a Mechanica , como mais simples , deve 
tambem ser precedida por uma outra sciencia ainda 
mais universal, a que ti-acta das propriedades das 
quantidades em g e r a l , e que se charriíTcaleulo: as
sim pois , o estudo do calculo facilita muito o da 
Geometria, ambos o da Mechanica, e todos tres sí>o 
precisos para o estudo do mundo physico, que c in
dispensável para o do homem individual e social. (í)

Na Introducção mostraremos que as sciencias de
vem ser classificadas n'uma ordem encvclopedica do* 
terminada e fixa , ao mesmo tempo logica*e seieiHi- 
fica ; c a applicação directa d’esta theoria encyclo-  
pedica, nos conduz á determinar exactumcnte o mc- 
thodo que deve ser seguido no ensino das sciencias. 
A principal utilidade que devemos tirar d’esla theo
ria na educação , ó que no estudo das sciencias po
sitivas a lei hierarchica das sciencias deve ser neces
sária e restrictamente observada.

Para cada iniciação individual nas sciencias , é 
sempre indispensável que o espirito positivo va do- 
senvolvendo o seu regimen á medida quu augmenta 
o seu dominio , e se eleve pouco á pouco do estudo 
mathematico inicial ao estudo da moral e da políti
ca , percorrendo successivamente as sciencias inter- 
m ediarias, Astronomia , Physica, Chimica, Biologia 
e Sociologia. Nenhuma superioridade pessoal de ta
lentos póde dispensar d’esta gradação fundamental: 
assim pois, as Mathematicas sáo de todas as scien
cias a que deve ser estudada em primeiro logar co 
mo introducção indispensável á todas as mais, n’uma

(I) D’À!embert.
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ííducaçSo seientiflca verdadeiramente methodica.
2.° Considerada em si mesma , a sciencia Matho- 

rnatica contém uma collecção de verdades mui cu
riosas , formando uma das mais perfeitas e bellas 
sciencias. O espirito humano é  constituído por tal 
modo que ha o quer que seja de particularmente 
agradavel á todos os homens (ao menos aos que não 
são d’uma natureza inteiramente sensual e baixa) na 
acqnisição de novos conhecimentos em si mesma , 
e independentemente de toda outra consideração 
qualquer. Quando vemos um objecto pela piimeira  
vez sentimos prazer, a nossa attenção se fixa, e dese
jamos saber alguma cousa á seu respeito. Se é um  
animal queremos conhecer os seus hábitos , e senti
mos este desejo sem de nenhum modo pensar que 
poderá jamais ser-nos util. Fazemos á seu respeito 
perguntas, e temos grande satisfação quando á eilas 
achamos respostas , isto é, íemos prazer em receber 
informações e em saber mais do que sabiamos. Se  
tornamos à ver o mesmo animal sentimos prazer ao 
lembrar-nos de já o ter visto , e em pensar qne sa
bemos alguma cousa a seu respeito. Se vemos um  
outro animal parecido com o primeiro em algumas  
cousas, mas diflerente em outras, temos prazer em  
comparal-os, e em notar em que concordam, em que 
difíerem. Todos estes prazeres,são puros e desinte
ressados , e nenhuma referencia tem áos fins vulga
res da vida, entretanto são prazeres fortes. Não fica
mos mais ricos possuindo estes conhecimentos , não 
lisongeamos com elles o nosso paladar nem outro 
qualquer sentido do corpo, e não obstante nos dão 
tanto deleite que de boa vontade dariamos algum  
dinheiro para ohlel-os, e sacrificaríamos alguns pra
zeres materiaes para este fim. Os prazeres que nos 
dão o estudo das sciencias são da mesma especie 
e natureza, ou antes são os mesmos, pois todos estes 
conhecimentos constituem sciencia , que nada mais 
é do que uma serie de conhecimentos reduzidos á

(*) A.. Gomto iutroducçSo de sua Astronomia.



PREFACIO. IX

systema, isto é ,  classificados em ordem regular de 
modo á poderem ser ensinados , lembrados com fa
cilidade, e promptamente applicados. (')

Os objectos principacs das sciencias são as lois ge-  
raes da natureza, c não os phenomenos particulares. 
Uma lei da natureza póde ser elucidada pelo facto o 
mais simples e familiar, como pelo mais sublime 
phenomeno; uma bola de sabão, pelas brilhantes cô-  
res que apresenta, serve para a descoberta dos mais 
importantes principios da optiea , a queda de uma 
maçãa pode scr a causa de se descobriram as leis 
que governam as revoluções dos planetas nas suas 
orbitas, e a situação de um seixo póde ofFerecer ev i
dencias do estado do globo que habitamos milhares 
de séculos antes do ser occupado pela raça humana. 
Assim , um philosopho das mais pequenas produe-  
ções naturaes póde tirar sublimes lições. Um espiri
to quo se tem embebido no gosto das sciencias , e 
que tem adquirido o habito de appliear os seus prin
cipios promptamente á todos os casos que se apre
sentam, tem dentro dc si uma fonte incxhaurivel de 
prazeres puros e sublimes. Por tanto o estudo das 
sciencias é em si mesmo uma occupação cm que o 
espirito humano goza dos mais delicados, e intensos 
prazeres, e com esta grande vantagem que esses pra
zeres podem ser disfruetados cm todos os tempos e 
lugares, c são independentes, assim como os que são 
devidos á poesia, e ás bellas artes, das circumstan- 
cias externas, encontrando-se cm todas as situações 
da vida cm que se póde achar um homem. (“ )

Todas as sciencias tem um dos dous objectos se
guintes, o inundo, ou o homem, ambos estes estudos 
sSSo interessantes, podem fornecer occupação cons
tante ao espirito humano, e são fontes de prazeres 
intelleetuaes inesgotáveis.

O estudo do homem como objecto final de todas 
as especulações , que todas devem tender para o a-

(*) 1’leasurcs and uscfulness of scicncies.
(*") Ilerschel lhe estudy of natural Pphilosophy.
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perfeiçoamento material, physico, intellcctual, o mo
ral do homem individual e social, é dc todos c mais 
interessante, o que mais excita a curiosidade, Mas 
por uma fatalidade inherenle ao espirito humano, 
os estudos que mais dircCtamente o interessam são 
justamente aquelles em que tem conhecimentos me
nos satisfaeturios , de modo que acha mais alimento 
para a sua curiosidade na sciencia da natureza , do 
que na do homem , o. até no estudo da natureza as 
sciencias as mais geraes e abstractas são as que co
nhece melhor. Assim todas as sciencias são igual
mente importantes para satisfazer o espirito, as que 
mais directamente interessam os sentimentos são as 
mais imperfeitas e atrasadas, c assim tem menos in
teresse logico; e as que não tem senão um interesse  
esthctico longiquo , são as mais perfeitas o adianta
das, e [jor tanto, as mais interessantes, logicamente 
consideradas.

As Mathematicas são dc todas as sciencias, a mais 
perfeita, c a mais adiantada, e por esta razão, apesar 
de ser a que menos directamente se refere ao co
nhecimento do homem, e a que tem menos interes
se sentimental , ó uma das que mais prendem a at- 
tenção c satisfazem a curiosidade, a que mais inte
ressante é no ponto de vista logico , pois a sciencia 
que pode dar mais prazer ao espirito , é de certo 
aquella que contém verdades certas , precisas , e 
bem encadeadas, formando um todo completo e har
mônico. Nenhuma sciencia n’este ponto póde scr 
considerada como mais própria para deleitar o es
pirito do que as Mathematicas; e de facto, nenhuma 
absorve mais a attenção dos que a cultivam. E’ bem 
conhecida a abstracção continua dos mathematicos, 
o a abnegação com que se entregam á sua sciencia 
predilecta , esquecendo-se de seus interesses mate- 
riaes, e despresando as vantagens sociaes, do que ó 
exemplo bem conhecido de to d o s , a vida do mais 
celebro dos mathematicos antigos, Archimedes. Este 
desinteresse e indilícrentismo que mostram os ma
thematicos suo tues,que causam admiração e espanto



ú todas as pessoas, ainda áquellas que não são estra
nhas aos prazeres intellectuaes, no que não cedem 
nem aos poetas ; mostrando assim que os prazeres 
logiçps que sentem são tão intensos como os esthe-  
tici>s que sentem os últimos.

íi.° Todas as sciencias sãó de grande utilidade nas 
artes , estas não são senão applicações dos princí
pios das sciencias : estas fornecem todos os meios 
que emprega o homem ha sua acção sobre o mundo 
material afim de adoptal-o á satisfação de todas as 
suas precisões; pois como diz Bacon, a sciencia e o 
poder humanos se correspondem em todos os pon
tos, e vão ao mesmo fim, é a ignorancia das cousas 
que nos priva dos eíFcitos , pois não podemos ven
cer a natureza , senão obedecendo ás suas leis, c o 
que era principio, causa, ou eíFeito, na theoria, tor
na-se na praclica regra, meio, ou fim. () homem in- 
terpetre c ministro da natureza não cx,tende os seus 
conhecimentos, c a sua acção senão á medida que 
descobre a ordem natural das cousas pela observa
ção, e pela meditação. (') Não ha duvida que consi
deradas sob este aspecto, as sciencias todas são do 
grande valor, e quase que de igual utilidade; não po
demos contemplar os prodígios da arte moderna de
vidos ás especulações as mais sublimes das sciencias 
sem admiração. Entretanto a pergunta a cui bono » 
para que fim practico , e vantagem tendem vossas 
especulações?— E’ uma que, o philosopho especula
tivo, que ama as sciencias só pelo amor do saber ,  
e (jue goza de um grande prazer na mera contem
plação de verdades harmônicas e mutuamente de
pendentes , pode raras vezes ouvir , sem um senti
mento profundo de humilhação. Tem consciência de 
que ha um deleite sublime e desinteressado em suas 
occupações que o deveria poupar á semelhante per
gunta; o estudo das sciencias communicando ao seu 
espirito a mais pura felicidade (depois do exercício 
das affeições benevolentes), de que e susceptível a

(') Bacon. Novum organon.
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natureza humana , e com isso não offendendo aos 
mais, poderia certamente dar isto como uma respos
ta sulíiciente e directa áquelles que tendo pouca ca
pacidade , c ainda menos gosto para as occupações 
intellectuaes, estão continuamente repetindo-lhe esta 
pergunta. Querendo porém descer dessá alta e legi
tima posição , para justiíicar-se aos olhos do vulgo ,  
nada mais devêra fazer do que apontar para a his
toria das sciencias, e mostrar que as especulações  
aparentemente as menos proveitosas , tem sido sem 
pre aquell;is das quaes tem emanado as applicações 
practicas as mais importantes. O que, por exemplo, 
poderia parecer menos proveitoso do que as espe
culações dos antigos geometras sobre as proprieda
des das secções cônicas , ou do que os sonhos de 
Kepler (como ueriam provavelmente chamados pelos  
seus contemporâneos) sobro a harmonia numérica 
do mundo : entretanto são estes os degráos pelos 
quaes subimos ao conhecimento do movimento e l -  
leptico dos planetas , e á lei da gravidade com todas 
as suas consequencias , e todos os seus resultados 
practicos , como o aperfeiçoamento da navegação, 
que tem sido de tanta utilidade ao commereio , e 
por conseguinte, as artes, ás manufacturas, e a todas 
as commodidades, e prazeres da vida social () . As 
Mathematicas consideradas n’este ponto de vista é 
de todas as sciencias, uma das que mais applicações 
tem ás artes. As operações do Commereio, a Archi- 
tectura, a Engenharia civil, a construcçao naval, to
das as artes mechanicas, e uma infinidade de outras, 
entre as quaes desejaria não mencionar a arte terrí
vel de destruir os liomens, á que se dá o nome de 
nrte da guerra , devem muito a esta sciencia o até 
podemos dizer que nada seriam sem cila. Pelo lado 
da utilidade as Mathematicas não cedem á nenhuma  
outra sciencia , senão talvez a Chimica.

(') Herschel Study of natural pliilosopliv.
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Um tratado do Mathematicas dcvc apresentar ca
racteres mui differentes, quando o seu objecto é 
exercer o espirito, e desenvolver as faculdades intel- 
lectuaes para tornal-as próprias para a meditação ; 
ou quando é apresentar os resultados da sciencia a 
fim de serem estudados em si mesmos.

O primeiro objecto não pode ser conseguido iso
ladamente , todo tractado de Mathematicas escripto 
com o fim do disciplinar a intelligencia, eommunica  
necessariamente conhecimentos mathematicos, mas 
n’este caso deve se limitar aos princípios indispen
sáveis para servirem de introducção às mais scien
cias.

E' difficil determinar que gráo do desenvolvimen
to devem ter as obras elementares, pois devem ser 
mais ou menos extensas conforme o fim que se tem 
cm vista. Uma obra só para disciplinar a intelligen
cia , e dar os conhecimentos mais precisos para ser
virem de introducção ao estudo das mais sciencias, 
pode ser muito condensada, mas então 6 preciso que 
nada seja tractado superficialmente, e 11’esto caso 
melhor ó diminuir o numero das matérias ; do que  
sacrificar os desenvolvimentos necessários para ch e
gar á toda a evidencia própria do assumpto: um trac
tado escripto n’este ponto dc vista deve ser um p o u 
co abstracto e occupar-se principalmente da philo-  
sophia da sciencia, seguindo um methodo severo ,  
que não deve ser confundido com as fórmas minu
ciosas que só servem para obscurecer as ideias as 
mais claras , e tornar duvidoso por provas inuteis o 
que é evidente por si mesmo. O mérito principal do 
uma tal o>hra deve consistir em pôr muita ordem nas 
proposições , em tornar evidente o encadcamento 
que as liga umas as outras , e sobre tudo em fazer 
patentes as diversas fórmas de raciocínios emprega
dos, c acautellar o espirito contra as conclusões pre
cipitadas, e a s  enumerações incompletas. (*) Tor ou
tro lado , uma obra cscripta em visla das applica-

(') Lacroix sobre o ensino das Mathematicas.
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çôes ás artes pode ser muil» abreviada o resumida , 
apresentando só aquillo que 6 necessário á eslas ap
plicações, sem entrar, na parte pbilosophica da scien
cia. Quando porèm , o tim é ao mesrno tempo dis
ciplinar a intelligencia , e communicar conheci
mentos thèoricos que sirvam de introducção ás 
mais sciencias , e para as applicações importan
tes , devo ter mais desenvolvimento , sem por tan
to entrar em tantas particularidades corr.o uma quo 
tem por unico objecto apresentar todos os resulta
dos da sciencia , e tudo quanto se sabe sobre a ma
téria e que só serve para os que fazem desta seien- 
cia uma occupação especial.

A obra que em prebendi, ó um tratado elementar 
de mathematicas, appropriado a servir de disciplina 
intellectual, e ao mesmo tempo, para apresentar um 
quadro completo, ainda que condensado, das idéias 
iundamentaes da sciencia , e dos resultados os mais 
importantes pelas suas applicações, servindo assim 
de introducção ao estudo geral das sciencias positi
vas. .

O nosso compatriota o Sr. Christiano Benedicto  
Ottoni, publicou compêndios sobre diversos ramos 
dns mathematicas puras, de muito merecimento, que 
me fariam abondonar a minha em preza, a não ser a 
consideração de que os fins de nossas obras são mui 
difTcrcntés. As excellentes obras do Sr. Ottoni tem 
por fim apresentarem todos os conhecimentos ma- 
thematicos precisas nas escholas de Marinba , e de 
Engenharia, o meu fim é apresentar or, elementos 
da sciencia malhématica debaixo do ponto de vista 
philosophico , lendo principalmente cm vista os mc- 
tbodos , sem por tanto deixar de dar os resultados 
mais importantes da sciencia.
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i i ü  csiudo das sciencias encontramos a cada passo certas 
noções geraes; para dellas termos uma perfeita inteligência, 
devemos nos coliocar n u m  ponto do vista elevado a fim do 
podermos consideral-as simultaneamente na totalidade das 
concepções humanas. Este ponto de vista elevado 6 o da phi- 
losopliia, mas por philosopbia ó preciso, como faziam os anti
gos, e especialmente Aristóteles, entender o estudo das gene
ralidades de todas as sciencias concebidas como sujeitas ao 
mesmo m e thodo , e como constituindo cada uma diffc- 
rentes partes de um só grande facto, ou d’uma unica o vas
ta sciencia. E ’ polo estudo do desenvolvimento total das 
sciencias desde os tempos mais antigos até-o presente , que 
se pode chegar ao conhecimento da verdadeira philosopbia. 
Como para o estudo de qualquer sciencia é preciso adoptar 
uma philosopbia que sirva de guia , apresentaremos nesta 
introducção, um resumo muito suecinto da philosopbia po
sitiva de Augusto Cpmte. De todos os philosophos de nossos 
tempos, é esto o que nos deo a mais vasta c completa con
cepção systematica abrangendo a totalidade das sciencias fun- 
damentaes, baseada sobro pi incipios positivos, c o que mais 
tem aprofundado a systematisaçãp de cada uma dellas.

ARTIGO 1.°

DAS SCIliNCIAS EM GERAL.

§ 1.°

D esenvolvim ento  do espirito hum ano .

A lei fundamental do desenvolvimento do espirito hum a
no , lei que se manifesta cm cada ramo dc nossos conheci
mentos, consiste cm que cada nm a das sciencias possa suc- 
cessivamente por tres estados thcoricos differentes; 1.° o esta
do tbeologico, ou íicticio; 2." o estado metaphysico ou abs- 
Iracto , e 3." o estado positivo ou scicntilico. O espirito hu-
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mano por sua natureza emprega successivamentc tres mc- 
thodos differentes cm cada uma do suas investigações, que 
dão origem a tres philosopliias, ou á tres systemas geraes de 
concepção sobro a totalidade dos phenomenos naturaes, que 
so excluem mutuamente. O primeiro destes tres estados da 
intelligencia humana, é o seu ponto de partida necessário, o 
terceiro o seu estado final, ou definitivo, no qual as sciencias 
podem progredir continuamente c com toda a liberdade, o 
segundo ó unicamente destinado a servir de transição do pri
meiro para o terceiro.

No estado theologico o espirito humano dirige-se exclusi
vamente para a investigação da natureza intima dos seres, o 
procura conhecer a origem de todas as cousas, as causas cs- 
senciaes primarias e finaes dos diversos phenomenos , e os 
seus modos fundamentacs dc producção; cm uma palavra pro
cura conhecimentos absolutos. E então todos os phenomenos 
naturaes são considerados como produsidos pela acção directa 
c continua dc seres sobrenaluraes, mais, ou menos numero
sos, cuja intervenção arbitraria explica todas as anomalias 
aparentes do universo. Na philosophia theologica tudo so ex
plica pela vontade dos deuses, não só a origem e formação do 
mundo, o do homem, como lambem a producçãode cada fac
to particular.

No eslado metaphysico , estado do transição , que não ó 
senão uma simples modificação do primeiro, o espirito hu 
mano em lugar de considerar todos os phenomenos como 
resultados da vontade de seres sobre-naturaes , altribue a 
producção d’estes phenomenos á forças abstraclas , verdadei
ras entidades , ou abslracções personificadas , inherentes aos 
diversos seres do mundo, consideradas como capazes de en
gendrarem todos os phenomenos observáveis. Então a expli
cação dc um phenomeno consiste em procurar so ò produzi
do por uma ou mais d ’eslas forças , e om designar uma ou 
mais entidades correspondentes.

No eslado positivo einíim, o espirito humano reconhecen
do a impossibilidaJe do obter noções absolutas , renuncia a 
indagação da origem e da destinação das cousas, e das cau
sas intimas dos phenomenos , para só tractar de descobrir 
pelo uso bem combinado da observação o do raciocínio as 
suàs leis effectivas, islo é , as suas relações invariaveis do se
melhança e successâo. A explicação dos factos, então redusi- 
da i'i seus termos reaes , nada mais 6 do que a ligação esta
belecida entre os diversos phenomenos particularos, o alguns 
faclos geraes considerados como causa, cujo numero vai sem-



pre dimiauindo com o progresso das scicncias. Assim na Phi- 
losophia positiva a causa primaria, e a natureza intima dos 
pbeuomenos são consas que não podem entrar em suas es
peculações , como achando-se (ora da esphera da razão es
peculativa , e inteiramente estereis para a scienria , pois 
11’esta Pliilosophia a investigação do como é substituída á do 
porque, que nunca podemos saber pela razão só.

O systema lheologico chega ao seu mais alio gríio de por- 
foiçâo , quando suhstitue a acção providencial de um Ser u- 
llico á acção variável das munèrcsas divindades independen
tes que originariamente presidiam aos phenomenos diversos 
tia natureza. O ultimo termo do systema ineíapl.iysico consis
te em conceber, em lugar de differentes entidades particula
res , uma unira grande entidade geral a Natureza conside
raria como a unica origem de todos os phenomenos. À Plii
losophia positiva ainda não checou .10 seu estado do perfeiçAo, 
e portanto nâo podemos precisa!-o liem; más a sua tendon- 
cia é reunir cada vez mais os phonoaieuo» paiiicidares á al
guns factos geraes considerados como causas. O seu mais 
alto grão de perfeição , para o qual tende constantemente 
sem talvez poder jamais atingir, serra pod- r representar to
dos os phenornenos observáveis como casos particulares do 
um facto geral.

Em todas as epochas de seu desenvolvimento , 0 espirito 
humano precisa de uma theoria qualquer para ligar o; f;ic'os 
observados, c poder fazer novas observações , os fados iso- 
lados não podéndo ser nem lembrados nem comparados. Ho 
outro lado nenhuma theoria positiva pode ser fundada senão 
na observação. O. espirito humano assim obrigado a observar 
para poder formar theorias reaes , e a crear uma theoria 
qualquer para poder observar, nunca poderia sair desta dilíi*. 
culdade , se as concepções theologicas não se apresentassem 
espontaneamente. Ma? 0 estado ibeologico è tão differente 
do positivo, quo não seria possível passar do primeiro para 0 
segundo immedialamenle, e a inteiligcncia teve de a do piar 
para poder realisar esta passagem , uma philosophia inter
mediaria , substituindo no estudo dos phenòmenos as neçoes 
immediatas dos seres sobre-naluraes, por entidades corres» 
pondentes e inseparaveis dos phenornenos , oste melhodo 
gradualmente condusio o espirito ã habiluar-so a não con
siderar senão os factos em si mesmos, em quanlo que as no
ções d’essas entidades metaphysicas acabaram por na.da mais 
representarem senão os nomes abstraclos dos plienonienos.

ISTRODDCÇÃO. XVII
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I  2 -°

Classificação cias scicncias,

Depois d'estas noções goraes sobre os estados porque pas
sam os conhecimentos humanos para chegarem ao estado po
sitivo , devemos apresentar um resumo da classificação das 
scicncias á fim de determinarmos o lugar que occupam as 
Mathematicas na scicncia universal; esta classificação é a de 
A. Cornte com algumas modificações.

Todos os conhecimentos humanos dividem-se em duas 
classes principaes , a dos conhecimentos especulativos , e a 
dos conhecimentos practicos.

Nos primeiros o objecto é considerar os phouomcnos de
baixo de todos os pontos de vista , c liga-los uns aos outros 
de modo a formarem um systema completo e methodico, pre
parando-os assim para que sejam facilmente applicados ás 
precisões physicas intellectuaes e moraes do homem.

Nos segundos os faclos taes quacs são apresentados nos 
primeiros, são utilisados directainente em proveito da espe- 
cio humana. Os primeiros são mais simples, mais geraes , e 
mais independentes, e servem do base fundamental aos se
gundos. N’esta introducção sò nos occuparemos dos primei
ros , pois as Mathematicas fazem parto d’elles.

SCIEnClAS KSI ECUI.ATIVAS.

As scicncias especulativas dividom-se tambem em duas ca- 
thegorias, a ! .a é couiposta das sciencias abstractas, c a 2 .» 
das sciencias concretas.

As sciencias abstractas, ou lheoricas, tem por objeclo a des
coberta das leis que seguem as diversas classes de phenome- 
nos , considerados Iodos os casos que se padem conceber.

As sciencias concretas ou descriptivas, são especiaes , e 
consistem na applicaçâo das leis descobertas pelas preceden
tes á historia roal do cada ser em particular.

As primeiras são fundamentaes , e servem do base ús se
gundas, formando o que se chama a philosophia natural. As 
segundas formam o objecto da historia natura l, reunindo ao 
que se dá geralmente este nome a slalistica e a historia. So
bre estas ultimas nada mais diremos n*esta introducção, para 
nos occupar exclusivamente da philosophia natural de que 
fazem parte as Mathematicas.
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PIIILOSOPHIA NATURAL.

As sciencias abstradas ou theoricas dividem-se em um 
corlo numoro de sciencias, que devem ser classilicadas, n’li
ma ordem incthodica, principiando pela mais simples e ter
minando pela mais complexa , e sobretudo conlorme a or
dem de dependencia; a ordem de dependencia das sciencias 
resulta da dos phenoinenos correspondentes; e a d’esles ó de- 
terminada pelo grao de simplicidade e generalidade. Consi
derando a totalidade dos phooomenos observáveis , reconhe- 
ce-se que formam Um certo numero de classes mituraes, que 
podem ser dispostas de modo que o estudo racional de cada 
uma seja baseado sobro o conhecimento das leis principaes 
que formam o objecto da classe precedente.

A primeira grande divisão que devemos fazer dos pheno- 
menos é cm anorganicos, e orgânicos, isto é, os que nos a- 
presentam os corpos Itrulos, e os que nos apresentam os cor
pos dotados de vida. As sciencias quo se occupam dos pri
meiros d'estes phenomenos podem ser chamadas sciencias 
cosmologicas, e as que se occupam dos segundos, sciencias 
hiologicas. Os phenomenos anorganicos são máis simples o 
gera es , porque não só pertencem aos corpos brutos , como 
tambem aos que são dotados de vida , quo alem d’estes phe
nomenos geraes á todos os corpos manifestam ainda outros 
que lhos são particulares, e quo constituem a vida. Os phe
nomenos biologicos pois são muito mais complicados, e não 
podem ser estudados senão depois de conhecidos os cosmo- 
logicos, com os quaes sempre se complicam. Alem d’isso a 
cxistencia anorganica ê inteiramente independente da orga- 
nica , que pelo contrario depende da primeira quo lhe serve 
de base e eouoiçao, pois podemos conceber a existência dos 
astros o da terra sem organismos existindo sobre estes cor
pos , e não podemos conceber a cxistencia de um organis
mo qualquer, sem que exista sobre um planeta appropriado 
a sua cxistencia especial.

Assim pois, não ha duvida que na serie encjv.lopediea as 
sciencias cosmologicas devam preceder as hiologicas.

l . °  SCIIÍNC.IAS COSMOLOGICAS.

As sciencias que tem por objecto o estudo do mundu, di
videm-se cm duas classes; os corpos que o constituem con
siderados em toda sua totalidade apresentam phenomenos 
do duas especies , uns relativos ao tamanhe, A figura, e ao
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m ovimento, ou às propriedades malhematicas, formam a pri
meira ciasse, u outros relativos A con sistência , temperatura, 
còr etc. , ou as propriedades physieus formam a segunda 
ciasse. As sciencias que se oceupam dos phenomcnos da pri- 
uicira classe tomam o nome de sciencias mathematicas , as 
que tracíain dos da segunda classe , de sciencias physicas. 
Xão se pode estudar as propriedades physicas sem primeiro 
ter conhecimento das mathematicas , pois não ha phenome- 
110 physico que não dependa da figura, e do movimento dos 
corpos; assim  as sciencias mathematicas como mais geracs de
vem preceder as physicas.

1 °  SC.IEKC1AS MATHEMATICAS.

Estas sciencias comprohendem as leis as mais geraes da 
existencia anorganica redusida aos unicos phenom enos de ex
tensão e. movimento , sem as quaes nenhum corpo pode ser 
percebido por nós.

Todos os mais phenom enos , ainda os mais nobres , de
pendem (1’estes phenomenos fundamentacs que pelo contrario 
sâo inteiramente independentes dc todos os mais.

Esle primeiro gráo da existência real dá origem á dous 
estudos clifferentes que podem ser caractorssados pelas qúali- 
ficaçó ís de abstracto , e concreto. Podem os primeiro estu 
dai-a com o um attributo universal dos seres, mesmo os mais 
com p lexos, nbslrahida dos diversos ])henomenos que a acom
panham; e em segundo lugar, esta primeira existencia m ate
rial geom etri, -t, « mechaníca podo ser estudada com o própria 
aos corpos que n.ãò nos orferecem outros phenom enos, por não 
serem  acressiveis senão á exploraçfio visual, p ila  distancia em  
íjr.ü se acha .; de nós. .IVaqui resulta a divisã*> do estudo m a- 
them atico da cosm oiogia, em  maihcmaticas propriamente taes, 
e em astronomia. À distincc;:*» real eiitre estas duas scien- 
cias parece poujo profunda , pois ambas tem  por fim estu 
dar os ir.esrrius phenom enos elementares cm casos diiforentes, 
e debaixo de diversos aspectos.M as subjectivamente percebe
m os logo a independência caracteristica da prim eira, e a su
bordinação necessária da segunda, quo sem a base m athem a- 
tica não poderia !•'■> r progressos, nem talvez ter existencia.

I . °  MaT0Ks.'AtíC*S. Sobre es*a scicncia tem os que faüar 
depois especialm ente. A s Slalhem aticas occupârtdo-so das pro
priedades as mais geraes , a quantidade, a extensão, o o m o
vim ento, são de todas as sciencias, a que tem por objecto os 
phenom enos os mais sim ples, e independentes. Esta sciencia
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ainda quo nos dè conheeimçn.tos muito reacs e importantes , 
que a constituem uma sciencia independente , ó menos util 
peias informações directas que nos dá, apesar <!■-* serem estas 
appiicaveis á todos os corpos . e necessarias ao estudo de 
todas as mais sciencias , tio que como eonslituiml# o ins
trumento o mais poderoso que o homem pode empregar na 
investigação das leis dos phenomenos naturaes ; e portan
to tem muito mais valor pelas suas funcções lógicas, do quo 
pelas scientiíicas.

2 .” A stronom ia . Esta sciencia que tem por objecto, os tama
nhos, as figuras, as distancias, o os movimentos dos astros, de
ve rnuilo mais á experiencià que as YJathematicas, que devem 
tão pouco à observação, que por muitos são consideradas co
mo uma sciencia toda racional, e á priori. Todos os resu l
tados da Astronomia süo devidos á observação paciente e mi
nuciosa das apparcncias celestes, e assim # uma sciencia mui
to mais complicada que as Mathematicas. Sem esta ultima 
nada pode a Astronomia, a Geometria, e a Mechanica dam- 
Iho os meios de especular sobre as'observações que lhe são 
próprias , e de tirar d ’ellas toda a theoria dos movimentos 
celestes. Entretanto  depois das Malhematieas a sciencia as- 
tronomica 6 a que se occVipa dos phenomenos óij ma,is geraes o 
os mais simples, e por tanto 6 a mais abstracta. As Icisà que 
estão sujeitos os phenomenos celestes influem sobre as do 
todos os mais, dos quaes pelo contrario em nada dependem; 
por exem plo, em todos os phenomenos physicos observamos 
primeiro os effeitos da gravitação. e depois combinados coin 
estes os de mais alguns outros agentes particulares á esta 
ultima sciencia. Todo phenomeno terrestre physico ou chi- 
mico ò sempre mais complicado quò um phenomeno celes
te, por n n is  complexo que seja. Não ò pois possível e s tu 
dar a physira conti proveito senão depois da astronomia, que 
por sua generalidade c imlepende.ncia deve ser coljoeada na 
üerie encyçlopedica logo depois das mathematicas, A his
toria nos ensina que a primeira sciencia que tomou o ca- 
r « p o s i t i v o  loi a sciencií. mathemalica, c que a segun- 
ua foi a Astronomia ; eram estas duas sciencias as unicas 
que jft tinham este caracter entre os antigos.

2 . °  SCIENCIAS PHYSICAS.

Depois dos phenomenos mathematicos vern os pliysicos, 
que formam o objecto da physica geral, que deve ser divi
dida em duas sciencias , uma que estuda os corpos no p o n 
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to de visla mechanico , e outra tio ponto de vista chiinico. 
Assim, p o is , a pbysica geral divide-se cm Physica machani- 
ca, ou Physica simplesmente, e Physica cbimica, ou Chimica 
simplesmente. Esta ultima para ser estudada do um modo 
methodico, c racional suppoem evidentèmcntc o estudo pré
vio da primeira Os phenomenos chimicos são necessaria
mente mais complicados que os physicos, e dependem d’estes 
cm quanto que sobre elles nada influem; por exemplo, todas 
as acções chimicas estão sujeitas á influencia do pezo, do 
calor, da luz, da olectricidade, e a lé in d e tu d õ  isso apresen
tam alguma cousa dc especial que modifica a acção d'estes 
agentes.

1 ."  P h y s i c a . Esta sciencia tem por objecto o estudo das 
propriedades dos corpos, e as acções que exercem uns so
bro os outros quando estas acções não alteram a sua nature
za. Ssm alterarem a constituição intima dos corpos, os p he
nomenos physicos aííectain somente o estado exterior dos 
corpos, c ao mais o seu genero de Consistência. Esta scien
cia divide-se etti 5 ramos que formam quase outras tantas 
sciencias independentes, que tem por objecto estabelecerem 
successivãmente as leis do pezo, do calor, da luz, do som, e 
da electricidade. ü ’estes diversos ramos da scien:ia , os 3 
primeiros tem uma connexão immediata com a Astronomia, 
e o 5.° a liga com a Chimic >. por uma relação espontânea , 
e immediata. Assim, á posição encyclopedica da Physica en
tre a Astronomia, e a Cbimica conforme a sua destinação 
dogmalica, resume felizmente a totalidade de seus verdadei
ros caracteres cssènciaes, tanto logicos como scientiíicos. A 
actividade universal não é estudada na Physica ainda debaixo 
do aspecto que a aproxima mais da espontaneidade vital. E n 
tretanto esta sciencia considera uni modo de existencia anor- 
ganica muito mais complicado , e muito superior as sim
ples propriedades de extenção e movimento, unicos objectos 
da Astronomia. A Physica funda o estudo especial do meio 
terrestre , determinando as suas ieis as mais lixas. Os seus 
phenomenos são jà modiíicavèis até certo ponto , ainda que 
não ao mesmo gráo que os chimicos. Os agentes que e s tu 
da são os principaes motores das acções chimicas, e até das 
v itacs , mas limita-se a contempla-los e,m si meamos inde
pendentemente das acções moleculares no gráo normal em 
quo não modificam senão a constituição externa dos corpos. 
As reácções que n Physica aprecia fornecem a primeira base 
systematica do poder material cio homem.

As relações da Physica com a Biologia são bem pronuncia
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das ainda sem a interposição da Chimica. l)e ura lado carae- 
tcrisa as primeiras condições externas da existencia vital sem
pre subordinada aos principaes agentes physicos ; o dc o u 
tro lado fornece, a introducção indispensável ao estudo da 
animalidade determinando as propriedades materiacs que se 
referem aos diversos sentidos. Independentemente de suas 
relações necessarias com as duas sciencias adjacentes de que 
forma um ligutne espontâneo, a Physica constitue por si 
mesma um elemento fundamental da” Philosopbia natural ; 
loa lisa um progresso capital no conhecimento do meio iner
te , e  prepara directamente o estudo da Biologia tanto ve
getal como animal , de modo á permittir o estabelecimento 
da scieneia do homem. •
, ••^'a V1!̂ ,s*ca as MalhemátósaB são indispensáveis; com o au- 
a.Iio «1 eilas o espirito penetra profundamente na regra das 
cousas , sem este soccorro , que as vezes rectifica a ex- 
pi-riencia, e outras a precede, as th corjas physicas seriam m e 
nos seguras , e menos comprehensiveis. Entretanto esta 
sciencia està longe de apresentar a regularidade, e a per- 
leiçao das mathematicas e da astronomia ; e a razão é que 
os dados da oxponencia na Physica são em muito maior n u 
mero , e complicam grandemente as indagações ; e os sous 
phenomenos reaes nem sempre podem passar pela elabora
ção directa do insirumento mathematico. A historia prova- 
no.; a subordinação da Physica á Astronomia, e. ás Mathema- 
ticàs já entre os Gregos a Geometria tinha se enrequecido 
(.om brilhantes descobertas, e a Astronomia com grandes ac- 
qmsiçoes . chegando estas duas sciencias ao estado positivo, 
quanao a l  hysica estava ainda apenas esboçada , e entregue 
a todas s :  divagaçôes metaphysicas , das quaes não se livrou 
senao nos tempos modernos.

~ CiiiMUiA- Esta sciencia estuda os elementos doi* corpos 
<-m. suas acções moleculares , e os pKcnomenos de composi- 
2 ° ’ ,c decomposição dos corpos que alteram sua constitui
ção de um modo permàne.rte , dando lugar a novos produc- 

s. A Lhmiica não póde ser estudada senão depois da Phv- 
sica eomo jà dissemos , e não pódo deixar de formai uma
dUlInrf ('pen<1('rito; ainda quo seja muito dilíicil separa-la 
« .stmetamonte da Physica. Se.|a qual fòr a opinião <uo se
]■ '• f  ' < SPL’110 '*as afiinidades chimicas , ainda que sejam 

nsi ei,idas como modificações da gravidade, ou da electri- 
< <-a( t e c ., determinadas pela figura n disposição m utuados 

inco,' tos*nvc' rnent,) a necessidade de tomar em con- 
- ( craç( o , o í!(í estudar estas condições não permitle fazer da
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Chimica um mero áppendice da Pliysica. Esta sciencia forma 
a transição entre os phenomenos anorgânicos , e os orgâni
cos; os seus phenomenos caracterisam uma actividade inter
mediaria entre a que manifestam os astros, e a que é própria 
aos corpos Vivos. Sem a Chimica não se poderia fazer uni 
estudo racional da vida vegeta! , estudo que serve de baso 
ao da vida animal. Os phenomenos chimicos são muito mais 
complicados que os pliysicos, pois todas as combinações c 
decomposições dependem do'estado pbyaico dos corpos , que 
pe acham em presença uns dos oulros, e além d’isso do cor
tas leis particulares que se complicam com as do calor , da 
luz, da electricidade etc.

Depois da Physica é a sciencia a mais regular e a mais per
feita , e até em um certo ponto de vista pòde sur considera
da como apresentando uma superioridade lógica solire a Phy
sica', visto que a Chimica é uma sciencia verdadeiramente 
unica , todos os seus phenómc-nos formando um só todo , e 
seguindo sempre as mesmas leis , e.n quanto que a Physica 
não tem esta unidade , é propriamente um complexo de 5 
sciencias independentes seguindo os phenomenos de que se 
occupam leis particulares, mas a physica conserva sempre a 
sua superioridade scientifica apesar d ’esla faita de unidade 
pela maior precisão de todas as suas leis. As Mathematicas 
que exercem um dominio absoluto na Astronomia , e uma 
grande e importante influencia na Physica , quase nenhuma 
exerce na Chimica directamente, e por esta razão as tlieorias 
d ’esta sciencia privadas d’este grande e poderoso instrumen
to logico , são mais limitadas e muito menos precisas que 
as da physica. Os phenomenos chimicos são muito rnaismo- 
diíicaveis que os physioos , e por est i razão esta sciencia á 
uma das que mais serviços presta ao homem na sua acção 
sobre o mundo material. A posição encyclopcdica da C.hi- 
inica depois da Physica , e antes da Biologia , nos é indi
cada pela historia, pois a Physica constiluio-se sciencia po
sitiva no tempo do immortal Galileo quando a Chimica 
só tomou verdadeiramente o estado positivo depois dos 
trabalhos do grande Lãvoisier, e de seus dignos sucoespores.

Com estas quatro sciencias terminamos o estudo da pri
meira parle da philosophia natural , que tem por objecto o 
Mundo , e que chamamos Cosmoiogia: temos agora que trac- 
tar dos corpos orgânicos, ou dotados do vida , que formam 
uma classe separada muito differente pelas suas manifesta
ções de actividade, do' dos corpos brutos ou anorganicos, quo 
formam os materiaes de que é composto o mundo.
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2. seiFjVGiAs bíologicas.

Todos os scrcs dotados do vida apresontam duas ordens dc 
plienomsnos essencialmente distinclos, os relativos á vida in
dividual , c os relativos a especie, ou a vida social. E ’ ver
dade que esta distiiicção não dà origem a uma verdadeira 
sciencia senão relativamente aos animaes, e sobre tudo ao 
liomem , n’esle ultimo as considerações sociaes são funda- 
mentaes, c constituem uma vasta e importante sciencia. Es
tas duas ordens de phenomenos não podem ser contundi
das, c por tanto o estudo dos corpos vivos divide se em duas 
sciencias principacs, a sciencia geral da vida, 011 Biologia, e 
a dos phenomenos sociaes, ou Sociologia. A primeira que 
tracta dos phenomenos physiotogicos 011 das leis da vida em 
geral, deve ser estudada antes da segunda, que seoccupa das 
leis da sociedade, porque é mais simples, mais geral, 0 mais 
independente, pois os seus phenomenos influem grandemen
te nos da sociedade, sondo o agente d'esta o homem , que 
como um ente dotado dc vida, está sujeito á todas as leis 
physiologicas, além das leis particulares aos phenomenós so
ciaes.

1.* BIOLOGIA.

Esta sciencia tem por objecto o estudo da organisnção, n 
das manifestações de actividade dos corpos vivos, e deve ser 
dividida cm duas sciencias , uma tendo por objecto os phe
nomenos da vida vegetal, e outra os da vida animal ; a pri
meira tomará o nome dc Phytobiologia, e a segunda de Zoo- 
biologia.

A. Comte 11a sua classificação das sciencias não adoplou 
esta subdivisão da Biologia, considerando a vida vegetal 0 a 
vida animal como formando uma só sciencia. Mas separan
do o estudo da vOfjetalidadò do da animalidade , nada mais 
fazemos do qne applicar 0 mesrao principio de separar os 
estudos mais simples c independentes, dos mais complicados 
e dependentes. Os phenomenos da vida vegetal p^Jem ser 
muito melhor estudados nas plantas em que se apresentam 
isolados, do que englobadamente nestas e nos animaes, on
de estão sempre mais ou monos modificados pelos da vida 
propriamente animal.

l . °  1'iivroBloi.OGiA, Fste estudo tem por objecto a orga- 
nisação, e as manifestações de vida dos vegetaes, e deve evi
dentem ente preceder 0 dos animaes.
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E ’ n’esta sciencia que podemos estuuar as propriedades 
fundamentaes da vida; os phenomenos de nutrição, e de pro
pagação, que não só se manifestam nos vegetaes, como lam 
bem nos ammaes, formam o seu objeclo especial ; estes phe
nomenos não podem ser estudados com vantagem, de modo  
a serem perfeitamente analysados senão nas plantas onde se 
mostram com toda a simplicidade, e livres de todas as pertur
bações provenientes dos phenomenos animaes. Por esta razão, 
o estudo da vida vegetal deve formar uma sciencia distincta, 
tendo por objccto o estudo dYstes phenomenos fundamentaes 
da vida, isolados dos mais complicados, que apresentam os 
anim aes, o que muito facilita depois o estudo d’estes. A 
Phytobiologia succede á Cbimica, e delia depende, pois os 
tessidos dc que são formados os corpos orgânicos, e os hum o
res què nelles circulam , são compostos de.elem entos chirni- 
cos , e os materiaes que servem de alimento aos differentes 
organismos soffrem uina infinidade dc composições e decom 
posições, que dão origem á nutrição e á reproducção que são 
os phenom enos que constituem a vida inteira do vegetal, e 
a base da dos animaes.

Esta sciencia está tão intimamente unida com a Cbimica, 
que actuaimente acham -se confundidas nos seus lim ites, de 
modo a formarem uma ciasse de phenom enos a que se dá o 
nom e de cbimica organ ica, e que é um composto confuso 
de phenom enos chim icos e biologicos. A posição encyclope- 
dica d’esla sciencia entre a cbimica e a Zoobiologia acha-se 
assim bem caractcrisada.

N ’esta sciencia assim como nas que se seguem  as mathema- 
ticas não exercem  influencia directa alguma , e as tentativas 
feitas por alguns philosouhos de appiicarem o calculo ao es
tudo da vida não apresentam resultados satisfactorios. Os 
phenom enos vilães são mui variaveis, e modifieaveis. Esta 
sciencia não tom ou um caracter verdadeiramente positivo se
não depois das grandes descobertas da cbimica , e principal
mente n’estes últimos tempos.

2 .°  ZoobioloüIa . Esta sciencia tracta da organisação e das 
manifestações de vida dos animaes. O esludo da anim alida
de não pode ser feito senão depois do da vegetaüdade, pois os 
anim aes estão sujeitos â todas as leis da vida v eg e ta l, e de 
inüis as dos phenom enos verdadeiramente animaes. Estes 
phenom enos espeeines aos animaes , o que se ajunctam aos 
da vida vegetal modificando-os grandemente , são lambem  
chamados de relação, e são os de locom oção, e sensibilidade 
que dependem evidentem ente dos de nutrição. Relativameu-
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le nos phenomenos communs as plantas e aos animaes existe 
a mais intima relação entre esta sciencia e a chimica , mas 
os phenomenos cspeciaes aos animaes nfio tem senão m m  
connexAo muito indirecta com esta sciencia , e só devida a 
sua dependencia immediata dos da vida vegetal , porúm tem 
uma relação ' menos remota com os phenomenos physicos 
que servem directamente para explicarem em grande paríe a 
locomoção , e a sensação. Esta sciencia serve de passagem 
para a sociologia. Kão chegou ao estado positivo senão em 
nossos dias para o que muito contribuirám os trabalhos de 
Bicbat, e Blainville, e por isso ainda conserva em muitas 
partes rostos da philosopbia metaphvsiea, de cuja tutella ha 
pouco se emancipou.

2 .*  SOCIOLOGIA.

A Sociologia , ou sciencia que tem por objecto os pheno
menos sociaes divide-se em duas outras, a Sociologia pro
priamente tal, e a Teleologia. A primeira tem por objecto a 
organisação tia sociedade, e o desenvolvimento total da h u 
manidade ; a segunda estuda os fins que o homem tem de 
realisar na vida social.

O primeiro estudo servindo de base ao segundo deve ser 
collocado antes na serie encyclopedica.

1 .°  S o c io l o g ia . Em todos os phenomenos sociaes obser
vamos primeiro a influencia das leis physiologicas do indiví
duo, e alem d’isso alguma cousa de particular que modifica 
os seus eíTeitos, e que provém da acção dos individuos uns 
sobre os outros, singularmente complicada na especic hum a
na pela acção de cada geração sobre a que segue. I”  pois 
evidente que para estudar convenientemente os phenomenos 
sociaes é preciso partir do conhecimento profundo das leis 
relativas a vida individual. Mas esta subordinação nec.essaria 
entre estes dons estudos não nos au to r isa , a ver na sociolo
gia um simples appendice da physiologia . apesar de serem 
os seus phenomenos homogeneos, não são idênticos, e a se
paração das duas sciencias é d‘uma importância fuii.'- men
tal. Seria impossivel tractar o estudo colleclivo da especie 
como uma pura deducção do estudo do indivíduo , pois qu<> 
as condições sociaes que modificam a acção das leis physiolo
gicas soo precisamente então a consideração a mais essen
cial. Assim a sociologia deve ser fundada sobre um corpo 
de observações directas que lhe são próprias, não deixando de 
ter sempre em consideração a sua intima relação necessaria
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(;on> a pliysiologia. O objecto especial desta sciencia é o es
tudo dos elementos da sociedade, que são, o homem intellec- 
tual e moral, a íamilia, e o estado, e do progresso successivo 
da evolução da humanidade, assim como das relações do ho
mem e da sociedade com a natureza. À conncxão da Socio
logia com a Zoobiologia é tão intima como a da Phytobiolo- 
gia com a Ghimica ; assim como a chimica organica confun
de-se com a anatomia dos vegetâes; do mesmo modo o estudo 
da sensibilidade, que faz parte da Zoobiologia, confunde-se 
com o das faculdades intellecluaes e affectivas do homem, que 
faz parte da Sociologia.

Esta sciencia que é uma das mais complicadas está em 
relação directa com quase todas as mais , já mostramos co
mo depende cm grande parte da Biologia , as suas relações 
com a Cosmologia são tambem directas e importantes, pois 
o mundo physico tem uma grande influencia sobre o desen
volvimento social, influencia que se attribuc ao que se cha
ma clima, e que tem sido muito exaggerada por alguns so- 
ciologistas; e de outro lado um dos resultados do desenvol
vimento social é a acção directa , e gradualmente crescente 
dos homens sobre o inundo material, a liin de adaplal-o ca
da vez mais as suas precisões.

Esta sciencia ainda se acha no estado metaphysico , ape
sar dos trabalhos de Smith, de Montesqujeu , de Condorcet; 
apenas n’esles últimos annos vai tomando um caracter po
sitivo ainda muito imperfeito; A. Corrile na sua obra sobre 
política positiva deo-lhe o verdadeiro caracter positivo, irias 
ainda assim, precisa dc ser mais cultivada para que se torne 
inteiramente urna sciencia positiva.

2 .°  TeleolOgia. Esta sciencia tem por objecto determi
nar os fins da vida humana , e os meios de os realisar. Como 
o fim do homem consiste em se desenvolver em todas as suas 
faculdades, applicando-as à todas as relações em que se acha 
com a natureza , e com seus semelhantes , devemos consi
derar como um fim principal da actividade humana, cada com
plexo de relações fundamentaes, nas quaes , o homem so 
desenvolve pela applicaçâo de suas faculdades. Estes fins , 
são a Verdade, o Bello, o Util, e o Bom , dando origem ás 
sciencias, ás belías artes, as artes industriaes, á moral, ao di
reito, e a religião. Esta sciencia não pode ser estudada sem 
que se tenha um conhecimento completo do theatro do de
senvolvimento humano , que o mundo, e do agente deste 
desenvolvimento que è 0 homem social, por esta razão não 
pode ser classificada senão depois da Sociologi*». Esta scien-
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cia é a mais importante de todas e a que serve de termo de 
Iodas as nossas meditações, c devemos considerar todas as 
mais sciencias anteriores como servindo de introducção á 
esta , mas de introducção indispensável, á não se querer fa
zer da sciencia dos lins da actividade humana , uma sciencia 
vaga, nada apresentando de positivo , fundada só ein hypo- 
theses metaphycas, ou em opiniões religiosas, dando lugar á 
uma divagação som limites , origem de uma infinidade de 
systemas que não podem ser nem provados nem refutados. 
A Teleologia determinando os lins da vida humana , e mos
trando os meios de os realisar , contribuo mui directamen- 
te para o aperfeiçoamento material, physico, mtellectnal, e mo
ral do homem , e serve de passagem das sciencias theoricas, 
para as practicas, que todas tem por objecto os meios de con
seguir o aperfeiçoamento do homem, n’um de seus diversos 
ramos. Esta sciencia é mais deduetiva do que induetiva , o 
como tracta do objecto que mais directamente interessa os 
homens, da su;i destinação, tem sido cultivada desde os tem 
pos mais remotos debaixo do nome de philosopbia , mas por 
falta de sua base sciéntihca , qne ainda não está de todo 
completa, não pode ainda tomar o caracter verdadeiramente 
positivo.

E' digno de observação que as duas sciencias extremas da 
encyclopedia dos conhecimentos humanos, as Mathematicas, 
e a Teleologia, são inteiramente quase, sciencias deduetivas, 
em quanto que as mais são essencialmente experimentaes , 
e induetivas, mas com esta differença , que a primeira par
te das inducções as mais simples , faceis , o espontaneas para 
d’d ias  tirar uma serie importante de deducções , e que 
a ultima parle das inducções as mais complicadas , e ela
boradas de todas , que lhe fornece o complexo de todas 
as sciencias positivas intermediarias , c dellas tira todas 
as deducções próprias para conseguir o grande fim de deter
minar a destinação do homem e da sociedade , e de indicar 
os meios de conseguir o aperfeiçoamento indefinito do ho
mem e da sociedade. Esta analogia subjectiva entre a? m a- 
thematicas e a Teleologia relativamente ao mothodo logico de 
que se servem , nos da a explicàção do facto historico de te
rem sido o» grandes mathematicos, sempre ao mesmo tempo 
grandes philosophos, como Descartes , Leibnitz , NeAVton , 
Pascal , D ’Alemberl , Condoreet , Kant , etc. , e d ’outra 
parle de terem sempre os grandes philosophos sido versados 
nas Mathematicas , como Pythagoras , Platão , Aristóteles . 
M atebranche, Locke Reid , D. S te w a r t ,  Condillae , etc.
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Estn sciencia ó com pouca differença a mesma quo À. 
Comte chama Moral, não approvando a extensão que da a 
significação d'esta palavra , accepção muito geral quo não 
concorda com as ideias que geralmente se lhe tem unido, para 
poder abranger rflo só a moral propriamente , como tam 
bem a Esthetica, a Política e tc . , adoptamos o termo Teleo
logia, ja empregado pelos Allemaes para significar a sciencia 
dos fins, dando-lhe uma accepçSo positiva , como faz John 
Mill, em vez da metaphysica que lhe deram K ant. Schelimg 
Iíegel etc.

Temos concluído o resumo da classificação das sciencias; 
\ . °  dividimos todas as sciencias theoricas em Cosmologicas e 
Biologicas. 2 .” dividimos depois cada uma destas grandes 
classes d e  sciencias geraes , formando assim quatro sciencias 
fundamentães. i .°  Mathematicas, 2." Physica geral, 3.<> Bio
logia, e 4." Sociologia; 3.° emfim , subdividimos cada uma 
d ’èstas sciencias em duas , e assim chegamos a formar 8 
sciencias principaes. I .“ Mathematicas puras, 2.'0 Astrono
mia , õ.° Physica, 4 . °  Chimica, 5 .°  Phytobiologia, 0 . °  Zoo
biologia, 7 .°  Sociologia, 8.° T e le o lo g ia .  A. Com te só admit- 
t e  7, mas esta differença só  c o n s is te  em que subdividimos a 
Biologia que elle considera como uma uuica sciencia.

Podemos representar esta classificação no quadro seguinte:

A ordem fundamental que cslabelecemos entre todos estes

posição que deve occupar, no todo da philosopbia natural o 
estudo de que tracta exclusivamente este compêndio. Longe

/Cosmologicas

Sciencia

Sociologia

Biologia

17. Sociologia 
\ 8. Teleologia

\5 .  Phytobiologia 
/6 .  Zoobiologia

estudos devia ser fixada a fim do conhecermos a verdadeira
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de considerar esta classificação didacticã como indiffereu- 
l e , conforme á opinião dos eseriptores do regimen scien- 
tifico em pirico , podemos assegurar pelo contrario , que è 
d’ella sobre tudo que dependo a principal eflicacia intelloc- 
tual e social da philosopbia positiva. Existe uma intima so
lidariedade entro a concepção oncyc.lopedica, e a lei funda
mental de evolução que serve do base a esta philosopbia. l i 
ma tal ordem deve por sua natureza preencher duas condi
ções essenciaes, uma dogm atica , e outra histórica , cuja 
convergencia necessaria deve ser reconhecida. A primeira 
consiste em dispôr as sciencias conforme sua dependencia 
successiva, de modo que cada uma se funda sobre a prece
dente e prepara a quo segue; a segunda prescreve de as dis
pôr conforme a sua formação effectiva , passando sempre 
das mais antigas ás mais modernas, A equivalência espon- 
tanoa d'eslcs dous methudos encyclopedicos provém cm ge
ral da identidade fundamental que existe iiu \ itavelmente cn* 
tre a evolução individual, e a evolução colleetiva , as quaes 
tendo a mesma origem, uma semelhante determinação , e o 
mesmo agente devem sempre offerocer phases corresponden
tes, salvo as diversidades dc duração, dc intensidade , e de 
rapidez iuherentes á desigualdade dos dous organismos. Este 
concurso necessário permilte conceber estes dous modos co
mo dous aspectos corelativos de um unico principio encyclo- 
pedico, de modo a podermos habitualmente empregar aquel- 
le que em cada caso manifesta melhor as relações considera
das , e com a preciosa faculdade de poder constantemente ve- 
rihcar por um o resuitado do outro.

A  lei fundamental d'esta ordem commum de dependencia 
dogmatica, e do successão histórica acha-se completamente 
estabelecida na obra de phHpsophia positiva de A. Comte, cu 
jo  plano um pouco modificado apresentamos acima.

Consi ste esta em classificar as dilierentes sciencias confor
m e a natureza dos phenomenos estudados, o em relação a sua 
generalidade e independencia decrescente, ou sm  complicação 
crescente, do que resulta especulações cadá vez menos abs- 
Iractas, e mais delficeis mas tambem cada vez mais eminen
tes e completas, ein virtude de sua relação mais intima com 
o homem e com a humanidade, objecto linsl de todo o syste- 
ma theorico. lista classificação tira o seu principal valor ph i-  
losophico tanto scientifico como logico da identidade constan
te e nocessaria que existe entre todos os diversos modos de 
comparação especulativa dos phenomenos naturaes, do que 
resulta theoremas encyclopedicos cuja explicação e uso per-
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tcncc á philoSopliia positiva,que alem d’isso debaixo do aspecto 
pratico ajunta esta importante relação geral que os phenom o- 
nos tornam-se nesta serie cada vez mais modificaveis, de m o
do a offerecerem um  dominio cada vez mais vasto a inter
venção humana. O unico fim que tivem os em  vista aqui foi 
a determinação racional da verdadeira hierarchia dos estudos 
fundamentaes concebidos directamente como differentes e le 
m entos cssenciaes dc uma unica sciencia, a da humanidade.

Assim chegamos gradualmente a descobrir a invariável hic- 
rarchia ao mesmo tempo histórica e dogmatica , igualmen
te scientifica e logica das 8 sciencias fundamentaes já men
cionadas , a primeira constitue necessariamente o ponto de 
partida exclusivo , e a ultima o unico fim essencial de toda a 
philosophia positiva considerada como formando por sua na
tureza um systema verdadeiramente indivisível no qual toda 
decomposição 6 radicalmente artificial, sem ser por tanto dc 
nenhum modo arbitraria , tudo refirindo-se finalmente à hu- 
manidado , unica concepção verdadeiramente universal. A 
totalidade d’csta formula encyclopedica exactamente confor
me com as verdadeiras aífinidades dos estudos corresponden
tes , e que comprehende cvidentemdnte todos os elementos 
de nossas especulações reaes , permitto cmíim a cada intel- 
ligcncia renovar a sua vontade a historia geral do espirito 
positivo, passando dc um modo quase insonsivel das meno
res ideias mathematicas aos mais elevados pensamentos so- 
ciaes.

E ’ claro que cada uma das sciencias inlermediarias con- 
funde-se por assim dizer, com a precedente quanto aos seus 
mais simples phenomenos , e com a seguinte quanto aos 
mais eminentes. Esta perfeita continuidade espontânea tor
na-se ainda mais perfeita quando consideramos que o mes
mo principio encyclopedico fornece a classificação racional 
das diversas partes constitutivas dc cada estudo fundamen
tal, de modo que os gràos dogmáticos, e as pbases históricas 
podem ser aproximadas tanto quanto o exige a precisão das 
comparações.

Esta theoria da classificação deve ser considerada como in- 
separavcl da theoria da evolução exposta no principio desta 
introducção. A consideração habitual dc uma tal hierarchia 
deve tornar-se indispensável, seja para applicar convenien
temente alei dos tres estados, seja para dissipar sufliciente- 
mente as unicas objecções sérias que olferecc ; pois a fre
qüente simultaneidade histórica das tres grandes phases men- 
taes, relativamente a especulações differentes, constituiria de
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outro modo uma inexplicável anomalia, quo resolve, pelo con
trario, espontaneamente a lei hierarchica tambem re la t iva  a 
successão quanto a dependencia dos diversos estudos positi
vos; em sentido contrario, concebe-se que a regra da classi
ficação suppoem a da evolução , pois que todos os motivos 
essenciacs da ordem assim estabelecida, resultam da desigual 
rapidez do desenvolvimeute nas diflerentes sciencias funda- 
mentaes. A combinação racional d’estas duas idéias funda- 
mentaes constituindo a unidade necessaria do systema scien- 
tiíico, no qual todas as partes concorrem pàra um mesmo 
íim, assegura tambem de outro lado a justa independencia 
dos diversos elementos principaes. (1)

ARTIGO 2.°

DAS MATHEMATICAS.

As Mathematicas consideradas em sua totalidade como for
mando uma unica sciencia, doline-so geralmente, a sciencia 
das quantidades.

P or  quantidades entende-se tudo quo é susceptivel d e a u g -  
mento e de diminuição. Um objecto qualquer material, não 
é para nós, abstrahindo a sua natureza physica, senão um ag- 
gregado de partes , isto é, uma quantidade maior ou menor 
susceptivel do augmenlo ajuntandó-se-lhe novas p a r t e s , ou 
de diminuição , tirando-se-lhe algumas das que o compõem. 
A quantidade 6 pois uma propriedade universal que perten
ce à todos os objectos do mundo physico, do que resulta que 
a sciencia das quantidades abrange todos os phenomenos do 
universo, o quo as leis da quantidade são applicaveis ás leis 
de todos os phenomenos.

0  termo, sciencia das quantidades, é muito vago e não 
caracterisa bem o objecto particular das Mathematicas , 
para precisal-o mais se tem dito que as Mathematicas tem 
por objecto a medição das quantidades, esta definição po
rem , ainda que exacla , e incompleta , porque apresen
ta como um fim directo , o que as mais das vezes não 
<■ senão um fim indirecto. A medição directa das quantida
des é uma operação muito simples que não pode dar ori
gem a uma vasta sciencia como as Mathematicas. Qua
se sempre não podomos medir as quantidades senão in- 
directamente. A definição exacta das Malheinaticas é a se-

(I) A, Comte, introducção a Astronomia.
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guiole, a sciencia que tem por objecto a medição indirecta 
das quantidades, e assim o seu objecto é constantemente de
terminar as quantidades umas pelas outras , pelas relaçõos 
precisas que existem entre ellas. Esta definição em lugar 
dc dar somente a ideia de uma arte, como a primeira, carac- 
terisa immodiatamcnte uma verdadeira sciencia , c a mostra 
como composta de um grande numero de operações intellec- 
tuaes encadeadas .umas ás outras , que podem se tornar mui 
complicadas em razão da serie de intermediários que são 
precisos entre as quantidades incógnitas e as que podem ser 
ilirectamentc medidas, do numero de variaveis coexistentes 
na questão dada, c da natureza das relações entre todas es
tas diversas quantidades que fornecem os phenomenos con
siderados. Por esta definição devemos considerar o espirito 
matliematico como consistindo em suppòr sempre como li
gadas entro si todas as quantidades que pode apresentar um 
phenomeno qualquer cm vista de deduzir umas das outras. 
Não ba phenomeno que não possa dar origem a considera
ções d’este genero, do que resulta a extenção naturalmente 
indefinita, c até rigorosamente , a universalidade logica da 
sciencia mathematica, que justifica o emprego do nome 
que serve para designar esta sciencia; esta denominação 
que tem boje uma accepção determinada significa simples
mente a sciencia em geral. Uma tal designação exacta para 
os antigos que não tinham outra sciencia real, não pode ser 
conservada pelos modernos senão para indicar que pode ser 
considerada como a sciencia por excellencia. De facto a de
finição que demos d'esta sciencia, afastando a circunstancia 
dc precisão das determinações, nada mais é do que a defini
ção de toda verdadeira sciencia qualquer, pois cada uma não 
tein necessariamente por fim senão determinar phenomenos 
uns pelos outros cm razão das relações quo existem entre el- 
lcs. Toda sciencia consiste na coordinação de factos , se as 
diversas observações ficassem inteiramente isoladas, não exis
tiria sciencia. A sciencia 6 destinada a dispensar, tanto quan
to comportam os dilTerentes phenomenos, de toda observação 
directa . permitlindo deduzir do menor numero possivel dc 
dados immediatos, o maior numero possivel de resultados; 
este é o uso real, soja na especulação, seja na practica das leis 
<;uc conseguimos descobrir entre todos os phenomenos na- 
turads,

A sciencia Mnlhematica não faz senão levar ao mais alto 
£iito possivel, tanto em relação a quantidade, como cm rela- 
rVi o a qnalidftdo, sobre os objectos de seu dominio, o mesmo
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gencro dc indagação que proseguc/n cin grãos mais ou me
nos inferiores cada sciencia real na sua esphera respetiva. 
E ’ pois pelo estudo das Mathematicas, e somente por elle, 
que se pode fazer uma ideia jusla e apeofundada do que se 
ja uma sciencia.

E ’ n ’clle que unicamente se deve procurar conceber com 
precisão o methodo geral que o espirito humano emprega 
constantemente em todas as suas investigações positivas ; por
que em neuhum outro as questões são resolvidas de um mo
do tão completo, e as dedueções prolongadas tão longe com 
rigorosa exaclidão. E ’ 11'esta sciencia que 0 nosso entendimon- 
to tem dado as maiores provas de sua força , porqne as ideias 
que n’ella so consideram são do mais alto gráo dc abstracção 
possivel na ordem positiva. Toda educação scientifiea que não 
principia por este estudo pccca necessariamente pela base.

DIVISÃO DAS MATIlKf.I ATICAS.

1’ara que as divisões d’esta sciencia sejam verdadeiramen
te racionacs c derivadas da natureza da matéria , ó preciso 
que se apresentem espontaneamente fazendo-se a analyse 
exacta d'uma questão mathomatica completa.

A solução completa de teda questão mathemafica decom* 
poem-se necessariamente em duas partes de natureza essen
cialmente difTerenles. Toda investigação mathematica tendo 
por fim determinar quantidades incógnitas pelas relações que 
existem entre eilas, e quantidades conhecidas; devemos evi
dentemente conhecer com precisão as relações existentes en
tre as quantidades consideradas, esta primeira ordem dc in
vestigações constitue a parte concreta da solução ; uma vez 
estas relações determinadas, a questão muda de natureza, lica 
então radusida a uma pura questão dc números, consistindo 
simplesmente em determinar números incognitos , quando 
se sabe que relações precisas os ligam A números conhecidos, 
ó n’esta segunda ordem do investigações que consiste a par
te abstracta da solução. l ) ’aqui resulta a divisão fundamen
tal das mathematicas em duas grandes sciencias , as mathe
maticas abstractas, c as mathematicas concretas. Esta divisão 
dà-se em todas as questões malhematieas, por mais simples, 
ou mais complicadas, que sejam. Estas duas partes essen
cialmente dislinetas pelo objecto quo se propoem o espirito 
em cada uma , não 0 sào menos pela natureza das investiga
ções de que se compoom. As mathematicas concretas depen
dem evidentemente do geuero dc phenomenos considerados,
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c devem necessàriaróento variar quando apresentam-se no
vos phenomenos: as mathematicas abstractas ?ão completa
mente independentes da natureza dos objcctos examinados, 
e versam somente sobre as relações numéricas que apresen
tam. As mesmas relações podem existir em um grande nu
mero dc phenomenos difíerentes, que apesar da extrema di
versidade , são considerados pelo matbematico como offere- 
cendo uma mesma questão analytica susceptível de ser resol- 
vida isoladamente uma só vez. A parle abstraela commum à 
umas poucas de questões mathematicas , sendo uma vez trac- 
tada por occasião d’uma só d’entre ellas, acha-se resolvida 
para todas as ou tras , a parte concreta deve pelo contrario 
ser tractada separadamente em cada questão , sem que a so
lução do algumas possa fornecer um soccorro directo para a 
de outras. Não é pois possível estabelecer verdadeiros metho- 
dos geraes , que por uma marcha determinada, e invariavel 
assegurem em todos os casos a descoberta das relações exis
tentes entre as quantidades relativamente a phenomenos 
quaesquer; esta matéria não è suseeptivcl senão dc metho- 
dos especiaes para tal, ou tal classe de phenomenos. Pelo 
contrarario podemos, seja qual fòr a natureza das quantida
des consideradas, estabelecer methodos uniformes , para as 
dedusir umas das outras , suppondo conhecidas as suas re 
lações exactas. A parte abstraela das Mathematicas 6 de sua 
natureza geral, e a parte concreta especial. Esta ultima tem 
um caracter philosophico essencialmente experimental, physi- 
co, ou piienomenal, ao passo que o das mathematicas abstrac
tas è puramente logieo, e racional.

Não é aqui o lugar proprio de mostrar o processo em
pregado pelo espirito bumano para descobrir as leis ma
thematicas dos phenomenos. Mas quer sejam estas leis sug- 
geridas pela observação precisa dos phenomenos, quer sejam, 
pelo contrario corno acontece frequentemente, construidas pe
lo raciocínio baseado sohre factos mais communs, não po
dem cm caso algum serem consideradas como reaes sem que 
se mostrem de acordo com os resultados da cxpcriencia direc
ta. Assim a parte concreta de toda questão mathematica ó 
necessariamente fundada sobre a consideração do mundo ex
terior e não pode jamais, seja qual for a parte do racciocinio, 
resolver-se por uma simples serie de combinações intellec- 
tuaes. A parte abstracta pelo contrario, depois do bem se
parada, não pode consistir senão n’uma serie dc deducções 
racionaes m a is , ou menos prolongada ; pois uma vez acha
das as equações d’um phenomeno, a determinação tTuina pe-
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las outras «Ias quantidades que n’eilas entrara, por mais dif- 
íiculdades que offereça, é unicamente do doininio do racio
cínio. E ’ a intelligcncia que pertence deduzir d ’estas equa
ções resultados que são eomprehendidos nos dados ainda que 
de um modo implicito, sem que seja preciso consultar de no
vo o mundo exterior, cuja consideração 6 então extranha, c 
deve ser afastada para reduzir o trabalho á sua verdadeira 
difficuldade própria. Assim pois a divisão fundamental das 
mathematicas, cm ahstractas e concretas é muito natural c 
profunda. Agora podemos determinar o campo de cada uma 
destas duas grandes divisões.

1.° Mathematicas ahstractas. Quanto as mathematicas ahs
tractas que formam o objecto da primeira, divisão da scien
cia mathématica , a sua natureza acha-se j<\ clara c exacta- 
mente determinada. Compõe-se do que se chama calculo, to
mando esta palava na sua maior extensão que ahraça todas 
as operações numéricas d’esde as mais simples até as mais 
sublimes combinações da analyso transcendente. O calculo 
tem por objecto resolver todas as questões dc números. O 
seu ponto dc partida é o conhecimento das relações precisas, 
isto ò, a equação entre diversas quantidades que se conside
ram simultaneamente, o que é pelo contrario o termo das ma
thematicas concretas. Por mais complicadas 011 indirectas 
que possam ser estas relações 0 (im da sciencia do calculo 6 
deduzir d’ellas os valores das incógnitas por meio das quan
tidades conhecidas. Esta sciencia apezar de ser a mais per
feita de todas, acha-se ainda pouco adiantada, de modo que 0 

seu íim raramente pode ser conseguido dc um modo satis- 
faclorio. Mas esto é o seu verdadeiro caracter, para conce
ber completamente o objecto d ’uma sciencia é preciso sem
pre consideral-a como perfeita. As ideias analylicas como 
mais simples e geraes devem preceder as que formam 0 objec
to das mathematicas concretas. A analysc 6 110 ponto de vis- 
la logico essencialmente independente das mathematicas con
cretas, que pelo contrario são fundadas sobre ella.

A analyse é pois a verdadeira base racional do systema in
teiro dos conhecimentos positivos, conslitue a primeira e a 
mais perfeita das sciencias fundaraentaés. As ideias dc que se 
occupa são as mais universaes, as mais ahstractas, e as mais 
simples que o homem podo realmente conceber.

2.° Mathematicas concretas. As mathematicas concretas 
tendo por ohjecto descobrir as equações dos phenomenos p a 
recem a primeira vista deverem ser compostas de tantas 
sciencias distinctas quantas são as cathcgorias reaes dc phe-
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nomenos naturaes. Mas assim não acontece. Estamos muito 
longe do ter descoberto leis mathematicas em todas as ordens 
de phenomenos. Na realidade não ha senão duas calhcgorias 
de phenomenos de que se conheça sempre as equações quo 
são, os phenomenos geometricos, e os mcehanicos. Assim pois 
a parte concreta das malhematieas compõe-se só da Geome
tria, e da Mechanica racional,ou Pheronomia. Na verdade bas
ta isto para dar-lhe um caracter completo do universalidade 
logica quando consideramos a totalidade dos phenomenos do 
ponto de vista o mais elevado da philosopbia natural. Se Io
das as partes do universo fossem concebidas como immoveis 
não haveriam para observar senão phenomenos geometricos, 
pois que então tu.do se reduziria ã relações de lorma , de t a 
manho, e de situação, tendo porém lambem em consideração 
osmovimentos, ha lugar para os phenomenos mechanicos. Ap- 
plicandose urna consideração philosophica de Blainville ge- 
neralisada, pode se estabelecer que no ponto de vista slatico 
o universo não apresenta senão phenomenos geometricos, e 
110 ponto do vista dynamico, senão phenomenos mechanicos. 
Assim pois a Geometria, o a Mechanica constituem por si sós 
as duas sciencias naturaes fundamentaes, n’este sentido que to 
dos os effeitos naturaes podem ser concebidos como simples 
resultados necessários das leis da extensão, e das leis do mo
vimento. Não entraremos em mais purticuloridades a res
peito d’esta parlo das Mathematicas, para nos occupar espe- 

. cialmanle da primeira.

MATHEMATICAS ABSTRACTAS.

O fim definitivo das mathematicas concretas é a descober
ta das equações que exprimem as leis mathematicas dos phe
nomenos considerados , e estas equações são o verdadeiro 
ponto de partida das mathematicas ahstractas , que tem por 
objecto d’elias deduzir a determinação das quantidades umas 
por meio das outras. Por tanto é muito preciso ter uma ideia 
exacta do que se entende por equação; ordinariamente for
ma-se uma ideia muito vaga da equação, dando-sc oste nome 
a toda especie dc relação dc igualdade entre duas funeções 
quaesquer das quantidades consideradas. Pois se toda equa-, 
ção é evidentemente uma relação dc igualdade , não pode
mos dizer que toda igualdade seja uma verdadeira equação 
a que se pode applicar os methodos analylicos. Admiltindo-se 
cm geral na definição da equaço todas as cspecics de fune
ções não se pode dar a razão da grande difficuldade que so
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encontra cm muitos casos para pôr um problema em equação, 
difticuldadc as vezes igual, ou maior quo a da resolução da 
equação uma vez obtida. Devemos distinguir duas especies dc 
funeções as abstractas, ou analjticas , e as concretas , as pri
meiras são as unicas que podem entrar na verdadeira equa
ç ã o , dc modo . que so podo definir de um modo exacto toda 
equação, como uma relação dc igualdade entro duas funeções 
abstractas das quantidades consideradas. A distineção entre 
funeções abstractas c concretas pode ser estabelecida de dous 
modos differentes , a p r io r i , e aposteriori, isto é, caractori- 
sando de um modo geral a natureza própria do cada especie 
de funeção, e depois fazendo a enumeração effectiva de todas 
as funeções abstractas conhecidas , ao menos das elementa
res, (le que todas as mais são compostas. A priori as fune
ções abstractas são aqucllas quo exprimem entro quantida
des um modo de dependencia que se pode conceber unica
mente entre números sem ser preciso indicar um phenomeno 
qualquer no qual se realise; pelo contrario são funeções con
cretas aquellas para as quaes o modo de dependencia ex
pressado, não pode ser definido nem comccbido senão assigna- 
lando um caso physico determinado geometrico, ou mechani-
oo, ou ainda de toda outra natureza, no qual tenha effecti- 
vamente lugar. -••rÇSI}

A maior parto das funeções na sua origem foram concre
tas, assim X 3 , e X , 3 que são actualmente abstractas, foram á 
principio concretas, exprimindo as relações da superfície de 
um quadrado , ou do volume de um cubo, ao comprimento 
d’um dos lados. Não entraremos aqui no exame das funeções 
a pos te r io r i , só diremos qne as funeções abstractas boje co
nhecidas limitam-se á um pequeno nu m ero ,  mas que não 
podemos determinar qual deva ser o seu numero to t a l , po
dendo-se ainda achar novas. Assim pois , para se estabelecer 
uma verdadeira equação, ô preciso representar as leis mathe
maticas de um phenomeno por meio de funeções inteiramen
te compostas do pequeno numero de funeções elementares 
abstractas conhecidas; é então que o problema torna-se ver
dadeiramente abstracto , c fica reduzido á uma pura qnes- 
tão de números, estas funeções sendo as unicas relações sim
ples que sabemos conceber entre números considerados cm 
si mesmos.

Agora podemos passar á divisão fundamental das m athe
maticas abstractas cm duas sciencias distinctas , isto é em 
calculo algebraico, e em calculo arilbmetico , tomando eslas 
palavras na accepção logica a mais extensa.
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A resolução completa de toda questão de calculo com- 
poem-se dcduas partes successivas de natureza essencialmen
te differentes. Na primeira temos por fim transformar as e 
quações propostas de modo á pôr em evidencia o modo de 
formação das qnantidades incógnitas pelas conhecidas , o que 
constitue a questão analylica. Na segunda temos em vista a 
valiar as formulas assim obtidas, isto ê determinar immedia- 
tamente o valor dos números procurados representados jú 
por certas funeções explicitas dos números dados , esta ó a 
questão arithmelica.

Vô-se pois , que cm toda questão verdadeiramente racio
nal, ella segue necessariamente a questão algebraica de que 
forma o complemento indispensável, pois que deve ser conhe
cida a formação dos números procurados antes de se deter
minar os seus valores effectivos , para cada caso particular, o 
termo da parte algebraica torna-se o principio da parte arith- 
metica. O  calculo algebraico e o calculo aritbmetico diffo- 
rem essencialmente pelo lirn que se tom em vista, e não m e
nos pelo ponto de vista em que são consideradas as quanti
dades; no primeiro tracta-se de suas relações, no segundo de 
seus valores. O  verdadeiro espirito do calculo oxige quo esta 
distineção, seja conservada com toda a exaotidão,mas por causa 
da imperfeição do calculo muitas vezes são misturadas, para a 
solução de um problema, as considerações algebraicas com as 
arithmeticas. Resumindo pois , a Álgebra, pode ser definida 
como a sciencia quo tem por objecto a resolução das equa
ções, o que ò uma definição assás extensa , com tanto que se 
tome estas expressão em toda a sua accepção logica , que 
significa transformar funeções implícitas em funeções explici
tas equivalentes. A Arithmetica po:le ser definida como a 
sciencia que tem por objecto avaliar as luneções. Assim pois 
as Mathematicas abstractas dividem se em calculo das fune
ções, ou Álgebra, e em calculo dos valores, ou Arithmetica.

1 ."  C a l c u l o  d o s  v a l o r e s . O  calculo dos valores como 
mais simples e independente deve preceder o das fnneções ; 
a primeira vista parece que este calculo devo apresentar um 
campo tão vasto como o da Álgebra , pois parece dar lugar 
a tantas questões distinctas quantas formulas algebraicas dif- 
ferentes se pode conceber como devendo ser avaliadas.

Mas uma simples rellexão basta para mostrar que o domi- 
nio do calculo dos valores 6 por sua natureza infinitamente 
menos extenso que o do calculo das funeções ; porque disliti- 
guindo-se as funeções em simples, e compostas, é evidente que 
sabendo se avaliar as primeiras , a consideração das outras
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não apresenta  difficuldades. No pon to  dc vista algebraico u 
m a  funeção composta é tão im portante  , o rep resen ta  u m a  
qucs lão  m ui differente das que  representam as funeções e lem en
tares que  a constituem , o dahi nascom precisam ente  as p r in -  
cipaes diíficuldades analyticas; não é assim na Arithmetica, o 
num ero  das operações num éricas  verdadeiram ento  distinctas 
n ’esta sciencia , ò somente marcado pelo das funeções abs
tractas elementares q ue  não passam de 10 pelo mais. À  ava
liação d ’cstas 10  funeções dão necessariam ente  a  de todas as 
funeções em num ero  infinito que  são consideradas na analy- 
se malhernatica, ao m enos no seu estado actual.

A  qua lquer  formula que  possa condusir a resolução das c- 
q u a ç õ e s , não ha lugar para  novas operações arithm eticas 
senão 110 caso dc se crear um  elem ento  analytico , 0 quo é 
de m uita  diCGculdade. O  campo da Arithm etica  , é pois, por 
sua  natureza m uito limitado, cm quan to  q u e  o da Álgebra é 
rigorosam ente  inGnito.

E ’ preciso porém notar quo o dominio desta  sciencia 6 na 
realidade m uito  mais extenso do quo se poderia pensa r  pelas 
obras elementares de inathcm alicas existentes. M uitas  q u e s 
tões verdadeiramente a r i th m e t ic a s , pois consistem em  ava
liações de formulas , não são o rd inariam ente  classificadas 
como taes por scr costume traclal-as como incidentes n o m e io  
d e  u m  composto de indagações analyticas mais ou  menos 
elevadas : tam bem  a alta opinião q u e  se faz c o m m u m m en te  
da  infiuencia dos signaes é um a das razões principaes desta 
confusão.

A ss im , em  r ig o r ,  não só a construcção de um a taboa 
do logarithmos como tam bem  o calculo das taboas tr igno-  
mctricas , são verdadeiramente operações arithmeticas. A re 
solução das equações numéricas que  não podem  ser resol
vidas algebraicamente , e o calculo das in tegraes  definitas de 
q u e  se ignoram as in tegraes  geraes , fazem rea lm ente  parto 
da Arithmetica , na qual devo ser com prehendido tudo quo 
tem  por fim a avaliação das funeções: tam bem  pertenço ao 
calculo dos valores aquella  parte da sciencia q ue  tem  o no
m e  do theoria  dos n n m e r o s , este ramo m u i to  extenso por 
sua  natureza, mas de pouca importancia scientifica , tem  por 
Objecto descobrir as propriedades inheren tes  aos differentes 
núm eros  em virtude dc seus valores independentem ente  de  
todo systema dc numeração particular, c constituo um a es- 
pecie dc arithm etica  transcendente. O dominio da A rilhn ic -  
tiea é pois m uito  mais extensodo que  se concebe geralm ente; 
inas 110 todo das M athematicas abstractas não 6 senão um 
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poulo por assim dizer em comparação do calculo das fune
ções, em que consiste essencialmente a sciencia.

2 . °  Á l g e b r a . Esta sciencia tem por objecto o calculo da* 
funeções, tomando esta expressão n’uma accepção logica, na 
qual possam ser incluidas todas as questões  analyticas d’es- 
de as mais simples até as mais transcend entes , e divide-se 
em duas sciencias, a analyse algebraica, o u calculo das lunc- 
çoes directas, e a analyse transcendente ou iníinitesimal, ou 
calculo das funeções indirectas. Nada mais diremos oqui so
bre esta parte das Mathematicas abstractas que  forma o ob- 
jecto especial de um campcndio que deve seguir a este.

Temos assim mostrado qua as M athem aticas  dividem-se 
em abstractas e concretas , e que cada u m a  d’estas duas 
sciencias subdivide-se em duas outras, a abstrac ta  em calculo 
dos valores , c calculo das funcçõões , as concretas em G eo
metria, e Mechanica.

/Mathematicas (Calculo dos valores 
 ̂ abstractas (Calculo das funeções 

Malheinaticas] ■
/ Mathematicas (Geometria 
v concretas (Mechanica

AllTIGO 3.o

DA ARITHMETICA.

0  calculo dos valores tem por abjeclo avaliar as funeções 
elementares: estas funeções são os differentes modos de for
mação de números que podemos conceber, e a avaliação des
tas funeções consiste em redusir estes differentes modos de 
formação á um só uniforme, e primitivo á que se dá o no m e 
de syslema de numeração, c então podem ser os números , 
depois dc representados assim uniformenle , comparados une 
aos outros , e determinadas as süas relações. A formação # 
comparação dos números 6 pois finalmente o objecto espe
cial da Arithmctica, que podem ser como todos os mais ob- 
jeclos, considerados cm geral, e em particular. Por conside
ração geral entendemos a que é relativa as leis geraes dos 
differentes modos de formação dc números , c à comparação 
dos números em g e r a l : por consideração particular a que sc 
refere as formações especiaes de números determinados, o a 
comparação dc números particu lares , considerados como in 
dividualidades , ou aos factos numéricos, As leis da forma-

i a i l  INTRODUCÇÃO.
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ção c comparação dc números om geral formam o objecto da 
Arithmetica geral; e as formações cspeciaes de números par
ticulares, ou os factos numéricos são o objecto da Arithme
tica especial.

Como os factos são necessariamente subordinados ás leis, 
parece quo è mais racional nao expôr os factos numéricos 
senao junctamente com as leis geraes da formação c compn- 
raçao dc números , o assim a Arithmetica especial ficaria 
fundida na geral , do modo a não formarem senão uma uni
ca sciencia. Mas para isso seria preciso partir logo 110 prin
cipio da sciencia das noções as mais geraes e abstractas dc 
números ^ c formar as ideias as mais vastas sobre as differen
tes funeções elementares, que não podem ser adquiridas 
sem preparação, pois a intclligencia humana não procede, do 
geral para o particular logo no principio de suas investiga
ções , 6 colligindo os factos um a um que podo chegar as 
noções geraes, e depois comparando-as descobrir as analogias, 
e as semelhanças^ quo servem para construir o systema in 
teiro de uma sciencia , c o methodo próprio para au^men- 
tar a exfcnção de seus princípios geraes. Então o espirito l e 
vando-se as considerações as mais geraes, pode facilmente 
conceber as razões de todos os factos particulares que nen
huma difficnldadc mais apresentam. Por este mo/ivo não po
demos deixar do fazer preccder a theoria geral das leis das 
formações differentes dc nurncros, c de sua comparação uns 
com os o u t ro s , de uma exposição methodica dos factos n u 
méricos,^ ao menos dos mais simples e elementares , e assim 
a sciencia dos valores tem sido sempre dividida nas scien- 
cias acima mencionadas, a Arithmetica especial é o que so 
chama vulgarmente Arithmetica simplesmente, a A rithm eti
ca geral tem sido usualmente reunida , e as vezes atò con
fundida com a sciencia do calculo das funeções directas, 
debaixo de nome vago de A lgcbra , que sc compoem
n n i n r  estudos differentes, o das leis ,1a formação í b ,
números , e do calculo das funeções directas.

ARITHMETICA ESPECIAL.

Esta sciencia tem por objecto "a avaliação d e  números dc- 
erminados , representados n’um systema dc numeração onr- 
icu a n  Lm outros termos , a Arithmetica ó a sciencia 
ormaçao e comparação dos números considerados no ponto

Msta particular da realisação dos cálculos ; 011 dos factos 
numéricos.
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À Arithmetica especial não emprega senao números deter
minados , e todos os seus raciocínios são expressos em lin • 
gua usual , pelo contrario na Arithmelica geral , os núm e
ros são considerados como indeterminados ou independen
temente de valores particulares, e se faz uso da lingugem 
symbolica , que se chama algébrica. Pelos dous methodos 
especial, e geral, podem ser tractadas todas as questões r e 
lativas á formação e comparação de números, e as duas A- 
rithmeticas não differem senão pelo methodo. O mcthodo 
geral é o mais expedito e claro , e o que mais satisfaz o es
pirito pela generalidade de suas conclusões, e tambem 6 o u- 
nico applicavel as partes mais complicadas da sciencia , que 
não podem ser aprofundadas pelo methodo especial muito 
prolixo e confuso, mas por outro lado só polo methodo e s 
pecial que podemos adquirir as primeiras noções de  fo r 
mação dc numero. Portanto , a Àrithmctica especial não é 
em rigor senão uma introducção à geral, própria c absolu
tamente neçessaria, para acostumar o espirito pouco a pouco 
com as combinações num éricas , a fim de poder depois ele
var-se as noções as mais abstractas, e empregar a linguagem 
algébrica com vantagem. Esta introducção se limita à parte 
a mais dem entar  da Arithmelica. A exposição dc um syste
ma particular de numeração , e as quatro operações princi- 
paes de sommar, diminuir, multiplicar, e  dividir, com núm e
ros inteiros, e fracciouarios, são os objectos verdadeiramente 
necessários d’cste estudo particular, Todas as mais operações, 
e todas as propriedades dos números, podem ser estudadas 
com mais clareza, facilidade, e vigor pelo methodo geral, e 
só por este ultimo é que podem ser aprofondadas. 5las g e 
ralmente se tom achado conveniente fazer entrar na Arith
melica especial uma grande parte da sciencia , e isto com al- 
g u m í razão, 1.° porque assim se faz uso do simples raciocí
nio em questões mais complicadas , o que em si ò um  bom 
oxercicio , e depois passando-se à tractar as mesmas ques
tões pelo methodo geral , 110 qual podem ser resolvidas com 
tanta facilidade, aprende-se inilhor à fazer uso da linguagem 
algebraica, e a aprecial-a no seu justo valor. 2 .°  P or  este 
meio torna se o estudo da Arithmetica mais util para as appli
cações aos usos da vida , dando muitas informações sobre os 
numoros em uma linguagem commuin á t o d o s , e podendo 
entrar assim facilmente na instrucção vulgar da massa dos 
homens , que não podem fazer um estudo verdadeiramente 
scientifico do calculo.
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r-^-gs t e  compêndio fazendo parte de uma obra sobre 
os elementos de todos os ramos das mathematicas  
puras, poderia ser reduzido á muito menor extensão. 
Bastaria tratar da parte verdadeiramente essencial da 
Arithmctica que consiste na exposição de um sys-  
tema particular de numeração (o decimal por exem 
plo) e nas demonstrações das regras para fazer as 
quatro operações' numéricas fundamentaes, de som -  
mar, diminuir, multiplicar e repartir, números intei
ros e quebrados, deixando tudo mais para ser trata
do por meio da linguagem algébrica, pois a Arithme-  
tica não é propriamente senão uma preparação es
pecial para o calculo geral dos valores. Não procedi, 
porém; assim, ííz entrar n’esta obra mais do que es
tes princípios elementares e essenciaes; dous motivos 
me obrigarão a isto; 1.° o desejo de não mo afastar 
muito dos usos recebidos, è de tornar o meu com
pêndio o mais util possível, servindo até para quem  
não estuda a sciencia senão em vista de suas appli- 
cações aos usos du vida, sem tenção de levar mais 
adiante os seus conhecimentos matbematicos; 2.° por 
que tendo n’cste trabalho principalmente em vista a 
parte logica da sciencia, assentei que tratando pelo 
methodo especial, isto é pelo simples raciocínio, e na 
linguagem usual, algumas das partes mais complica
das do calculo dos valores, ofíerecia ás faculdades

I « f
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intellectuaes um utiljexercicio, pois,como diz o Darão 
Reynaud',os processos algébricos empregados logo no 
principio dos estudos mathematicos acostumão os 
principiantes a se deixarem conduzir cegamente pelo  
mecanismo das transformações algebraicas, em quan
to que as considerações finas e engenhosas que exi
gem as soluções numéricas fortificão o raciocínio, e 
preparào o espirito para os artilicios da analyse. Por 
estas razões fiz entrar n este  compêndio as regras pa
ra a extracção das raizes dos dous primeiros gráos c 
as noções elementares de proporções e progressões, e 
de Logarithmos, impondo-m e a obrigação de não fazer 
uso*senao do sim ples raciocínio em todas estas de
monstrações,ainda que assim se tornassem mais pro
lixas e com p licadas.^

A s applicações da Arithmetica ao eommcrcio são 
consideradas usualmente como devendo fazer uma 
parte importante dos compêndios desta sciencia- Na 
verdade são de tanta utilidade para todos, que não 
desapprovo o costum e de as fazer entrar na educação  
geral e preliminar; mas como não podem dc modo 
algum racionalmente fazer parte da sciencia abstrac- 
ta dos núm eros, assentei dever dellas tractar separa
damente n ’urn apendice para que não possão ser con
fundidas com a parte verdadeiramente scientiíiea  
d’este con:pendio; lim itei-m e porem neste apendice 
ás applicações «íis mais necessarias.

Um compêndio de Arithmetica não pode ter outro  
mérito senão o do m ethodo que segue na exposição  
da sciencia. O methodo que adoptei é o que pude 
colligir da leitura paciente e reílectida das profundas 
lições de AugustoCom te sobre a philosophia d a sm a -  
thematicas que vem no prim eiro tomo da sua obra 
sobre a philosophia positiva, combinada com  a das 
reflexões judiciosas sobre a sciencia dos num erosque  
se achão no S y s t e m  o f  logic  de John Stuarl JVSiíl. Se 
m e compenetrei bem do espirito destes dous em i
nentes philosophos aos leitores cabe julgar.
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A respeito dos tlieoremas e dos problemas parti
culares que constituem o todo da sciencia, so tenho 
á dizer, que tracteide os expôr do modo que rne pa- 
reeeo mais sim ples , e claro; para isto aproveitei-m e 
com toda a liberdade dos tratados de Arithmetica do 
Barão Reynaud, de Lacroix, de Bourdon, de Fran- 
coeur, de Montferrier, de Ilutton, dc Bonnycastle, 
de I)e Morgan, transcrevendo as vezes o que n ’elles 
se acha. Alem d’estas obras consultei muitas ou
tras, das quaes so apontarei as lições de mathema- 
Ibicas de Lagrange o Laplace dadas na escliola nor
mal.
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CAPITULO I.

PR IN C ÍPIO S F U N D A M E N T A E S.

S- <•’
NoçScs G crncs.

(I) nosso objeclo redigindo esle compêndio nSo é uni
camente ensiiuir a contar; é lambem e principalmente, fazer 
ver a rasão dc todas as combinações, que podemos formar 
com as noções de quantidade, e números: para este fim ó 
preciso remontar a certas observações philosophicus sobre as 
bases fundamentaes da Arithmetica.

(2) Quando se principia o estudo das mathematicas ja so 
tem adquirido as ideias de quantidade e números; ja se sa
be fazer muitos raciocínios relativos aps numeros; ja sé sabe 
ajuntar um numero á um outro, ou tirar de um numero maior 
um, menor, ludo isto so aprende nos nossos primeiros annos, 
r quase que espontaneamente uma criança antes de sabor ler, 
já sabe que dous com dous são quatro. Seria pois perda de 
tempo querer aqui mostrar como adejuirimos todps estas ideias 
e como aprendemos a contar pelos dedos, depois por pedri-
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nlias, e finalmente por palavras e algarismos. Para mais íacil 
intelligenciaj do que temos a dizer adiante daremos aqui a 
definição de certos termos que temos dc empregar frequente
mente.

4. Quantidade è tudo aquillo, que é susccptivcl de aug- 
mento e diminuição.

2 . Á unidade é um objecto qualquer tomadò para termo 
de comparação dc todos os objectos da mesma especie. Seria 
impossível ter uma ideia exacta do tamanho das quantidades 
da mesma especie, se não se escolhesse entre cilas uma cer
ta quantidade, como servindo de unidade. A unidade é o 
que ô opposto á muitos, c á diversos, é o elemento de que 
consideramos compostas as quantidades. Esta unidade è uma 
quantidade arbitraria adoptada por convenção, e é ella mes
ma susceplivel de ser dividida cm partes; assim pois não ha 
unidade absoluta , todas são relativas.

3. Um numero 6 a reunião de muitas unidades da mes
ma especie, e do mesmo tamanho, O numero exprime quan
tas unidades contém uma quantidade.

4. Um numero chama-se abstracto, quando é composto 
de unidades abstractas, isto é, de unidades, que não se rete
rem á um objecto determinado. Um numero è concreto 
quando é composto de unidadas concretas, isto é, que se 
referem à um objecto determinado ; por exemplo: seis, è um 
numero abstracto; cinco cavalios um numero concreto.

5. Dous números, ou duas quantidades são iguaes, quan
do contém o mesmo numero de unidades da mesma es
pecie.

(3) Todas as sciencias nada mais são do que uma colicc- 
çSo de factos , e uma serie de raciocínios relativos à um ob
jecto determinado. As sciencias são formadas pelo emprego 
de nossas faculdades intellectuaes sobre os phenomenos da 
natureza; a primeira faculdade, de que fazemos uso fc a dp 
observação, por meio d’ella formamos todas as ideias prove
nientes das impressões, que os corpos fazem sobre nossos 
sentidos, isto 6 , todas as ideias relativas ás propriedades 
materiaes dos diversos sòres, que nos affcctão. Depois por 
meio das faculdades superiores de meditação formamos in- 
ducções, e tiramos consequencias, ou deducções. Por meio 
das inducções, formamos as ideias geraes ou abstractas; por 
meio das deducções tiramos todas as consequencias lógicas 
das nossas ideias geraes.



1)E ÀMTHXlETICA.

(4) À Arithmetica , como todas as mais sciencias consta 
do observações, de inducções, o de deducções. As obser
vações sobre que se funda são mui poucas e mui simples; 
logo nos nossos primeiros annos recebemos Iodas as im
pressões necessarias para formar as idéias de quantidade, 
de numero, de unidade, c de pluralidade, ldeias mui sim
ples, que devemos á observação iminediata dos seres da na
tureza. As diíiniçõcs dos números são os factos primitivos, 
que servem de base á Arithmetica.

As inducções tambem são poucas e faceis, limitão-se á 
formaçffo de certas ideias geraes, á que damos o nome de 
axiomas. Os axiomas são verdades relativas aos números, o 
ás quantidades, á que assentimos logo que nos são apresen
tadas, eq u e  servem dc premissas á todas as deducções>. es
tas formão todo o corpo da sciencia.

A deduccão ò uma operação intellectual, pela qual dc u- 
ma verdade evidente, oa previamente demonstrada, tiramos 
conclusões, o consequenoias.

(•'») As deducções dão origem á um grande numero de 
verdades, que são consequencias dos factos, e dos axiomas.

Estas verdades tomão o nome de Theoremas, quando são 
a demonstração de uma verdade por meio de deducções fei
tas de verdades ja provadas.

Tomão o nome de Problemas, quando o fim ó demonstrar, 
que podemos fazer uma cousa, uma operação qualquer.

A’s vezes para podermos provar uma verdade, precizamos 
de provar uma outra, que só serve para chegarmos ao co
nhecimento da primeira; estas verdades incidentes chamão so 
Lemrncis.

Uma verdade, que ó uma consequencia iminediata c evi
dente de uma outra chama-se corollano.

Da-se o nome de Scholio huma proposição, que não abra
ça uma doctrina particular ao svstema, mas que è uma no
ticia util ainda que não nccessaria. As observações e notas 
explicão ou confirmão ainda mais a proposição principal.

(0) A arithmetica pois è uma sciencia essencialmente de- 
duetiva. Mas como não é possível, que uma sciencia seja to
da inteira devida ás deducções, pois estas precisão de uma ba
se, que não pode ser senão verdades adoptadas pela obser
vação c inducção, a Arithmetica parte das definições de nú
meros e dos axiomas; assim pois, ainda que as observações 
e as induc ç-Ous n’esta sciencia scjfio mui poucas e simples nã»
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podemos proceder metbodicamente sem tractar das definições 
do números, que são os factos, que a Arithmetica deve á ob
servação; c dos axiomas, que são as verdades fundamentaes, 
que deve à inducção, e que servem para provar todos os 
tbeoremas , e problemas relativos aos números, antes de pas
sar á tractar de todas as operações aritbmeticas.

§ 2 .»

Dcüniçíío e noinenclHitiira dos numeres.

(7) As definições do números, como todas as mais defi
nições, sáo compostas de duas cousas; a explicação de um 
nome, c a  asserção de um facto.

A ultima 6 unicamente a que pode servir para formar os 
princípios, ou as premissas de uma sciencia. O facto asse
verado na definição dc um numero é um facto physico. Ca
da um dos números— dous, tres, quatro etc, denota um phe
nomeno physico, e indica uma propriedade d’este phenome
no. Dous, por exemplo, denota um aggregado de dous ob- 
jectos da mesma espccie; doze um aggregado de doze ob- 
jectos da mesma especie; o que faz, que estes dous aggrc- 
gados sejão differentes um do outro, é alguma cousa dc phy- 
sico; pois não podemos negar, que duas laranjas são pliysi- 
camente differentes dc tres laranjas, dous cavallos de um, e 
assim por diante; são phenomenos tangiveis c visiveis, mui 
difíerentes. Não é o lugar aqui de mostrar em quedifferem; 
basta, que se reconheça, que existe uma dilTerença, que po
de ser apercebida pelos sentidos. E ’ verdade, que cento o 
dous cavallos, por exemplo, não se distinguem tão facilmen
te de cento c tres, como dous cavallos dislinguem-se de 
tres.

Apesar de que no maior numero de posições os sentidos 
não possão perceber esta dilTerença, com tudo podem sercol- 
locados de tal modo, que uma dilTerença seja perceptível; de 
outro modo nunca teriamos distinguido estes dous números 
differentes de cavallos, e lhes dado nomes particulares. O 
peso é, reconhecido por todos como uma propriedade physica 
das cousas; entre tanto, dilTcrenças pequenas entre grandes 
pasos são tão imperceptíveis aos sentidos na maior parte das
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situações, como pequenas dilTerenças entre grandes nuiiieros, 
e só podem ser postas em evidencia, collocando os dous ob- 
jectos cm posições particulares, como por exemplo, nos bra
ços oppostos de uma balança delicada.

(8 ) O nome de.um numero, pois, denota evidentemente 
alguma propriedade pertencente á agglomeraçâo de cousa», 
que appellidamos por esse nome, e esta propriedade, è a 
maneira característica, em que é formada do parles e pode 
ser separada em partes.

(!)) Quando chamamos uma collccçflo de objectos dous, 
tres, ou quatro, nâo sâo dous, tres, ou quatro em abstracto; 
sâo dous, tres ou quatro cousas de alguma especie particular; 
pedras, cavallos, poliegadas, libras, etc. O que o nome indica 
é o modo porque os objectos singulares da especie dada devem 
ser reunidos para produzir aquelle cggregado particular. Se o 
aggregado ò de pedras,e que o chamamos dous , este nomu 
exprime,que paracompôro aggregado ò preciso unir uma pedra 
com rnais outra; se o chamamos tres , queremos dizer que 
uma, mais uma, mais uma pedra devem ser reunidas para cons- 
titui-lo;ou que uma pedra deve ser reunida d um aggregado do 
pedras chamado dous,ja existente.O aggregado á que chama
mos qualro tein ainda um maior numero de modos dc forma
ção,uma,mais uma,mais uma,o mai» uma pedra podem ser reu
nidas para forma-lo, ou dous aggrcgados dc duas pedras ca
da um, ou uma pedra com um aggregado de tres pedras. 
Cada numero successivo na serie ascendente póde ser for
mado pela união de números menores n’uma variedade do 
modos progressivamente maior. Limitando as partes á duas, 
um numero pode ser foruiado, e podo ser separado em tan
tos modos diflerentes, quantos sáo os números menores do 
que aquelle, quo consideramos; e admittindo tres. quatro 
partes, cada numero pode ser formado de um muito maior 
numero de modos differentes. Outro modo de chegar ao 
mesmo aggregado è aquelle pelo qual o obtemos nâo pela 
uniâo dc menores aggregados, mas pelo desmembramento da 
maiores. Por exemplo, tres pedras è um aggregado, que podo 
ser formado tirando uma de um aggregado de quatro, e as
sim por diante.

(10) Todas as proposições arithmeticas, todos os resulta
dos de operações arithmeticas, nada mais são , do que a 
oxposjçâo do um dos modos de formação d* um numero 
dado.



Aííirmão, que uiti ecrlo aggregado pode scr lormad^, 
«juntando certos outros aggrégados, ou separando certas por
ções dc um aggregado; e por consequencia, podemos repro
duzir estes aggrégados invertendo o processo. Tudo, pois, que 
fazem os em Arithm etica, é formar números pela reunião ou  
pela separação de outros.

Quando dizem os, que o quadrado de quatro é dezeseis, <> 
m ie aííirmamos é que, se tiverm os um num ero sufilciente de 
pedrinhas, ou de qualquer outro objeclo, e ajuntarmos estas 
pedrinhas em aggrégados de quatro cada um , e tornarmos a 
pôr estes aggrégados juntos lam bem  por quatro, os quatro 
aggrégados dc quatro pedras cada um formarão o aggrega- 
do que chamamos dezeseis, isto ó, um aggregado com posto  
de um aggregado de dez pedras, e outro de seis pedras, t i
nidos em um só. A proposição inversa, que quatro è a raiz 
tpiadrada de dezeseis, assevera, que o aggregado dezeseis po
de ser separado cm qualro aggrégados de quatro pedras ca
da um . ^

( 11) Os modos de formação dos números são infinitos, p o 
dem os formar um m esm o num ero de muitos modos differen- 
tes; mas quando conhecem os um modo de formação para ca
da um dos núm eros, todos os outros modos podem scr obti
dos por deducção.

(12) Bastará pois escolher um  dos diversos modos de for
mação de cada num ero, para servir de m eio de determinação 
para todos os outros. Como as cousas uniformes e sim ples 
sfio mais facilmente recebidas, e conservadas no entendim en
to , é de grande vantagem escoiner um  modo do formação, 
que seja o mesmo para todos os núm eros, e fixar a signifi
cação dos nom es dos núm eros sobre um principio uni
forme.

(13) O modo por que foi concebida a nossa nomenclatura 
de núm eros possue esta vantagem, c com mais esta, q u e  
mostra dous modos dc lormação do mesmo num ero. Cada 
numero ò considerado, como formado peia addicção de uma 
unidade ao numero immediatamente inferior em tam anho, c 
este modo de formação è indicado pelo logar, que oecupa 
o num ero na serie; e cada numero é tambem formado pela 
addição de um numero de unidades inferior à dez, e um nu
mero de aggrégados cada um igual a um certo numero dc  
dez unidades, e este modo de formação se exprim e pelos 
nomes c pelos a lgarism os,

i o  í:i.EM EK TO S
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(14) Os números sendo aggrégados de unidades, isto é ,  
de muitas cousas da inesma especie, ou dc muitas partes dis- 
tinctas c iguaes da mesma cousa, a maneira mais natural de 
os formar, é de unir uma unidade com outra, e depois com 
mais outra etc, continuando assim, podemos lonnar aggre- 
gados do unidades representadas por nomes particulares. A s
sim pois a reunião dc uma unidade com outra toma o nome 
de dous, da reunião de dous com uma unidade, formamos o 
numero á que damos o nome do tres, etc.

(15) Como nada limita o tamanho ao'-qual se pode elevar 
um numero, pois que podemos sempre, por maior que seja 
um numero, ajuntar-lho uma unidade, concebe-se, que existe 
uma infinidade de números diflerentes, e que sersa impossível 
expressal-os todos por nomes particulares á cada um, e quando 
ísto fosse possível não se poderia conservar na memória, este 
numero infinito de palavras isoladas eindependentes umas das 
outras. Para obviar á esto inconveniente foi preciso inventar 
uni modo artiíieial de representar todos os uumeros por meio 
de alguns nomes invariaveis, derivados uns dos outros, por 
qualquer analogia, d’onde resultou o que se chama systema 
(!e numeração. O systema de niuneraçáo geralmente adoptado, 
è o decimal, outros poderiào ser adoplados, a escolha 6 ar
bitraria: o systema decimal, porém, tem sido universalmen
te preferido, o que não se explica, senão pelo numero dos 
dedos, que são dez, e que forão os inslrumeníos dos pri
meiros cálculos dos homens, como ainda o são boje, quando 
principiamos á contar,

(16) O grande objecto, que queremos conseguir pela nu
meração, é representar um numero qualquer por meio de ou
tros números, que consideramos,-como simples, ou como da
dos immediatamente, e qulí expressamos-por meio de pala
vras particulares, que são os nomes d’estcs uumeros. Dando 
se pois um nome -particular aos nove primeiros uumeros, po
demos no systema decimal, representar um numero qualquer, 
adoptando certas convenções.

Os números simples são, um, dous, tres, quatro, cinco, 
seis, sete, oito, nove. Só com estes uumeros podemos ex
pressar todos por maiores que sejão, fazendo-se as seguintes 
convenções; nove e mais uma unidade formão um numero á 
que so da o nome de de/,, e então podemos fazer d’este nu 
mero uma nova unidade á que damos o nome de dezena. 
Doz com ihais dez formão um numero composto de duas dez*'-
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nas á que chamamos vinte , palavra, que indica dous dez; 
vinte oü dous dez, com mais uma dezena formão 'um  nume
ro composto dc tres dezenas chamado trinta, ou tres dez, o 
que evidentemente indica pela sua derivação da palavra tres: 
as collecções, que formamos de quatro, cinco, seis, sete, oito, 
nove dezenas, tomSo os nomes de quarenta, cincoenta, ses
senta, setenta, oitenta, noventa.

Para indicar os números, que ficão entre dez c vinte, vinte 
c trinta etc, c que são compostos do um certo numero de de
zenas com mais um certo numero de unidades simples, em
pregamos os seguintes termos formados pela união dos nomes 
das dezenas, com os das unidades. Assim, principiando 
por dez, que è o nome do aggregado dc dez unidades, 
c ajuntando-lhe uma, duas, tres, etc. unidades, temos os se
guintes nomes para expressar os números, que (icão entre 
dez e vinte; dez um, dez dous. dez tres, dez quatro, dez cin
co, dezeseis, dezesete, dezoito, dezenove: na lingoagem usual 
os cinco primeiros tomão os nomes seguintes, onze, doze, 
treze, quatorze, quinze; estes nomes são irregulares, mas pe
las suas ctymologias vemos, que são modos abreviados dc 
dizer dez um, dez dous etc.; de deseseis para cima a nossa 
nomenclatura dos números é regular; assim dizemos vinte um, 
vinte dous, vinte tres etc... . trinta e um , trinta c dous etc, 
trinta c nove... noventa c um, noventa e dous etc noventa e 
nove.

Esto ultimo numero ô composto de nove dezenas c nove 
unidades; ajuntando-se-lhe mais uma unidade temos um nu
mero composto dc dez dezenas; para este numero adoptamos 
um nome particular, que é cem; dc cem fazemos uma nova 
unidade, chamada centena, e os números superiores indicão-
sc dizendo, cento e um ... .  cento c dous . . . .  cento e vinte__
cento c noventa.. . .cento c noventa c nove, isto é ajuntando íí 
cem os nomes das dezenas c das unidades. O numero cento 
c noventa novo é composto dc uma centena, nove dezenas 
e nove unidades; ajuntando-lhe mais uma unidade temos um 
aggregado dc duas centenas; á este numero damos o nomo 
dc duzentos, c ã este numero ajuntamos os nomes das deze
nas e das unidades, até chegar ao aggregado de tres centenas, 
í  quo damos o nome de trezentos; o numero composto do 
quatro centenas chama-se quatrocentos, o os de cinco, seis, se
te, oito, nove centenas, quinhentos, seiscentos, setecentos, 
nitorenfos, novecentos. Depois de contarmos atà novecentos
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c noventa e novo, ajuntando á este numorp majs uma uni
dade, temos o aggregado dc dez centenas, à que damos o no
me dc mil, c fazemos d'cstc numero uma nova unidade, cfra- 
mada milhar, c contamos então de mil até mil milhares; d’es- 
te numero fazemos ainda uma nova unidade á que damos o 
nome de milhão, e contamos por milhões até chegar ii mil 
milhões; c então formamos uma outra unidade á que dámos 
o nome dc bilhão; mil bilhões loma o nome de trilhão; nu! 
trilhões o de quatrilhão, c assim por diante ao infinito.

Algumas pessoas dão os nomes de bilhão, trilhão, etc, não 
á mil milhões, e mil bilhões, etc., mas h um milhão dc mi
lhões, c á um milhão de bilhões.

(17) Cada uma das collecções designadas precedcntcmentc, 
é considerada, como formando unia unidade de uma ordem,de 
mais á mais elevada, ã medida, que se compõe de mais uni
dades simples; assim pois, considerando as unidades simples- 
como da primeira ordem, as desenas são da 2 /  ordem, a, 
centenas da 5," ordem, os milhares da i ."  ordem, as desenas 
de milhares da õ .“, ns centenas dc milhares da 6 . \  os mi
lhões da 7." etc; dando-se um nome novo ás unidades, que 
(icão distantes umas das outras de V em V lugares, e repe
tindo nos inlervallos os nomes das unidades simples, das 
desenas e das centenas. Os números expressados por esta 
fórma decompoem-se em varias collecções 011 ordens de uni
dades quando na enuncinção delles entrão vnais de uma pa
lavra; por exemplo o numero, que exprimimos por oito mil 
setecentos e quarenta c cinco, é composto de oito milhares, 
sete centenas, quatro dezenas, 0 cinco unidades simples.

(18) Por mais simples que seja esta nomenclatura, quan
do queremos combinur enlre si dous ou mais números con
sideráveis, achamos grandes embaraços, e complicações.

Para evitar este inconveniente forao inventados os algaris
mos, que são certos signaes adoptados para representarem os 
números.

Jà mostramos, que para enunciar qualquer numero era 
bastanle dar nomes particulares á certos números elemcnta- 
r«s, e a certas combinações d’estes numeros. Do mesmo mo
do adoptando signaes particulares para os numeros elementa
res, e certas convenções, podemos representar um número 
qualquer em algarismos.

O numero dos signaes, as suas formas, 0 as convenções 
relativas á combinaçãn d’estes sijnsM, são eousas arbitraria»;
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adoptando a numerceüo decimal, podemos representar lo
do e qualquer numero com só dez sigiiaes, e mesmo em ri
gor com nove.

(19) Os algarismos geralmente empregados são dez. De
vemos esta invenção aos índios, que a communicarão aos 
.árabes, e estes aos Europcos na idade media: alguns anti
quados querem, que tenhão sido conhecidos dos Gregos: em 
todo o caso só depois de nossas relações com os Arabes é  
que forão geralmente empregados; os antigos nunca fizerão 
uso d’elles , ou entaõ só os empregarão nas suas especu
lações methapliysicas, e isto mesmo só na escliola de Pytha- 
goras

Em poucas palavras podemos explicar este systema d e n o 
tarão. Os nove seguintes signaes ou algarismos, são empre
gados para significarem os nove primeiros números, que no 
systema decimal são os elementos da numeração.

1 2 I? 4 5 G 7 8 1)
um, dons, tres, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove.

Para com estes signaes representar um numero qualquer 
basta fazer as seguintes convenções.

1." Os números maiores, que nove não tem signaes par
ticulares; são representados collocando os signaes á cima ao 
lado uns dos outros, e concordando em que o primeiro signal 
á direita conserve o valor, que representa quando isolado; que 
n SI.0 a esquerda signifique dez vezes mais do que quando 
isolado; que o 3.° signifique cem vezes mais do que quan
do isolado; o .V.*mil vezes mais, e assim por diante. Por outra; 
cada um dos signaes escnptos isoladamente representa unida
des simples; á esquerda de um outro, dezenas; no 2 .° logar 
a esquerda, centenas; no 3.° milhares; no 4.° dezenas de mi
lhares etc. Podemos suppôr o papel em que escrevemos os 
números como dividido etn columnas verticaes, e numeradas 
á principiar ji.ela direita.



e considerando cada algarismo escripto n’uma cFeslas coluin- 
nns, como representando unidades, que são em cada colurn- 
na dez vezes maiores, que as unidades da columna, que lhe 
fica á direita; a primeira colunma ;i direita a das unidades 
simples.

Assim para escrever o numero cincoenta e seis devemos 
escrever 56; isto 6, G na primeira columna,onde representa seis 
unidades, e 5 na segunda onde representa cinco dezenas. Sc 
tivermos de escrever o numero cento e quatro, devemos pôr 
na l . a columna 4, e 1 na 3.* columna; mas como níio ris
camos sempre o papel foi preciso inventar um meio dc mos
trar, que um figurando cem no numero cento e quatro acha- 
se na 3 . ;i columna, porque escrevendo IV, o algarismo 1 fi
ca não na 3." columna, mas na 2 .a e exprimiríamos nflo 
cento e quatro, mas quatorze. Para evitar este embaraço foi 
inventado o signal —  0 — que chama-se cifra, ou zero, e que 
nenhum valor tem por si mesmo, mas que serve para nos li
vrar do trabalho de riscar o papel,- e para mostrar pelo logar, 
que occuppa em que columna achíio-se os algarismos signi
ficativos; e assim escrevemos 104 para representar o numero 
cento e quatro, e a cifra só serve para mostrar, que 1 está 
na 3 .“ e não na 2 .a columua, e que na 2 .a nada ha.

3." Quando um numero é composto de um numero exacto 
de dezenas, centenas, milhares, etc, devem os pôr tantas cifras 
ã direita, quantas são precisas para que o signal que repre
senta o numero üque na columna, que deve o ccu p a r .
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Por exemplo.

Cineoenta, ou cinco dezenas. . . .  50
Setecentos, ou sete centenas. . . 700
Quinhentos e vinla oito mil. . . . 5.28000

Sem ascifras estes números seriao confundidos com 5,cinco,
7, sete, e quinhentos e vinte oito, 528.

4. Uma cifra no meio do um numero torna-se necessaria, 
quando qualquer das denominações como dezenas, centenas 
etc faltão. Uma ou mais cifras á esquerda de um numero nâo 
altera o seu valor 025, é o mesmo que 25, a cifra so mos- ; 
trando, que nâo ha centenas, o que ja era evidente.

5.° Cada cifra, que se põe á direita de um numero o tor
na dez vezes maior; por exemplo 2 , representa dous, 2 0 , 
vinte, 200  duzentos etc.

(20) Agora resta-nos mostrar como podemos pôr em al
garismos um numero expressado em palavras, c pelo contra
rio enunciar em palavras um numero dado cm algarismos.

1.* Escrever em algarismos um numero expressado em 
palavras. Todo numero, que se enuncia compõe-se dc uni
dades simples, de dezenas, dc centenas, etc, e a colleccâo de 
unidades de cada ordem nâo pode passar de nove; no caso 
em que o numero nâo tenha unidades de certas ordens, 
temos um signal para occupar o logar d’ellas. Assim pois nâo 
ba um sò numero, que nâo se pessa escrever empregando os 
signaes, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9, 0 .

Seja o numero, que queremos escrever em algarismos o 
seguinte; oito bilhões e cincoenta e seis milhões duzentos e 
trinta mil e quatro.

Este numero tem unidades simples 4, dezenas nâo tem, 
centenas nâo te m , milhares nâo tem ; dezenas do mi
lhar 3 ,  centenas de milhar 2 ,  milhões tí, dezenas de 
milhões 5, centenas de milhões nâo tem, bilhões 8 . As
sim pois pondo estes signaes por ordem teremos a se
guinte expressão , que representará o numero enunciado 
8056230004.

Todo numero escripto em algarismos divide-se cm cente
nas, dezenas, e unidades simples; cm centenas, dezenas, e 
unidades do milhares, em centenas, dezenas e unidades do mi
lhões etc, etc; isto è em secçõos de unidades simples do mi
lhares,de. milhões, J* bilhões, t  «*da uma dVstas secrões
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e\prinie-se por tres algarismos, cxcepto n ultima a esquerda, 
cj 110 pode constar só de um, ou dous algarismos.

Depois de sc estar habituado á escrever os uumeros do tres 
algarismos basta escrever succcssivamente uns depois dos ou
tros da direita para a esquerda a sbcçSo das unidades, dos mi
lhares, dos milhões &c. Póde se principiar á escrever pela es
querda, isto é, escrever primeiro a secção das unidades as 
mais elevadas, depois á sua direita as outras em successão por 
ordem 10 tamanho das unidades; e é este o modo do escrever 
em algarismos um numero dictado por outra pessoa em voz 
alta.

E’ bom para os principiantes exercerem-se escrevendo em 
algarismos números dados em palavras.
_ Traduzir em palavras um numero escripto em alga

rismos. Para este fim devemos dividir o numero cm secções 
de trez algarismos cada uma, principiando pela direita, e de
pois enunciar em palavras succcssivamente cada uma das sec- 
ções partindo da esquerda, n dando à cada secçSo o nome, 
que lhe convém.

Seja por exemplo o numero, que queremos enunciar cm pa
lavras, o seguinte.

789098 4 ti 5 43210123 4567892.
Dividindo este numero em secções de trez algarismos cada 

uma podemos representa-lo assim;

sexülhões.qninqmlh qmtrilh.lrilhões.bilhões,milhões,milhares, unid.
789, 098 , 405, 432. 101, 2 3 4 , 507, 892

lemos então assim: sqtecentos e oitenta e nove sextilhões, 
noventa e oito quint:lhões,quairoccnlos c sessenta e cinco qua- 
trilhõcs,quatrocentos e trinta o dous trilhões,cento e um bilhões, 
duzentos e trinta e quatro milhões,quinhentos c sessentae sete 
mil, oitocontos e noventa o dous.

Quando um bilhão, um trilhão &c, significão um milhão 
de milhões um milhão de bilhões, &c. de mil para cima con
ta-se não por milhares, mas por milhões; e então devemos 
dividir os uumeros cm secções de seis algarismos passadas as 
duas primeiras secções á direita que ficão sempre sendo de tres 
algarismos.

O numero ácima ó enunciado então d’este modo
trilhões bilhões milhões milhares unidades 

789098, 4GÍ1432, 1*1234, 567 892
4
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dizemos setecentos coitenta e nove mil e noventa e oito trilhões, 
quatrocentos o sessenta e cinco mil quatrocentos e trinta e dous 
bilhões, cento e um mil duzentos e trinta e quatro milhões, 
quinhentos e sessenta e sete mil, oitocentos e novonta e dous.

Assim pois, as palavras bilhão, trilhão &e., n’estes dous 
modos de contar signiíicâo números de valores mui diííerenles, 
e são palavras ambíguas. O primeiro systema é o que ado- 
ptão os rnalhematicos Francezes, a o segundo o adoptado 
pelos Inglezes.

(21 ).-V numeração escripta dos Romanos era dificrcnlc da que 
empregamos. Representavão de um modo muito irregular 
certos números poi' meio das letras do alphabeto, o lazião uso 
de uma decomposição muito variavel para expressar todos os 
outros números. A convenção, que serve de base á este systema 
de notação, consiste em que, os valores indicados por duas 
letras consecutivas devem ser sommados, quando a da di
reita indica um numero menor que o da esquerda, e dimi
nuídos no caso contrario. Esta notação 6 muito incommoda 
para calcular, e nunca d’ella nos servimos para este fim; mas 
6 empregada frequentemente de um modo isolado para ex
primir certos números dc ordinação, e arranjo, e por isto é 
bom eonhece-!a.
í significa um C significa cem.
V » cinco. D ou o  quinhentos.
Ar » dez. M ou ClQ mil,
L » cincoenta.

Com estes caracteres representão-se todos os números’ 
combinando-os de diversos modos, e seguindo as convenções 
acima mencionadas.

1. Repelindo estas letras, expressamos os seguintes nú
meros.
!í ÍIl IIIÍ XX CC CCC MM etc.
2 3 4 20 200 300 2000.

2. Ajuntando á direita uma letra representando um nu" 
mero menor exprimimos a somma dos valores das duas 
letras.
VI Y íl  VIII XII XIII XV XVI XVII.

6 7 8 12 15 15 16 17,
XVIII LX LXX DC etc.

18 60 70 600.



2. Pondo uma letra d« menor valor á esqueirdadeuma otftra, 
as duas representão o valòr da maior diminuído do da ni«- 
nor.

IV IX XL XC Cl) otc.
4 9 40 90 400.
f. Uni risco por cima do uma d’estas letras da-llie um 

valor mil vezes maior por exemplo.

X  (juer dizer 10 ,000 , V 5 ,000; L 50 ,000  otc.
5. A figura quer dizer 500, c ajuntando-se-lbc um 

ou mais 3  cada um d’estes 3 , faz crescer 0 valor dcx >ezes; 
por exemplo, 133 representa 5000, 1333  50000; C j3 re
presenta mil, c para cada € 0 3  que, ilie ajuntamos 0 nu
mero è multiplicado por 10; por exemplo; CCf'JO representa 
10000, CCCJD3rJ  representa 100000.

(2*2) Os gregos servião-se das9 primeiras letras do alpbabeto 
para representarem <>s 9 primeiros números, das 9 seguintes 
para representarem as dezenas,das 9 seguintes para representa
rem centenas.

Os milhares denotavão por um !
Além d’esta notação usual tinhao outra empregada pelos 

matheinalicos, que era a seguinte: os novo primeiros núm e
ros eráo representados pelas nove primeiras letras do ulplta- 
l>elo, c n’esta parte era a mesma que a notação usual; para 
representar as dezenas puuhão um acccnío sobre estas • us
inas letras; para representar centenas dous accentosetc. Es- 
io systema nao diflere do nosso, senão pela falta da cifra, que 
cra substituída pelo acccnto.

(25) Muitas veíes, temos dc raciocinarsobre os números 
<’iii geial, e as propriedades que pertencem á um numero seja 
elle qual for. Para esto fim pode-se representar um numero, 
seja qual for 0 seu valor, por ui;; signal arbitrario qualquer. 
t!or exemplo podemos considerar uns poucos de saccos,
« «da uni contendo um numero qual for dc moedas de ouro, 
e l!°demos, sem saber quantas moedas tem os saccos, repre
sentar por um sigaal um numero de moedas incognito, por 
exe.nplo, pelas letras do alphabeto, e raciocinar sobre o »u- 
ii" 10 (jue cada um representa por meio d’estes signaes; 
ajuutar um sacco á um outro, e dizer, que contem A mais 
1* moedas, A representando o numero de moedas, que e.011- 

um sacco, e B , o numero de moedas, que contém 0 ou

» »  AílITIIM ETifiA. 1 0
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tro. Este modo de reprisentar os números ti de grande im- 
portancia, c facilita muiU) o estudo das propriedades dos nu
meres; a Álgebra faz uso constante d’esta linguagem.

(•2k) Para com pletara notação arithmetica ainda temos que 
explicar certos symbolos empregados para indicar as opera
ções arithmeticàs.

Todas as operações aritbmeticas reduzem-se á formação do 
um numero, ajuntandoá uma unidade, ou á um aggregado de 
unidades uma outra unidade, ou aggregado de unidades; ou 
então tirando de um aggregado de unidades, uma unidade, ou 
uma collecçâo de unidades. Para podermos formar todos os 
números possiveis basta que nos seja concedido l . u, que uma 
quantidade possa ser ajuntada à uma outra, um numero á 
um outro, 2 .°, que de uma quantidade maior se possa tirar 
uma menor, de um numero maior, outro menor.

1.° Pela numeração ajuntainos á um numero qualquer uma 
unidade, e formamos o numero seguinte: por exemplo: 5 com 
mais 1 são 0, e 6 com mais 1 são 7 etc.

A operação de sommar não è senão a mesma num eração, 
quando cm lugar de ajunlar à um numero uma unidade, ajun- 
tamos umas poucas; por exem plo, quando ajuntainos’ao nu
mero 5  o numero 7, formamos uma somma' ou uma addição, 
e o num ero, que resulta da reunião destes dous números, 
chama-se a somma

Em pregamos o signal-f-para indicar esta operação; e quando 
querem os m ostrarque 15 tem desèrajuntado á 38 , escrevem os 
15 -f-3 8 ; e dizemos 15 mais 38 .

2 .u Assim como ajuntando áum  numero uma unidade obte
mos o numero seguinte, do mesmo modo tirando de um nu
mero uma unidade, obtemos o num ero, que fira atráz na serie 
da numeração; esta operação pode ser chamada denumeração 
pois é o contrario da numeração desfazendo o que esta faz, e 
podemos sempre tirar de um numero uma unidade depois 
outra & c., e assim obtemos todos os números em uma ordem  
opposta á da numeração, isto é , de maior para m enor, em  
vez de menor para maior. A subtracção é uma denumeração 
feita logo de uma só vez, tirando de um numero umas poucas 
',Je unidades: sublrahir pois è tirar dc um numero um as poucas 
de unidades, ou um outro numero; o resultado d'esta operação 
chama-se dillerença. O signal— indica a subtracção; 0 4 — 12, 
quer dizer que da 04 devem os tirar 12, e dizemos 04  m e-  
nos 12.
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3 “ Se em vez de ajuntarmos á um numero um outro i u -  
meros ajuntamos á este numero o mesmo numero, teremos 
uma somma em que o mesmo numero entra duas vezes; se 
ajuntarmos á esta somma ainda o mesmo n um ero teremos 
uma somma em que entra tres vezes.

Assim cm lugar de dizer, que somrnamoso mesmo numero 
duas trez, etc vezes, empregamos uma outra palavra, e di
zemos, qu'e multiplicamos o numero por um outro numero. 
Multiplicar um numero pois è ajuntar este numero á si mesmo 
um certo numero de vezes; por exemplo, multiplicar quatro 
por tres é sommar quatro, tomado tres vezes.

O num ero, que se toma para multiplicar chama-se m ulti
plicando, o numero de vezes, que tem de ser tomado chama-se 
multiplicador, e tanto o m ultiplicando, como o multiplicador, 
chamüo-se factores; o resultado da multiplicação, ou a semma  
total, cham a-se produeto; 3 multiplicados por 5 quer dizer,que 
devemos achar a somma de tres tomados 5 vezes.

O signalxindica a m ultiplicação: 9 x 8 ,  quer dizer, 9 m ul
tiplicado por 8 , e dizem os 9 multiplicado por 8 ; o resulta
do d’esta operação é o produeto de 9 por 8 .

4 .°  Podemos tirar, subtrahir de um numero dado qualqer 
outro numero dado, e depois do resto o mesmo numero, e do
2 .“ resto ainda o mesmo numero, e assim por diante; esta sub
tração sucessiva do mesmo numero de um outro é o que so 
chama divisão: 'assim podemos d<y numero GO tirar 2 0 , de
pois mais 20 , e ainda mais 20 ; e isio é , dividir 00 por 
20 , c por este m eio podemos saber, quantas vezes 20 ó con
tido em (SO. O numero, de que se sublrahe chama-se divi
dendo, o numero que se subtrahe chama-se divisor; e o 
numero de vezes, que é possivel subtrahi-lo do primeiro cha
ma-se quocientc. À divisão é o contrario da multiplicação, o 
serve tambem para repartir um numero em um certo numero 
de partes iguaes.

O. s ignal-  entre dous números, ou um risco separando dous 
números, um por cima do risco outro por baixo indica a divisão.
Por exemplo 0 -‘-2, ou , quer dizer G divididos por 2 ; «
exprime o quocientc de (3 por 2, ou G repartido cm duas partes 
iguaes. Enuncia-se ti dividido por 2 .

o. Um numero tambem pode ser formado pela multiplicação 
dc um numero por si mesmo uma, duas, tres vezes, ou pela 
multiplicação de dous tres, etc factores iguaes, então chama-se 
c.-ta ove ração iuvolução, e o resultado tmia jioteucia, 2 ." po
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tcncia, a .'1 polencia etc quando os factores iguaes são dous, 
tres etc. Para exprimir esta operação escreve-se por cima do 
numero e á direita um numero, que indica quantas vezes o 
primeiro deve ser tomado, como factor; á este numero dá-se 
o nome dc expoente. Por exemplo k X 4 à a 2 .a potência da 
4, e escreve-se 42 ; 2 X 2 X  2 è a 3.° potência de 2, e es
creve-se 23.

G.° Cliama-se raizde um numero aquelle que elevado á uma 
certa potência produz o numero proposto. AcliSo-se as lai/.us 
por meio de uma operação opposta á da involuçãoá que se da o 
nome de evolução ou extracção do raizes.O sigual (jue indica esta 
operação,é V e Iô-se a raiz de; o signal V deve ser acompanhado 
de expoente, que indique o gráo. Por exemplo 5 ó a raiz 3 .“ 
de 27, c devemos representa-la por 3 /  27.

As*2.a e 3.a potências de um numero chamão-se o quadrado, 
e o cubo d’este numero; e as raizes 2 .a e 3." raizes quadrada p 
o cubica

7 .a Quando queremos indicar, que um numero 6 igual á 
outro empregamos o signal=posto entre os dous numeros, ou 
as duas quantidades iguaes. Por exemplo 3 + 2 = 3 ,  quer dizer
3 +  2 igual á 5.

Uma expressão d’esta especie chama-se uma igualdade; o 
que fica á esquerda do signal, denomina-se primeiro membro, 
eo  que fica á direita 2 .° membro.

8 .° Quando queremos indicar, que uma quantidade ou um 
numero é maior ou menor que outro, fazemos uso do signul 
> o u <  entre os dous numeros; havendo sempre a cau
tela de collocar a abertura do signal para o lado da quantidade 
maior. Por exemplo r  >  4 quer dizer que G 6 maior que í , 
e 3 < 8  quer dizer que 5 é menor que 8 .

9." Quando empregamos para representar numeros em lugar 
de algarismos as letras do alphabcto, o que fazemos quando 
queremos expressar um numero cm geral (veja 23), alem d estes 
siguaes e termos acima explicados fazemos uso dc mais dou:; 
termos.

Chama-se cocfficicnte o numero, que indica addição do par- 
cellas iguaes representadas por letras, o coefGciente 6 o numero 
das parcellas, e se escreve á esquerda da leltra, que representa 
as paãcellas. A s s i m a x a x a x a x a  representa-se por 5 a; o 5 c 
o coeüiciente.

10 . Quando umas poucas de quantidades são reunidas por 
meio d’estes signaes, formão o que se chama uma expressão
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arithmetica ou algébrica, que não 6 mais do que modos abre
viados de indicar as operações mencionadas. Chama-se então 
monomios as expressões, que n5o são composlas de partes, 
como 5a2 , 8 X 2'-2 etc quando são compostas de partes separa
das pelos signaes-j-ou —  chamão-se Polvnomios; Binomio 
quando tem duas partes, Trinomio, quando tem tres partes etc.

§ 3.°

IDos A xiom as.

( 2.?) Os axiomas são verdades fundamentaes devidas á in- 
ducção, que servem de base, ou de premissas á todas ás de
monstrações. Os axiomas da Arithmetica são mui poucos.

1.° Axioma O Todo é maior que cada uma de suas partes. 
Por exemplo se A e B são as partes, que formão o todoX , 
é evidente, que X é maior que cada uma das partes A ou B.

2.° Axioma. O Todo é igualjá todas as suas partes toma
das juntas; isto é , se X ò um aggregado composto das par
tes À, B, C, é evidente, que A-J-B-J-C são iguaes ao todoX .

3.° Axioma. As quantidades iguaes á mesma quantidade 
s5o igues umas íis outras, ou em termos ainda mais geraes,
« ousas iguaes à mesma cousa são iguaes umas às oulras. Sc 
as quantidades A e B são cada uma igual á quantidade Z, A 
é igual à B, ou se A = Z , e B = Z , então A = B .

4." Axioma. Se a quantidades iguaes ajuntamos quantidades 
iguaes as sommas serão iguaes, ou cm termos mais geraes; 
iguaes ajuntados ;i iguaes formão sommas iguaes. Se A c igual 
ít B, e a = b , as sommas a - |-A = b - |-B .

iodos os axiomas podem scr reduzidos à estes quatro; en
tretanto muitos mathemnticos admillem mais alguns, que cm 
rigor não são, senão deducções mui simples destes, que com 
as definições dc números, è quanto basta para sc poder dedu
zir todas as verdades relativas á formação dos números..

(26) Como existem ainda algumas verdades mui simples, 
precisas nus demonstrações, e que são tidas por axiomas ge- 
lalmonte, mas que podem ser deduzidas das quatro acima, 
vamos aqui mostrar esta deducção. _

1." Se de iguaes tiramos iguaes os restos são iguaes. Se 
A— a, e B = b , então. A —B = a — b: o que provamos assim;
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sUpponha-se qne A— T» não é igual á a—b; então deverá ser 
maior ou menor; snpponha-se, que é maior, e A — B = a —  
b-f-c, então como B = b ,  ajuntando iguaes à iguaes (Axioma 
4) temos A=a~j-c; mas A = a ,  logo a=a-}-c ,  o que è ab
surdo.

2.° Se á iguaes ajuntamos desiguacs as sommas são des- 
iguaes. Se A = a , e B n ã o = b ,  A-f-B n ão = a -f-b .  Suppo- 
nha-sc que pelo contrario A - f  B = a - f b .  Então como A = a ,  
e A. —I?= a  —j-b, subtrahindo iguaes de iguaes (2G,I) temos 
]{=!>, o que b contrario a bypothese dc ser B n ã o = b .

3.° Sc (le desiguacs tiramos iguaes os restos serão desiguacs. 
Sc A n ã o = a ,e  B = b ,  então A— B não k igual à a— b. Suppo- 
nlia-se que são iguaes; então como J i =  b e por supposição 
A—B = a —b,ajuntando iguaes com iguaes (Axioma 4) A— a, 
o que e contrario à bypothese de ser A n ã o = a .

4.° Sc de duas cousas uma ò igual o a outra desigual h 
uma 3.a cousa, cilas são desiguaes uma à outra. Se A = a ,  e 
]{ não — a, tambem A n ão = B ; senão supponhão-se iguaes. 
Então comoA=:a, e A=B,segue-se por (axioma5), que a = B
o que é contra a bypothese.

(27 O que torna a Arithmetica um typo dc sciencia dedu- 
ctiva é a applicaçSo à todas as suas demonstrações, dc uma 
lei tão comprehensiva, como a seguinte. A somma dc iguaes 
são iguaes, ou tudo aquillo, que ò composto dc partes, é 
composto das partes d’estas partes.

Esta verdade evidente aos sentidos cm todos os casos, que 
pedem ser referidos à sua decisão, c tão geral, que é coex- 
tensiva á natureza inteira, sendo applicavel á todas as sortes 
dc phenomenos, pois todos podem ser numerados, deve ser 
considerada como uma verdade induetiva, ou lei da na tu re/a 
da mais alta ordem. Todas as operações arithmeticas são ap- 
plicações d’esta lei, ou de outras leis deduzidas d’esta. Ê à 
nossa garantia da verdade de todos os cálculos. Acreditamos, 
que i> o 2 são iguaes á 7, sobre a evidencia d’esta lei indu
etiva combinada com as definições d’estes numeros. Chega
mos á esta conclusão ajuntando uma unidade de cada vez:
5 - f - l= 6 ;  por tanto 5 + 1  - f -1 = j6 - f - l= 7 ,  e como 2 =  1-}-1, 
logo 5 - { - 2 = 5 + 1 + 1 — 7 •

(28) Observação 1." Temos assim apresentado ifeste primei
ro Capitulo todos os princípios fundamentaes da Arithmetica. 
Aqui acha-se em substancia toda a Arithmetica, e nada mais 
temos á fazer nos seguintes senão tirar consequencias dos priu-
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cipios anui estabelecidos. Esta quantidade de consequencias 
encadeadas umas ás outras e todas dedusidas de um pequeno 
numero de definições e axiomas c que forma a belleza <! esta
sciencia. . . , „

(2 9 ) Observação 2 .a Todas as operações, em ultima analjsc, 
na iVritlnnetica reduzem-se, a formação de um numero, mas 
para maior clareza tractaremos p r i m e i r o  da coustrucçãoe or- 
maçãodos números, e 2 .“ da comparação dos números, ^ a  . 
aprendemos a coústruir todos os números; na 2 .d os números, 
Uma vez formados, aprendemos a compara-los uns com os ou 
tros, e á determinar seus valores; o que não é senao um 
outro modo de encarar as formações dos números. A A nth- 
metica. é pois a sciencia que tem por objecto a formação e a 
comparação dos números.

P A R T I A  a . n

l)A FORMAÇÃO DOS NUiMEUOS.

C A P IT U L O  II.

1)AS OPERAÇÕES ARITHMETICAS SOUUH NUMIillüS 
INTEIROS.

A d d i ç ã e ;

(30) O fim da addição é achar o valòr de um numero cha- 
tnado somma,que contenha elle só todas as unidades, que con
tem muitos outros números. Assim sommar 5 com 3 é reunir 
estes dous números cm um sò, que contenha o mesmo numero 
de unidades, que contem os dous. Para chegarmos a este co
nhecimento devemos formar um aggregado composto dos dous 
numeros, e este aggregado conterá tantas unidades, quantas 
contém os dous numeros; ora 5 contem cinco unidades, c 
tres unidades; devemos pois ajunlar á o tres unidades, as-



26 ELEMENTOS

sim diremos, 5 + 1 = 6 ,  0 + 1 = 7 ,  7 -f -1=8 , o numero 8 6 a 
somma tios dous números 5 e 3.

(31) D’estemodo se pode obter a somma de quaesquer nú
meros, islo é, ajuntando a um dos números successivamenle 
todas as unidades, que contém os outros números.

Mas este processo torna-se longo, e enfadonho, quando os 
números são grandes, e devemos achar um meio de abrevia-lo. 
Pelas convenções, que adoptamos á respeito da notação dos 
números, podemos redusir todas as addições a sornmar entre si 
os nove primeiros números. Para conhecermos porém, as 
sommás de todos os números sirnples, dous á dous, nao ha 
outro meio, senão o que notamos acima. É facil aprender de 
cór estas sommas, a seguinte taboada serve para este fim.

1 2 3 4 b G 7 8 0 |

1 '2 5 4 ti G 7 8 9 10

2 5 4 o G 7 8 9 10 11

3
4 5 0 7 8 9 10 ! 1 12

4 . 5 G 7 8 9 10 11 12 i.3

5 G 7 8 9 10 11 12 13 14

0 7 8 9 10 11. ♦ 12 13 l í 13

7 8 9 10 11 12 13 14 15 10

8 9 10 11 12 13 14 15 1G 17

9 10 11 12 13 14 lo 1G 17 18

Depois de se ter aprendido de còr esta taboada nada ba dc 
mais facil do que achar a somma de dous ou mais números 
jtor maiores que sejâo.
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(32) Para ««.ltlicionnr numeros, quo conlúm mais do que 
nove unidades, 6 preciso sommar separadamente todas as u n i
dades simples, todas as dezenas, Iodas as centenas etc, que 
entrão n’estes numeros, assim nunca temos, que sommar senão 
numeros simples uns com outros quer representem unidades, 
dezenas etc. Para isto é preciso escrever os numeros propostos 
de modo que as unidades da mesma ordem fiquem em uma 
mesma columna vertical. Por exemplo seja proposto sommar 
os numeros 53 e 31.

Em lugar de ajuntarmos a 53 successivamentc uma unidade 
depois oucra, até lhe ajuntarmos 3 1 unidades, o que seria 
muito longo, podemos dispor assim o calculo; escrevemos os 
dous numeros um por baixo do outro, de modo que ar, unida
des, e as dezenas de um estejSo immediatamente por baixo 
dag unidades, e das dezenas do outro.

33
3 í

87

Então dizemos 3 nnidades com mais 4  unidades, fazem 7 
unidades, isto sabemos pela taboada (31); escrevemos 7 por 
baixo das unidades, depois de ter feito um risco para separar 
a somma dos numeros propostos: passando depois para a 2 . a 
columna, que é a das dezenas; 3 dezenas com 3 dezenas são 
8 dezenas, o que sabemos pelo mesmo meio, e escrevemos 8 
por baixo das dezenas. Concluimos que 5 3 -j -3 4 = 8 7 . Para 
abreviar dizemos simplesmente 3 - l - 4 = 7 ,  e escrevemos 7 na
1 .a columna; «>-1- 3 = 8 ,  e escrevemos 8 na 2 .:‘ columna.

(33) Quando os numeros, que queremos sommar s-Io mais 
de dous, o processo ê o mesmo. Por exemplo; seja proposto 
acliar a somma dos numeros seguintes 1473, 4073 }., 5 7 1 0 1 9 , 
40057. Escrevemos todos do modo seguinte.

. 1473  
40734  

371041)
40057

453313

E m tso dÍ7cmos 7, 7-1-9— 16, 16-1-7=23, a som-
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ma d’<;stes dous últimos acha-sr; pelo modo acima (iN.° 32), c 
como 23 é composto dc 3 unidades e 2  dezenas, escrevemos 3 
na columna das unidades, e levamos 2  dezenas para a colum
na das dezenas.

Então proseguindo do mesmo modo dizemos, 2 -l-7= 9 , 
0 + 5 = 1 2 ,  12-1-4=10, 1 6 + 3 = 2 1 ,  escrevemos I, e levamos 
para a columna das centenas 2 , e continuamos, 2 - l -4 = 6 ,
6-1-7=13, 15-1-0=13, 13-1-0=13, e escrevemos 5 na colum
na das centenas, e levamos 1 para a dos milhares; 1+ 1= 2 , 
2 + 0 = 2 ,  2 + 1 = 5 ,  3 + 0 = 3 ;  escrevemos õ, e continuando, 
dizemos; 4 + 7 = 1 1 ,  1 1 + 4 = 1 5 ,  escrevemos 5 na columna de j 
dezenns de milhares, e levamos 1 para a seguinte, 1 + 5 = 4 ;  
escrevemos 4 na ultima columna. Assim achamos a somma j 
dos A números propostos. 1'elo mesmo modo se pode achar 
a somma de cpiaesquer outros números, sejão elles, de que : 
valores forem.

(34 ) Regra para sommar.
} .* Collocão-se os números uns por baixo dos outros, do 

modo que as unidades da mesma ordem em cada um fiquem 
n'uma mesma columna vertical.

2." Addicionão-sc todos os números da columna das unida
des, e separa-se esta somma em unidades e dezenas, escreve- 
se por baixo as unidades, e guarda-se na memória o numero 
de dezenas.

5.° Addicionão-sc todos os números da columna das deze
nas, lembrando-se de ajuntar á esta somma as dezenas, pro
venientes da l . a columna, e separa-se esta somma total em 
dezenas e centenas, escreve-se o numero de dezenas por baixo 
da 2 .a columna, e lembra-se do das centenas.

4." Procede-se do mesmo modo em cada uma das seguintes 
columnas, e na ultima, em lugar de separar o numero obtido 
romo sõmma, em duas partes, escreve-se todo inteiro.

Exemplo.

8630
2194
7421
50G3 
2196
12V5

2(i7o5
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(35) Observação l . a Temos pois mostrado, que podemos 
sempre formar um numero qualquer pela addição de dous 
on mais numeros menores, e que para islo basta saber achar 
a somma de dous numeros dc um algarismo cada um.

Observação 2 .a O mesmo numero podo ser formado por 
meio da addição de dous ou mais numeros por uma grande 
variedade de modos differentes. Por exemplo o numero 2 só 
podo ser formado por meio da addição dc um modo, que é
1 +  1= 2 ; mas a medida, que os numeros são maiores podem 
ser formados por mais modos differentes.

Por exemplo.
1

I 11
1 11 111 1

1 11 111 1 1111 11 1
12 1112 111122 11111234232
11 1232 123423 12345222334

33 -4144 555553 6 G6 66C66666

(36) Podiamos sommar os numeros principiando pcias u -  
nidades de ordem superior, islo é principiando pela esquerda 
em vez de pela direita; mas quando principiamos pela direita 
achamos directamente o resultado, pois deste modo a addição 
de cada columna vertical fornece um algarismo do resultado; 
e principiando pela esquerda ja não acontece assim, pois se a 
addição de uma columna der um resultado maior que dez uni
dades, será preciso escrever as unidades da ordem da columna 
sommada, e levar as dezenas para serem ajuntadas a columna, 
que já se tinha sommado, o que não se pode fazer sem mudar 
o algarismo já escripto, e talvez os oulros antecedentes.

(37) Como e muito facil commetter erros de somma é pre
ciso depois de se ter feito uma addição, vcrifica-la, isto se 
pode fazer por muitos modos; o mais simples dc todos è o 
seguinte.

Depois do se ter sommado pelo modo usual principiando do 
alto para baixo somma-sc uma segunda vez de baixo para cima. 
Scos resultados são os mesmos é provável, que não houve er
ro. Por exemplo. 3452

5241
■46
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Depois de termos sommado pelo modo usual tòrnarcmosú 
sommar assiin 0 +  1 + 2 = 1 )  , 4 + 4 + 5 = 1 3 ,  2 + 4 = 0 ,  e 
mais 1 da outra colurcma igual á 7, 5-f-3=8; as mais provas 
dependem de operações que não sabemos ainda fazer.

§ 2.°

§ i i h í r » ç ã o .

(38) A subtração tem por fim tirar um numero de um 
outro; o resultado chama-se resto ou differença. É evidente 
que não podemos tirar dc uin numero senão um menor; o 
que se consegue tirando do maior todas as unidades, que con
tem o menor. Por exemqlo para obtermos a differenç.a entre 
5 e 3, tiramos de 5 unidades, 1 unidade, depois mais outra 
finalmente mais 1, dizemos; 5— 1 = 4 ;  4 — 1 = 3 ,  5 — 1 = 2 ,  
o resto é 2 .

(39) A differença entre dous uumeros exprime o excesso 
de um sobre o outro; do que resulta, que a differença ajun- 
tada ao menor numero deve dar o maior. Pode-se pois achar 
o resto de uma subtração procurando o que é preciso ajuntar 
ao menor para formar o maior dos dous números dados.

Assim para achar a diferença entre G c 4 podemos procu
rar o que 6 preciso ajuntar a 4 para formar 0; o que se faz di
zendo 4-j— I = 5 ,  5 + 1 = 0 .  Logo ajuntando 2 á 4  teremos (5, 
e a differença procurada é 2

(40) Todo numero qualquer pode ser considerado como 
formado pela addição de dous números; podemos pois de um 
numero, dado um dos dons que o formam achar o outro ti
rando do numero a parte dada.

( I I)  Para fazer subtrações de tmmeros grandes seria mui
to longo este processo de tirar gradualmente uma unidade, 
de um numero maior, até tirar todas as unidades, quo 
contem o numero menor; devemos pois empregar algum meio 
de abreviar este processo. Para isto 6 preciso saber de cor 
as difierenças entre um numero simples qualquer e todos os 
números atè 18, pois estas não podem ser achadas, senão 
pelo processo acima apontado. Para  facilitar esto couheci- 
jnentoservea seguinte taboada—
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1 1 1 2 I 3 1 4 6 1 6 7 | 8 1 9  1 10
18 | 17 | 16 | 15 | 14 13 | 12 11 | 10 | 9 I 8
17 | 16 | 15 | 11 | 13 12 | 11 10 | 9  | 8 1 7
16 | 15 | 11 | 13 | 12 11 | 10 9 | «1 7 1 6
15 | 11 | 15  | 12 | 11 10 | 9 8  1 “ 1 «1 5
U  | 13 | 12 | 11 | 10 9  1 8 7 | 6 i 5 1 4
13 | 12 | 11 | 10 | 9 « 1 7 (> | 5 I 4 | <»«j
12 | "  I 10 | 9 | 8  ̂ 1 6 5 | 4 | 3 I 2
11 | 10 | » l 8 1 7 6 | 5 4 I 5 1 2  I 1
10 | 9  I «1 7 I 0 8 1 4 5 | 2 .| 1 1 0
9 i « 1 7 1 6 5 4 | 3 2 J 1 1 0 |
«1 7 1 0 1 & 1 4 5 I 2 1 | 0 1 1
7 1 6 I 5 I 4 | 3 2 I 1 O I 1 1
6  1 5 1 1 | 3 I 2 1 0 1 1
5 1 4 | 3  I 2 1 1 o 1 1 I
4 1 3 I 2  I 1 1 0 I 1 1
3 I 2 ! 1 1 0  I I 1 1
2 ! 1 1 o 1 1 1 1 1
' 1 0  I ! ! 1 1 1 1

(42) Esta taboada uma vez bem sabida de cor nada ba de 
mais facil, do que subtrabir um numero qualquer de outro 
niaior, Por exemplo seja proposto tirar de 8 7 , 35.

Escrevemos estes numeros um por baixo do outro pondo 
P°rcima o maior.

87
35

52

E então dizemos 7 — 5= 2 , o que sabemos por meio da ta- 
’°uda (VI) c escrevemos 2  por baixo da columna das unida- 
Ues; 0 passando a columna das dezenas dizemos 8 — 3 = 5 ,  e 
escrevemos5 por baixo da columna das dezenas, econcluimosque 87 — 35= 52.

I"ma difficuldade as vezes se apresenta, não se pode tirar 
Urn numerf> maior dc nm menor, entre tanto pode acontecer
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que o numero de unidades da mesma'ordein no numero menor 
seja maior, que o do numero maior. Enlão devemos lazer o 
seguinte raciocínio. Seja proposto tirar de G7, 29.

07
29

38

Como não podemos de 7 tirar 9 ficamos embaraçados logo 
lio principio, mas podemos ajuntar ás 7 unidades do maior 
numero 1 dezena, isto é, 10 unidades, e então temos que ti
rar 9 de 17,o que é possivel, enão de7; e dizemos 17— 9 = 8 ;  
escrevemos 8 por baixo da columna das unidades; mas então 
os números dados ficam dispostos assim.

5 dezenas+17 unidades.
2 dezenas -i- 9 unidades.

3 8

Depois de termos tirado as 9 unidedes de 17 unidades tc- 
ínos a difTerença 8 , e tiramos 2 dezenas das 5 dezenas restan- j 
tes, e escrevemos o resultado 3 dezenas. Logo 07— 2 9 = 3 8 .

Ainda existe um cutro caso, que pode embaraçar o prin
cipiante, este ò quando o numero superior da columna é um
0 , e que o numero, de que se quer tirar uma unidade de or
dem superior ó tambem 0 .

Por exemplo seja proposto tirar de 670035, 89567.

G70033 
89567

580Í08

Dizemos o — 7 nâo pode ser, e tomamos uma dezena da 
columna seguinte, e então temos 15—7 = 8 ,  escrevemos 8 ; o 
8  (pois desta columna tiramos uma unidade) f:ca valendo 2 , 
e dizemos 2 —(> não pode ser, e não podemos tirar uma uni
dade das duas columuas que se seguem, que são as das cen
tenas, e dos milhares, podemos porem tirar uma unidade da 
columna das dezenas de milhares; uma unidade desta ordem 
valo mil dezenas, logo temos 1002—6 : o numero 1002  podo 
ser decomposto em 99 centenas e 12 dezenas, e enlão temos



12 —G = 6 , e escrevemos (3 11a columna das dezenas, e temos 
então na columna das centenas 9 , c dizemos 9 — 5 = 4 ,  escre
vemos 4; na columna dos milhares temos tamhem 9, e dize
mos 9 —9= 0 , escrevemos 0 ; na columna das dezenas de

• milhares só temos G, pois tiramos uma unidade; dizemos 
<>—8 não pode ser, inas 10—8= 8 , c escrevemos 8 , depois 
temos na ultima columna só 5 dosquaes nada tiramos, e es
crevemos 5. Por tanto 070055— 89.107= '>S0108.

Este processo se reduz a tomar a unidade, que se precisa 
para tornar possivel a subtração, ao primeiro algarismo sig
nificativo, e á considerar as cifras intermediarias como repre
sentando cada úma um 9.

(43) llegra geral da subtração. Para subtrahir um numero 
de um outro.

1.u Escreve-se o numero, que tem de ser subtrahido por 
baixo do outro de modo que as unidades de mesma ordem 
deste fiquem por baixo das da mesma ordem do outro.

2." Sübtrahe-se cada algarismo da linha inferior do que lhe 
fica por cima, se isto se pode fazer. Quando isto não se pode 
lazer ajunta-se dez ao algarismo superior, e então subtrahe-se 
o inferior, ecumpre neste caso diminuir o algarismo superior 
da outra columna, de uma unidade, antes dc fazer a subtra
ção de um destes algarismos do outro.

3 .“ Sc os algarismos das columnas a esquerda são cifras to
ma-se a unidade ao primeiro algarismo significativo, que fica 
representando uma unidade de menos que seu valor, e consi
deram-se as cifras, intermediarias, como representando 9 .

4.° Escreve-se cada um destes restos parciaes por baixo das 
suas columnas respeçtivas.

I .” Subtráia-se de 5380427 os numeros 9104515 e 
4258792.

1)E AISIfÜJIETlOA. >53

5380427 5380427
2104515 4258792

' 3222112 1127055

(44) Sempre sc pode elTectuar dircetaniente a subtração, 
principiando pela direita pois assim cada subtração parcial for
nece um algarismo do resto, que se procura conhecer; não

5
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acontece o mesmo, principiando pela esquerda, pois sc os nü- 
meros do subtrahendo (') forem maiores que os scos correspon
dentes tio sublràbido, como os algarismos precedentes forão 
empregados pelas subtrações precedentes, não se pode tornar 
a subtração possível por um empréstimo sem mudar os alga
rismos ja achados do resto,

(45) A prova da subtração é mui simples. Ajunta-se ao 
subtrahendo ;i difTerença, e esta somiita deve ser igual ao sub
traindo ; 011 tira-se a difTerença , do maior numero, e este 
resto deve ser igual ao menor. Assim pois podemos considerar 
a subtração como uma operação, que tem por fim conhecendo 
a somma de dous nutnerosr e um dos dous numeros deter
minar o outro. Temos duas provas;

I .'1 Somar a difTerença com o menor numero, o que de\e 
dar o maior.

ferença ao menor numero e esta somma deve ser o maior nu
mero; de facto, 53"i8-1-1230=6578.

2.;| Sublrahindo do numero maior a diferença, o resultado 
desta subtração deve ser igual ao menor numero.

3.’ \  subtração serve de prova para aaddicção; assim teu 
fio por exemplo feito a seguinte somma

(’) <> numero maior chama-se sublràbido, c o  menor sub 
(raliendo.

1230
Diíler. 5348

6578 somma.

Para provar a exactidão d esta siiblraeç.àd ajunta-se a dif-

Sulit ração Prova.

0578
1230

1230

873!)
0100

0
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Para verificar este resultado,soimnaremos os mesmo,s núme
ros principiando pela esquerda, deste modo 3 + 5 = 8 ,  8 li- 
rado de 8  resta O , na segunda coluinna temos 4 + 2 = 6  , 
que tirado de 7 dá o resto 1 , que com o algarismo se
guinte 3 faz 15. Na 3.a columna 5 + 4 + 4 = 1 3 ,  que tira
do de 13 fica nada. E na ultima columna i2 + 1 + ü = 9 ,  que 
tirado de 9  dá o resto 0 , donde concluímos que a primeira ope
ração está certa: a rasão que temos para conhecer que a pri
meira operação é correcta todas as vezes que depois desta pro- 
va resta nada, é que tendo tirado necessariamente todos os 
milhares, centenas, dezenas, e unidades de que constão to
das as parcellas sommadas, da somma destas parcellas, é ne
cessário que o resto seja 0 .

(46) Quando o subtrahido é auginentado, ou diminuído de 
um certo numero de unidades, o resto soffre a mesma altera
ção, isto 6, ò augmentado, ou diminuído do mesmo numero 
de unidades. Por exemplo: G 4—3 2 = 3 2 ,  se ajuntarmos-8 á 
04; teremos O i+ S —52=52-f-8 ; de facto 6 - 'i- f8=72, e 
32-f 8 = 4 0 ,  e 7 2 —5 2 = 4 0 .  Se diminuirmos 64 de 5 ,  tere
mos 64'—5—5 2 = 5 2 —5, e de facto 61—5 = 5 9 = ,  e ...........
32—5 = 2 7 ,  e 5 0 - 3 2 = 2 7 .

Polo contrario augmentando ou deminuindo de um certo 
numero de unidades o suhtrahendo, o resto será diminuido 
'>u augmentado do mesmo numero de unitlades. Por exemplo 
se na subtracção acima augmenlainos o suhtrahendo 32 de ;> a 
differença será diminuída de 5, 6 4 — (32+5)=7>2— 5,e de la- 
clo 3 2 + 5 = 5 7 . ,  e 6 4 — 3 7 = 2 7 ,  o 3 2 —5 = 2 7 .  Pelo contra
rio diminuindo o suhtrahendo 32 de 5, o resto será augmen- 
tado de 5, 64— (52— 5)=32-!-5., de facto 3 2 —5 = 2 7  , 
04-—2 7 = 5 7 ,  e 32-1-5=57.

Deste theoreina se deduz que a differença entre dous nú
meros não muda, quaifflo augmenlamos ou diminuímos ao 
mesmo tempo e da mesma quantidade os dous números ; 
^4— 3 0 = 5 4 ;  esta differença íica sendo a mesma, quando se 
^ugmenta ou se diminue ao mesmo tempo, os números 64 e 
*>0 de uma mesma quantidade, 5 por exemplo, e de facto; 
ai|gmentando, temos 69—5 5 = 3 4 ;  diminuindo 5 9 —2 5 = 5 4 .

A differença entre dous números exprimindo o excesso de 
11111 sobre o outro, deve ficar a mesma, quando os dous nú
meros varião de um mesmo modo, e dc uma mesma quanti
dade.

(47) Em lugar de diminuir uma unidade do algarismo su- 
Çerior, quando se lhe toma emprestado, e de subtrahir depois
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o algarismo inferior, podemos não alterar o valor ilo algarismo 
superior, e augmentar o inferior de uma unidade. Quando 
existem cifras na linha superiora, c que tomamos emprestado 
ao primeiro algarismo signiíicavo, eiii vez de contar cada uma 
das cifras por urn 9, podemos considera-las, como valendo 10 
e tirar o algarismo inferior augmentado de uma unidade.

§ 3."
2?£eãlÉâf5§iCJ5çíí«>.

(48) O objecto da multiplicação é repelir um numero tan
tas vezes, quantas unidades contem um outro (24, 7>.°). Já  
mostramos, que a mesma regra, que serve para sommar dous 
números, applica-se lambem para achar a somma de tres, 
quatro etc. números. Este modo dc formar uai numero pela 
addição de muitos outros menores, apresenta um caso notá
vel, que dá origem á uma nova operação arithmetica, que 
se chama multiplicação; este caso c quando os números ad- 
dicionados são todos iguaes. Por exemplo 3 4 -5 - j - Õ 4 -5 = I2 ;  
podemos dizer que 12 é formado de 4 vezes 5, e podemos de
terminar o numero 12 por meio dos dous números 3 e k. A 
multiplicação pois não é mais, que uma modificação da addi
ção, e dc facto todas as operações arithmeticas, podem ser re
duzidas ás dc sommar c diminuir: não se segue porem que. 
não se deva empregar senão estas duas operações; as mais re
gras para fazer outras operações nada mais são do que modos 
abreviados de fazer com muita vantagem, o que em rigor sc 
poderia fazer com muito mais trabalho, pelo meio das addi- 
ções e subtrações. Repetir um mesmo numero dado um certo 
numero de vezes, ajuntar á um numero o mesmo numero tan
tas vezes menos uma, quantas deve ser repetido, multiplicar 
um numero por um numero igual ao numero de vezes, que 
deve ser repetido, achar um numero que seja formado por 
um outro, como um outro é formado pela unidade, são expres
sões todas estas, que iadicão a mesma operação, por exemplo 
pela addicão seguinte.

1G
10
10
10

64
repelimos 10 quatro vezes, ou ajuntamos 10 á 10 trez vc-
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zes, ou formamos um numero composto com 16 como 4 é 
composto com a unidade.

(4-9) Para obter o produeto dc dous numeros podemos es
crever o multiplicando tantas vezes, quantas unidades contem 
o multiplicador, c addicionar; a somma será o produeto pro
curado. Mas por este modo tornão-so os cálculos muito lon
gos, quando se (juer achar o produeto de dous numeros gran
des, por exemplo para achar o produeto dc 6502 X 580 seria 
penoso escrever 6502 , 380 vezes, e fazer esta longa addição. 
Para evitar islo ó que se emprega o processo, que temos de 
explicar.

(50) Os produetos de todos os numeros simples multipli
cados uns pelos outros, não podem ser achados, senão pela 
addição.

for exemplo o produeto de 3 x  5 i ní>° pode ser achado 
senão sommando tres cincos, isto é , 5 -j-5 -f-5 = l5 . Mas é fa
cil decorar todos os produetos dos 0 primeiros numeros mul
tiplicados uns pelos outros dous á dous, para facilitar esle tra
balho serve a seguinte taboada attribuida á Pylhagoras.

1 2 3 4 MO 6 7 8 9 10

2 4 6 8 lo 12 14 16 18 20

3 (5 9 12 15 18 21 21 27 30

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 I

5 10 15 20 2 ,") 30 35 40 45 50

G 12 18 24 30 36 42 48 54 60

7 14 21 28 35 42 49 56 63 70

8 16 2 4 32 40 48 56 64 72 80

9 18 27 36 45 54 05 72 81 90

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Esta taboada forma-se pelo modo seguinte: na primeira ii- 
nha estão os 9 primeiros numeros (aqui estão 10) 1 , 2 ,3 ,  4, 
etc. a 2 .“ linha contem estes numeros multiplicados por 2 , e 
formão-se este productos ajuutando cada um dos numeros da
1.a linha á si mesmo; a 3 .a linha contem os productos dos 
mesmos numeros por 5, e forma-se ajuutando os numeros da
2 .“ linha aos da 1 .» etc. e assim por dianie.

Por meio desta taboada podemos achar sempre o produeto 
de dous numeros quaesquer de um só algarismo; este pro
dueto acha-se no encontro das linhas horizontaes comas ver- 
ticaes, que principião pelos numeros, que são factores. Assim 
o produeto de G X ' acha-se procurando o numero , que íica 
no encontro das duas linhas, uma horizontal, outra vertical, 
que principião, por 6 e por 7, e achamos que é 42. Uma vez 
sabida de còr esta taboada, podemos multiplicar dous nume
ros de mais de um algarismo: antes porém de passar á mos
trar como isto se faz, é preciso fazer uma reflexão relativa á 
esta taboada.

(31) Na taboada acima achamos que i í x  6 = 6 x 3 ,  3 X 4 =  
4 x 3  etc. Dc modo que o produeto de dous numeros é o mes
mo quando se toma o multiplicando por multiplicador, ou o 
multiplicador pelo multiplicando. Dc facto assim deve scr, pois 
multiplicar um numero 3 por um outro 5 , é o mesmo que 
sommar o primeiro numero 5 escrito tantas vezes quantas 
unidades contem o segundo iv; 3 é o mesmo que tres uni
dades para sommar cinco 5 pois podemos escrever unidades 
1 .1 .1 . cinco vezes, e teremos o seguinte arranjo:

1 . 1 . 1.
1 .1 . 1 .
1.1 .1 .
1. 1 . 1.
1 . 1 . 1 .

Então vemos que o aggregado total é composto de 1 õ uni-> 
dades, arranjadas cm 3 linhas cada uma de tres unidades, 
ou em tres columnas verticaes cada uma composta de 5 un i
dades; por tanto o numero total de unidades será composto 
de tantas vezes 5  quantas são as linhas, istoé, de 5 vezes 3, 
e de tantas vezes 5 quantas são as columnas, isto é, de 5 vezes 
5 ; e como o resultado não depende do modo de contar, segue- 
se que 5 X 3 = 3  X o.

Podemos extender este raciocínio á outros quaesquer nu-
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lucros. Este llieorema 6 urna simples applicação ilos dous pri
meiros axiomas. (25)

(59.) Agora podemos mostrar como se multiplica um nu
mero qualquer por um outro numero qualquer.

1. Multiplicar um numero dc muitos algarismos por um 
<ie um só algarismo.

Sej.i por exemplo proposto multiplicar 507892 por 5 . O 
(iue queremos é achar um numero qne contenha 5  vezes o 
numero 567892, este numero pode ser decomposto nas se 
guintes parlps 5 0 0 0 0 0 4 - 6 0 0 0 0 + 7 0 0 0 + 8 0 0 + 9 0 + 2  ; e s c  
tomarmos os produetos parciaes, a somma será igual á 5 vezes
o nnruero total 5(378 92. Assim multiplicando 5 unidades da
0." ordem por 5 temos 25 unidades da mesma ordem, e fa- 
sendo o mesmo com as unidades do ordens inferiores podemos 
dispor a operação do modo seguinte.

5 0 0 0 0 0 x 5 = .  2500000  
6 0 0 0 0 X 5 = .  .300000  

7 0 0 0 x 5 = .  . 53000  
800 x  5 = .  .. 4000

9 0 x 5 = ....... 450
2 x 5 = ..........  10

5 6 7 8 9 2 X 5 =  2839460

E evidente que 5 vezes todas as partes de um lodo tS igual 
á 5 vezes o todo.

I‘ara abreviar podemos escrever a operação do modo se
guinte:

567892

2839460

E dizemos SX 2 = 1 0 ,  e escrevemos 0  na columna das uni-
I 'cs; 5 X 9 = 4 5  com mais uma dezena levada da j l . a co- 
umna temos 4 5 + 1 = 4 6 ,  escrevemos 6 e reservamos 4  para 

ÍJ (,°'umna seguinte; 5 X 8 = 4 0 ,  4 0 + 4 = 4 4 ,  escrevemos 4 o 
8uai'damos 4; 3 X  7 = 3 5 ,  5 5 + 4 = 3 9 ,  escrevemos 9  e guar
damos 3; 5 x 6 = 3 0 ,  3 0 + 3 = 3 5 ,  escrevemos3 e guardamos 
° ’q * 5 = 2 5 ! 2 5 + 3 = 2 8 ,  e escrevemos 28.

Multiplicar um numero de muitos algarismos por um 
°ulro de muitos algarismos. Seja por exemplo proposto mui-
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tiplicar 68756 por 5482, para isso empregaremos os mesmos 
raciocínios. Multiplicar (58750 por 5482 é o mesmo que to
mar 1)8756,5482 vezes, e formar um só aggregado: este 
ultimo numero pode ser decomposto do modo segu in te=  
5 0 0 0 + 4 0 0  + 8 0 + 2 ;  e então o que temos a fazer é mulli- 
plicar 68756 por cada uma deslas partes, e sommar todos os 
produetos parciaes, que formão assim o produeto total. Po
demos dispor a operação do modo seguinte.

(38756 X . . .  2 = .......137512
68756 x . . . 8 0 = . .  .5500480  
68756 X .. .4 0 0 = 2 7 5 0 2 4 0 0  
68756 X -5 0 0 0 = 3 4 3 7 8 0 0 0  
68756 X 5 4 8 2 = 3 7 0 9 2 0 5 9 2

Multiplicamos 68756 por 2, o que ja sabemos fazer c es
crevemos o produeto, depois multiplicamos o mesmo numero 
por 80; ora 8 0 = 8 x 1 0  , por tanto multiplicar um numero 
por 80 , é o mesmo que multiplicar primeiro por 8 e depois 
por 10 ; multiplicar um numero por 10 é o mesmoque ajun- 
tar-lhe uma cifra á direita o que indica que os seos algaris
mos valem 10 vezes mais (19, 5.") assiin tudo se reduz a mul
tiplicar o- multiplicando por 8 e ajuntar ao produeto uma cifra

Multiplicar um numero por 4 0 0 , é o mesmo, que multi- 
plical-o por 4 ,  e depois por 1 0 0 ,  pois 4 0 0 = 1 X 1 0 0 ,  c 
100= 10x 10, logo tudo se reduz aqui a multiplicar o mul
tiplicando por 4 e  ajuntar ao produeto dous zeros, e assim te
mos o terceiro produeto parcial.
i» Do mesmo modo continuamos, e depois sommamos todos 
os prodnctos parciaes. Para abreviar a operação é melhor 
dispor o calculo deste modo:

68756  
5482

137512
550048

275024
545780  
376920592

Escrevemos o produeto do multiplicando por 2 : Depois es- 
cHêvembã o produeto do multiplicando por 8 por baixo re-
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íliando para ;i esquerda porque 8 representa dezenas; u depois 
escrevemos por baixo o produeto do multiplicando por 4 , 
recuando também de um lugar mais para a escpiorda, porque
4 aqui representa centenas, e assim por diante.

(33) A regra geral para multiplicar um numero por outro
* a seguinte:

1.° Escreve-se o multiplicador por baixo do multiplicando.
2." Multiplica-se succesivamente todos os algarismos do 

multiplicando por cada algarismo do multiplicador, o quo dá 
tantos'produetos parciaes quantos algarismos tem o multipli
cador.

3 0 Escreve-se um zero á direita^do produeto parcial do al
garismo das dezenas do multiplicador; dous zeros no produeto 
parcial do algarismo das centenas do multiplicador, o assim 
por diante.

4.° Escrevem-se todos estes produetos parciaes uns por baixo 
dos outros de modo que seus algarismos da mesma ordem se 
Correspondáo, isto é, que as unidades fiquem por baixo das 
Unidades, as dezenas por baixo das dezenas etc.

5.° Addicionão-se todos estes produetos parciaes. A somma 
será o produeto total.

EXEMPLO.

?.* Multiplique-se 471493473 por 4393.

471493473
4393

2537467373
4243441275

1414480423
1885973900

“2072213822025.

2." Multiplique-se 8496427 por 874339.
Multiplique-se 2760323 por 370 7 2 .

(34) Para formar os produetos parciaes do multiplicando, 
pelos differentes algarismos do multiplicador, davo-se princi*
l ,ar cada multiplicação pela direita do multiplicando, pelas 
niesmas rasões porque se deve principiar a somma pela d i
g ita . A ordem em que se deve proceder á respeito dos al- 
§arismos do multiplicador é indifferente ; mas o costume é 
Pr'»oipiv pela direita do multiplicador. Para multiplicai'
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12555 por 652 é indiííerente principiar por (!, por 5, ou 
por 2 .

12353 12355 12553
652 652 652

7411800 617G50 24706
617650 24706 61765

247 0 G 7411800 74118

8054156 8054156 8054156

(55) Os productos tle um numero qualquer multiplicado 
por 2, 3, 4, 5, etc. chamam-se múltiplos deste numero.

(56) Para achar o produeto de muitos números multiplica
dos uns pelos outros, multiplica-se successivamente o 1 .° pelo
2.°, e depois o produeto desta multiplicação pelo 3.° etc. c 
assim por diante. Por exemplo para achar produeto dos se
guintes números: 5, 8 . 3 e 4 multiplicados uns pelos outros

. a operação é esta 5 x 8 x 3 X 4 = 4 8 0  o que se acha do modo 
seguinte :

5
8

40
o

120
4

480

(57) O produeto de muitos factores é o mesmo seja qual for 
a ordem em que se eííectua a multiplicação; isto é, 3 x 5 x 4 =  
5X-í X 5 = 5  X 3 X 4 = 5  X 4  X 3 =  4 x 5 X 5 = 4 X 3 x  5.

l .°  O pioducto do tres números ou factores não muda de 
valor quando se transpõem os dous últimos factores.

Seja o produeto 4 x 5 x 5 ,  para elTecluar esta operação na 
ordem indicada, é preciso multiplicar 4 por 3 e depois o pro
dueto desta multiplicação por 5. Já sabemos (51) que 4 x ^  
é o mesmo que 5 x 4 .  Ora multiplicar 4  por 5 c  o mesmo 
que formar uma somma com 3 quatros ; isto ó, 4 x 3 =
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i - j - i + i .  Multiplicar o produeto 4X3 por 5 é o mesmo que 
multiplicar a somma 4 - f - 4 + 4  por 5, c este produeto 6 o mes
mo que tomar cada uma das parles da somma 5 vezes, e ajun- 
tal-as. Emíim 4 x 3 X 5  — 4 x õ + 4 x 5 - ( - 4 X  5 , isto é ,  
4 x 5 x 5  6 igual á 4 x 5  tomados tres vezes, ou a 4 X 5 X 5  ; 
logo 4 x 3 x 5 = 4 x 5 x 3 ;  e assim podemos transpor os dous 
últimos factores sem alterar o valor do producro.

2.° Agora è facil deduzir do que acabamos de provar, que 
no produeto de um numero qualquer de factores pode-se in
verter a ordem de dous factores consecutivos sem mudar o 
valor do produeto. Consideremos o produeto:

2 X 6 X 4 X .3 X 3 ^ < 9 X 7

rodemos transpor a ordem de dous factores quaesquer, 5  e 5  
por exemplo, sem alterar o valor do produeto total. O pro
dueto 2 x 0 x 4 X 5 X  5 devendo ser eflectuado antes que seja 
TOuItipIiearfo pelos factores 8 , 9, 7, basta provar que

48x3x5=18x5X3

o que já provamos ücima (l.°) Destas duas proposições cori- 
cluimos, que um produeto não muda de valor, alterando a 
ordem de seus factores.

(08) Para multiplicar um numero pelo produeto de muitos 
lueiores, basta multiplicar este numero succcssivamente por 
cada um dos factores do produeto; por exemplo é o mesmo 
Multiplicar 7 por 15, ou 7 por 5 , e depois o produeto 7 x 5  
P°r 5; porque 1 5 = 5 x 5 .  O mesmo se applica a um numero 
dc mais factores ; 7X 155 ó o  mesmo que 7 x 5 x 5 x 9 ;  poiü
3 X 5 x 9 = 1 3 5 ,

(09) Quando os factores de um produeto terminam por ze- 
r° s, podemos achar este produeto multiplicando os factos sem  
as cifras, edepois ajuntando ao resultado as cifras, que foram 
Imprimidas. Assim para multiplicar 1340000 por 53 2 0 0 0  
'asta muitiplicar 154 por 552 , e ajunlar ao resultado 7 ci- 
,as- Multiplicar 1340000 por 532000 6 o mesmo que m ul-

llplicar 1 3 4 x 1 0 0 0 0  por 532  X 1000, islo é, ternos de elTetuar 
? Produeto 134 X 1 0 0 0 0 x 5 3 2  X 1 0 0 0 = 1 3 4 x 5 3 2 x 1 0 0 0 0 X  
, . , )0:= 1 3 4 X  532X 10000000; o que se reduz á multiplicar 
_ por 532 , e depois este produeto por 10000000, ou a 
''juntarão produeto 7 cifras.

(60) A ’ medida, que um dos factores augmenta o produc-



to também augmenta. Podemos sempre tomar por multipli
cando a parle que varia, e por multiplicador a que nâo va
ria; é evidente, que se o multiplicando augmenta ou diininue, 
em quanto que o multiplicador é sempre o mesmo, o produeto 
deve augmentar ou diminuir.

(61) IJous numeros iguaes multiplicados pela mesma quan
tidade, ou por quantidades iguaes dão produetos iguaes, isto 
A uma simples consequencia do quarto axioma; (25) e dous 
numeros desiguaes multiplicados por quantidades iguaes dão 
produetos desiguaes,

(62) A prova da multiplicação consiste em fazer a operação 
em uma ordem diflerenU^rincipiando pela direita do m ulti
plicador, por exemplo. ^

(63) Quando temos de multiplicar um pelo outro dous nú
meros muito grandes è muito commodo formar primeiro os  
produetos do multiplicando por cada um dos algarismos do 
multiplicador que não são repetidos. Seja por exemplo pro
posto multiplicar um pelo outro os numeros 2937887541 © 
•17431456. O multiplicador não contem senão os algarismos 
134567, multiplicando suceessivamente o multiplicando por 
« d a  nm destes algarismos formamos a seguinte tabolJa:
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1 2937487541
2 5 874975082
3 8812462623
4 11749930164
;> 14687437705
6 17624925246
7 2 0 5 6 2 Í 12787

Nesta labella tomamos os produetos do multiplicando pelo* 
algarismos 67431456 do multiplicador para os collocar na or
dem que devem occupar como se vê abaixo, e então não te
mos mais que fazer senão uma somma.

17624925246  
14687437705  

J 1749950!61  
2037487ÍJ41 

8 8 12't 62623  
i 1749950I64 

205(>2412787 
J7624925246
198079061871 89696
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(64) A divisão tem por fim, conhecendo um  produeto de 
dous factores, e um destes factores achar o outro factor 
(24,4°). A construção dos numeros por meio de factores nos 
conduz á esta nova operação, que constitue um outro modo 
de formar nnia quantidade, que c em relação á multiplicação, 
o que a subtração é em relação á addição O produeto de 
dous numeros forma-se repetindo taijtas vezes um delles 
quantas unidades contém o outro.#l)e  um produeto qualquer 
podemos voltar á um de seus factores, procurando quantas 
vezes este produeto contém o outro factor. Por meio da sub
tração podemos chegar á este conhecim ento, m as para abre
viar esta operação empregamos um processo particular cha
mado divisão. Com efleito para sabermos quantas vezes 3 2  
contém 8  basta tirar 8  de 52  tantas vezes quantas forem pos
sível; e assim teremos 3 2 — 8 = 2 4 ,  2 4 —8 = 1 6 ,  1 0 — 8 = 8 ,
8 — 8 = 0 ;  achamos depois de 4 sultracções, que o resto é 
liada, e logo <oncluim os, que 32  contem 8 , quatro vezes. 
E ste modo dc decompor um  numero para saber quantas ve
zes contem um outro numero, serve lambem para repartir 
um numero em um certo numero do partes iguaes, de valor 
dado. Por exemplo para repartir o numero 8 cm partes iguaes 
á 2 cada uma, basta tirar de 8  o numero 2  successivamente 
umas poucas de vezes até esgotal-o, e acharemos que 8  con- 
t®m 2 , quatro vezes, e que pode ser repartido em K aggrega- 
(los de 2 unidades cada um , ou dividido em \  partes Jguaes

2 . Assim pois a divisão serve para achar quantas vezes um 
Numero é contido cm outro, ou para dividir um numero em 
partes iguaes.

Por m eio dc sultracções successivas sempre podemos achar 
°  resultado de uma divisão qualquer; mas quando os nume* 
r?s são mui grandes, este processo torna-se quasi impratica- 
licavel; é pois preciso achar um modo mais abreviado de che
carmos ao mesmo fim, c que seja em relação á sultracção, o 
(lue a multiplicação é em relação á addição.

. 1^5) Q uando querem os dividir um  numero de dous alga- 
*lsm osp oru m  de um só algarismo podem os fazer uso da ta
boada da multiplicação para achar o quociente. Por exem plo  
Sf,.ia proposto dividir 3 5  por 7; procuramos na cokimna vèrti- 
c*l j qu« principia por 7 o numero 5 5 , e como na primeira
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columna vertical á esquerda, o uumero 5 acha-se 110 princi
pio da linha horizontal cm que está 5 5 , concluím os, que 5 é 
o quociente, pois 5 x 7 = 3 5 .  M uitas vezes o numero que que
rem os dividir não se acha na taboada; por exem plo seja pro
posto dividir 6 5  por 9 , não achamos na columna vertical prin
cipiando por 9 este numero; mas achamos 65 , e 7 2 , entre os 
quaes fica o numoro 65; e assim o quociente dc G5 dividido  
por 9 é um numero maior que 7, e m enor que 8; tomam os 
para quociente o menor dos dous números, e tem os neste  
caso 7 x 9 = 6 3  logo 6 5 = 7  x 9 - f - 2 ;  7 è o quocientc e fica o 
resto 2 . lis te  resto dá origem á uma especie particular de n ú 
meros de que fallaremos depois. Para se poder fazer a divisão 
de um numero qualquer por um outro qualquer, é preciso 
saber de cór os produclos de todos os núm eros sim ples m ul
tiplicados dous á dous, isto é , a taboada da m ultiplicação, e 
conservar na memória os quocientes das divisões de todos os 
núm eros até 9 0 , divididos pelos 9 primeiros núm eros.

(56) Dous casos se apresentam na divisão de um num ero  
por outro, o divisor pode ser um numero de nm só algarism o  
ou de m uitos algarism os.

1° Caso. Divisor de um só algarismo. Quando queremos 
dividir um numero de mais dc dous algarismos por um n u 
mero de um só algarismo, o que procuramos é achar um n u 
mero, que multiplicado pelo numero de um só algarismo, dè 
por resultado ou produeto o numero que queremos dividir. 
Por outra, o quociente que procuramos, ó um numero, que 
multiplicado pelo divisor produz o dividendo. Consideremos 
pois o dividendo como um produeto, e o divisor e o quociente, 
como fdctores, e vejamos como se compõe este produeto. Se
jam por exemplo, os números 2 -Í2 , e 5  os factores, e procure
mos o produeto; para melhor intelligencia do modo porque se 
forma este produeto, consideremos 5  como multiplicando o 
que podemos fazer, teremos então:

5
2 4 2

1 0 = 5 X 2  
2 0 0 = 5 X 4 0  

1 0 0 0 = 5 X 2 0 0

1 2 1 0 = 5 X 2 4 2
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O produclo lotai 1 2 1 0  é composto da somma dos produc- 
los parciaes de 5 por cada um dos algarismos de 240 .  Toman
do agora 1210  por dividendo e 5 por divisor e procurando 
achar o quociente 2 4 2  devemos raciocinar do modo seguinte. 
O quociente , que queremos achar ó um numero, que m ulti
plicado por o  deve dar por producto ó numero 1 2 1 0 . Lste de
ve conter mais de dous algarismos, porque dous numeros de 
um só algarismo cada um multiplicados um pelo outro não dão 
cm resultado um numero dc mais de dous algarismos; ora o 
numero 12 1 0  tem 4 , logo as mais altas unidades do quociente 
são centenas; nüo são milhares, porqne, suppondo que o quo
ciente tivesse uma só uuidade desta ordem multiplicada poi 
S. daria por resultado pelo menos ;> unidades de milhares, e
o dividendo só tem uma unidade desla ordem. Podemos pois 
concluir que 1 2 1 0  provém da multiplicação dc um numero 
de tres algarismos por 5 . Para acharmos esle numero deve
mos proceder do modo seguinte. O numero 1 2 1 0  e o produ
to de 5 multiplicado pelo quociente; logo 12 ô o producto do 
algarismo do quociente de ordem mais elevada multiplicado 
por 5 , juntamente com as centenas provenientes da multipli
c a ç ã o  d o s  outros algarismos do quociente por 5. Assim pro
curando saber qual é o numero, que multiplicado por 5 pro
duz 1 2 , ou um numero pouco menor, pela taboada achamos, 
que 2 / 5 = 10 , e assim podemos concluir que 2  é o algaris
mo de ordem mais elevada do cputciont^ ^ ra n d o  do d^Kien- 
1210  o produclo 5 X 2 0 0 = 1 0 0 0 , temos 1 2 1 0 — 10 00— 2 1 0 . 
este numeao è o producto da multiplicação de o pe as ( ezenas 
e unidades do quociente. Procuremos agora o algarismo das 
dezenas; 21 dezenas é o producto destas dezenas multiplica
das por 5 - procurando pois na taboada qual o numero que 
multiplicado por 5  dá por resultado 2 1 . ou um numero m e 
nor, achamos 4, pois 4 x 5 = 2 0 ,  logo 4 dezenas no quocicn- 
te é o numero que procuramos, e tirando de 2 1 0  o producto 
destas dezenas multiplicadas por ou 4 0 x 5 = 2 0 0 ,  teremos
por resto 2 1 0__2 0 0 = 1 0 ; e 10  é o producto das unidade.s
do quociente multiplicadas por 5, e como 2 x  5 = 1 0 ,  segue- 
se que as unidades do quociente são d u a s. Assim pois temos 
achado que 242 é o quociente da divisão de 1210  por o. ü s -  

ta operaçSo escreve-se do modo seguinte:
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dmdendô Í 210 I 5 divisor
10 242 quociente

21
20

10
10

00

\  .* EsereVe-se o dividendo e na mesma linha para a direita 
é separado por um risco o divisor.

2 .° Escreve-se o quociente separado por um risco do divi
sor, por baixo deste.

3 .“ Para aclujr este procede-se do mode seguinte, que nada 
mais é que o rFc.ociuio acima abreviado. Quando o primeiro 
algarismo á esquerda do dividendo não contém o divisor to- 
mao-se os dous primeiros, e procura-se quantas vezes estes con
tém o divisor:— no exemplo presente os doüs algarismos sâo 
I A  e ò se acha em 12 duas vezes; escrevemos no quociente 
- ,  e por baixo de 12 escreveremos 2 X 5 = 1 0 ;  (iramos este 
resultado de 12, o resto t  2 ; escrevemos ao lado deste o nu
mero 1, e temos 21 ; procuramos quantas vçzes 5 é contido 
em - 1, e achamos 4 , e escrevemos este numero à direita de
2 no quociente, e tiramos de 21 o produeto 5 X 4 = 2 0 , o fi
ca o resto 1 , escrevemos ao lado uma cifra, e temos 10, pro
curamos finalmente em 10 quantas vezes è contido 5 e acha 
mos 2 , e escrevemos 2 no quociente á direita de 4 , e tirando 
- A 5 — 10 achamos por resto nada.

riln? ^̂ í!>̂ Uen 0̂S a?0rr  raciocin<<> * alguns outros exem* pios. Seja proposto dividir 8769 por 7.

87ÍÍ9 (7

17

Sfi
5."*

I f l
i l
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N ’este exemplo vemos que o divisor não é contido um nu
mero de vezes certo 110 dividendo, e que (ica, um resto da di
visão 5, que não podo ser dividido por 7 ; este resto repru-

5 . .
senta-se do modo seguinte -=- que significa, que 5 deve ser 

dividido por 7, ou que devemos tomar a setima parte de 5.
Seja proposto ainda dividir 14464 por 8 .

\  4464  |_5___________
8 1808
64

*  64
064
064
ÕÕÕ

Neste exemplo quando chegamos á subtracção de 8 X8 , do 
64, achamos por resto — 0 ,—  e ajuntando-se-lhe o algarismo 
seguinte do dividendo, temos 6 , que não é divisível por 8 , ■> 
escrevemos no quociente— 9 ,—  porque está visto que o al
garismo de dezenas do quociente multiplicado por 8 nâo pode 
dar por resultado 6 ; 0 que prova, que no quociente não ha 
algarismo nesta ordem, eque as 6 dezenas do dividendo pro
vém da multiplicação das unidades do quociente por 8 .
4 Pelo exercício pode-se fazer a divisão de um numero qual
quer pur um numero de um só algarismo por um modo 
abreviado, sem escrever os produetos parciaes.

Seja por exemplo proposto dividir 103701 por 3. Escre
vemos assyn :

105701 (3  
34567

0 dividendo, e por baixo 0 quociente fazendo mentalmente as 
operações precisas para achat-o:— assim dizemos 3 em dez 5 , 
escrevemos 3, e tiramos mentalmente 3 x 3 = 9  de 10; e dc-

■ 13 , . pois dizemos "3 =  4 , escrevemos 4 ,  e mentalmente tiramos 

5 X 4 = 1 2  de 15; e depois dizemos -7, = 5 ,  c escrevemos 5,

8
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e tiramos mentalmente 3 X 5 = 1 5  de 17; dizemos então 

■3= 8 , e tiramos 3x6=3*18 de 20 , e dizemos depois de ter
. 21 ' . . 

escrito 6 : 3 = 7 , e escrevemos 7, o resto é nada, e a divi

são exacta.
Para dividir um numero por 10 basta tirar o ultimo alga

rismo á sua direita, assim 1251 dividido por 10 é 125, por 
que 1 2 3 x 1 0 = 1 2 5 0 , e para 1234 faltam 4, que, é o resto da 
divisão.

Assim pois sabemos dividir um numero qualquer pelos nú
meros, que nao são superiores á 10.

2 .o Caso.— Quando o divisor contem mais de um algarismo 
ou quando é superior á 10.

O processo neste caso é quase o mesmo. O produeto de 
dous numeros ambos compostos de mais de um algarismo, 
forma-se do modo seguinte: por exemplo, seja proposto multi
plicar 455 por 253 .

435  
- 253

43o X 3 =  1505 
4 5 o X 5 0 =  21750  
4 5 5 x 2 0 0 =  87000  
4 3 5 x 2 5 3 =  110055

Agora peio contrario procuremos achar o quociente da di
visão dc 110055 por 455: devemos achar 255 . Vemos logo, 
que o quociente não contem algarismos mais elevados do que 
centenas; porque se tivesse ainda que fosso uma só unidade 
de milhares, esta multiplicada por 435 deveriadar por produeto 
pelo menos 4  centenas de milhares; ora o dividendo só con
tém uma centena de milhar, que nao é proveniente senão da 
multiplicação do divisor pelas unidades inferiores do quocien
te. O algarismo das centenas no quociente deve ser tal que 
multiplicado por 455 dò um resultado igual á 1100, ou um nu
mero, que seja o maior múltiplo de 43o , contido em 1100; o 
excesso, sendo proveniente da multiplicação das dezenas e uni
dade pelo divisor, o numero que realisa esta condição é 2 , 
este numero representa centenas; 2  c e n te n a sx 4 3 a = 8 7 0  cen
tenas, e o dividendo contém 1100 centenas: 1 1 0 0 —8 7 0 = 2 3 0  
centenas. Tirando pois o numero 87000 de J 10055 o resto
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23055  contém o resultado da multiplicação das dezenas o uni
dades do quociente por 435; tildo so reduz pois agora a achar 
uin numero, que multiplicado por 43o  dô um produeto igual 
á 23055: procedendo pois do mesmo moilo acharemos o al
garismo das dezenas e das unidades. Assim pois, todo o processo 
consiste cm achar o primeiro algarismo do quociente, m ulti- 
plical-o pelo divisor, tirar o produeto parcial do dividendo, e 
então o resto formará um novo dividendo; depois procurar 
<|ual o numero que multiplicado pelo divisor dá um produeto 
igual ou pouco menor queo 2 .° dividendo; este produeto tirado 
do 2 .° dividendo, apresenta um outro resto, que serve de 3." 
dividendo, e proceder com este como com os outros até es
gotar o dividendo primitivo. K’ preciso separar do dividendo 
á esquerda algarismos bastantes para que o numero, que ellws 
exprimem contenha o divisor. • '

Esta operação pode-se dispòr do modo seguinte:

110055
870

2305  
2175

1505  
1305

0000

E toma-se os quatro primeiros numeros á esquerda do di- 
"dendo para formar o 1.° dividendo parcial, divide-se este  
«umero pelo divisor, escreve-se no quociente o numero 2 , e 
Multiplica-se o divisor 455  por 2 , e escreve-se por baixo de 
1100, o seu produeto que é 870 , faz se a subtracção, fica o 
rosto 230., que se escreve, e então á este numero ajunta-se 
f> mimero o  do dividendo principal, e divide-se 2505  por 435 , 

acha-se assim o segundo algarismo do quociente 5 ; escreve- 
so este numero á direita de 2 , c tira-se do resto 2805 o pro- 

ct° 1 3 o x 5 = 2 1 7 5 ,  e fica um outro resto 150 ao qunl 
%u„nla-se °utro algarismo do dividendo, e divide-se 1505 por 
‘••o, acha-se o numero 3 , que se escreve á direita dc 3 , 255  
15 (> quociente procurado. Do mesmo modo se pode dividirüm  
“umero qualquer por outro.
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(G7) Os raciocínios precedentes nos conduzem a dar a se
guinte regra para efleituar uma divisão qualquer. •

1 .” Escreve-se o dividendo e à sua direita separado por 
um risco e tia mesma linha o divisor.

2 .° Separa-se à esquerda do dividendo o menor numero 
de algarismos , que forme um numero maior que o divisor ; 
procura-se quantas vezes o divisor é contido neste numero, e 
escreve-se esle numero de vezes, como o primeiro algarismo 
do quociente por baixo do divisor separado por urna linha ho
rizontal.

(3.°) Multiplica-se o divisor por este primeiro algarismo do 
quociente, e tira-se este produeto do numero, que foi sepa
rado à esquerda do dividendo.

A direita do resto desta suhtracçãoescreve-se o primei
ro algaiismo, que no dividendo vem depois dos que foram 
separados (2 ."): se o resto assim augmentado for maior que o 
divisor, procura-se quantas vezes contem esle ultimo, e escre
ve-se esle numero no quociente á direita do primeiro, e re- 
pete-se o mesmo processo se o resto assim augmentado 
è menor que o divisor, escreve-se á sua direita o algarismo, 
que segue ao que já se escreveo no resto, escrevendo depois
o outro etc. até que o numero seja maior que o divisor, ten
do cuidado de pôr no quociente tantas cifras quantos são os 
algarismos, que seajuntou ao resto menos o primeiro

('■>•“) Procede-se do mesmo modo até esgotar o dividendo. 
Exemplos:

4068 118 36326599 |13*2
30 226 2 6 8 i  27060 ‘

46 9í8f!
36 9394

• 9259
108 8052

(H><) 12079
J 2078

1

Pode-se fazer a divisão de um modo mais abreviado não 
escrevendo o produeto da multiplicação dos algarismos do



DE AIUTIIM ETICA. 53

quociente pelo divisor, e fazendo logo ao mesmo tempo esta 
multiplicação, e a subtração subsequente. Seja proposto divi
dir o numero I 2044 por 2 32 ; podemos escrever assim a ope
ração:

120410 | 232  
1044 54o

1100
0000

fazendo na mente a multiplicaçõo e a subtracção só escrevemos 
os restos parciaes. Podemos ainda empregar um outro mo
do abreviado de dividir; que è o seguinte, pelo qual se faz de 
uma só vez a multiplicação e a subtração subsequente, ^ej.i 
proposto dividir 80 0 2 9 4  por 192ò

8 0 0 2 ,9  V 1 19:2o 
9 6 2 9  450  
00044'

Dizemos o primeiro dividendo parcial 8 0 0 2  dá por <P10“ 
ciente o numero 4; 4 X 5 = 2 0 ,  2 2 - 2 0 = 2 ,  escrevemos 2  e 
continuamos; 4 x 2 = 8  com 2 , que tiramos emprestado a 0 
temos 8 + 2= 10, e 16— 1 0 = 6 ,  escrevemos 6 4 X 9 = 3 b  
com I qué tomamos emprestado 3 0 + 1  = o 7 ; t f  
ser tirado de 0  ajunta-se a este 4 unidades 
rior, e e n t ã o  temos 4 0 - 3 7 = 9 ,  escrevemos 9  j i X l  - 4 ,  tom
4  tomados emprestado temos 4 + 4 = 8 ;  K— ; i.

Procedemos do mesmo modo com os outros alDaris .
quociente e dividendos parciaes. . .  ,

(08) \  divisão tambein se abrevia q u a n d o  o dividendo e 
divisor acabam por vários zeros, porque então podemos sup- 
primir estas cifras, isto é . tantas quantas contem o numero, 
que dos dous contém menos; e dividir os outros algansm os do 
dividendo pelos do divisor: por exemplo para d.vidir 8 4000  
por 40 0 , podemos reduzir a operação a dividir 8*0 por 4  c 
<|uociente será o mesmo, pois assim nada se az *crj** '^
os nomes das unidades, pois em lugar de 84  <cn . ,
centenas tem os 8 4 0  unidades e 4  unidades, e o (lu° ’ 
q u e  indica quantas vezes 4  unidades de qualquer ori 
contidas em 840  unidades da mesma ordem, .

(69) Quando o divisor contêm muitos algarismos podemos
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encontrar alguma dillieuldade em saber quantas vezes e con
tido nos dividendos parciaes. Por exemplo na divisão seguin
te podemos ver como determinamos os algarismos do quo- 
cientc

423-405 | 48?i 
8880 873

3540
3Õ95

1455
1455

0000

Primeiro separamos 4 algarismos à esquerda do dividendo 
para formar o primeiro dividendo parcial e então não pode
mos saber logo quantas vezes 4S5 6 contido em 4234, o di
visor è um numero >  400 e < 5 0 0 ,  se losse um ou outro 
destes números só teriamos de procurar quantas vezes 4 ou 5 
centenas ^ão contidas cm 42 centenas; temos para o Io 10, e 
para o 2o 8 ; é pois entre estes dous números que se acha o 
quociente. Não pode ser 10 porque isto faria suppor, que as 
unidades de ordem superior ás centenas do dividendo, podem 
conter o divisor; o que ni5o se dá*̂  resta pois determinar pela 
experimentação qual dos dous números 8  ou 1), empregados 
como multiplicador do 485, dá um producto menor que 423 i,  
c acharemos que é 8 ; é pois este o primeiro algarismo do 
quociente; feita a subtracçâo, e abaixando o algarismo seguin
te do dividendo lemos o 2o dividendo parcial sobre o qual 
operamos do mesmo modo. 0  unico modo de achar o nume
ro de vezes, que o divisor é contido nos dividendos parciaes 
é de tomar por este o numero 9 , (pois o I o algarismo do 
divisor não pode ser contido no primeiro, ou nos dous pri
meiros algarismos do dividendo mais dc 9 vezes) e ir gradual
mente diminuindo atè achar um numero, que multiplicado 
pelo divisor dò por producto um numero igual ou menor, 
que o dividendo parcial, mas que dô por dillerença um nu
mero menor que o divisor.

(70) Temos um meio de evitar estas experiencias successi- 
vas, que são às vezes aborrecidas, e é o seguinte, que pode 
convir quando temos dc divitlir dous números grandes um
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pelo outro. Podemos reduzir a divisão então á ujna simples 
subtração, fazendo primeiro uma labeila contendo os produc- 
tos do divisor pelos números I, 2, 3 . . . .  9 . Por exemplo seja 
proposto dividir 4539947812346 por 73809: fazemos primei
ro a seguinte tabelia

! . .73 8 0 9
2 . 147618
3 221427
4 . 295236
5 . 569045
6 . 442834
7 . 51666-3
8 . 590472
9 . 064281

Devemos então proceder do modo seguinte:

4539957312346 [ 73809________
442834 61509406 61092

_________ 73809
111407
75809

575988
36904o

694312 
G6Í28 i

300315
293230

507746
412854

04892

Procuramos na tabelia o múltiplo do divisor mais aproxi
mado do Io dividendo parcial; isto é, o formado pelos 0 pri
meiros algarismos á esquerda do dividendo; este múltiplo cor
responda á 0, Oè pois o primeiro algarismo do quociente. Ti
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rando este múltiplo do dividendo parcial e abaixando, o alga
rismo seguinte do dividendo total, procuramos na tabella 
qual o múltiplo, que se aproxima mais deste 2° dividendo par
cial, e achamos 1 por 2° algarismo do quociente; continuamos 
assim a operaçflo a tòo íim .

(71) Não se altera o quociente de uma divisão quando mul
tiplicamos ou dividimos o dividendo e o divisor por um mes
mo numero; 4 8 - - 8 = 0 ,  multiplicando por 5 o dividendo e o  
divisor temos (48 X-5)"r ( 8 x 5 ) = 6 ;  e de facto eflectuando 
as multiplicações temos 2-iO + 4 0 = 6 .  Do mesmo modo 
56 + ) = 4 ,  dividindo o dividendo e o divisor por 3 temos 
(3G-r 5) -r(9-r 5 ) = 4 ;  com efleito 12-j- 5 = 4 .

(72) Multiplicando só o dividendo por um numero, o qu o 
ciente será tambem multiplicado pelo mesmo numero, e mul
tiplicando o divisor o quociente será dividido pelo mesmo 
numero. Por exemplo, 2 4 + 3 = 8 :  multiplicando o dividendo 
por 2, temos ( 2 4 x 2 )  + 3 = 8 x 2 ;  do facto 2 4 x 2 = 4 8 ,  e 
4 8 + 3 = 1 6 ,  e 1 6 = 8 x 2 .  Se pelo contrario multiplicamos 5 
por 2, 24— (3 X 2 )= 8 — 2 de larto 2 x 3 = 6  , e 24 -+ 0 =  V, e 
4 = 8 - 2 .

Se dividimos o dividendo, o quociente é dividido pelo mes
mo numero, e se dividimos o divisor; o quociente 6 multi
plicado pelo mesmo numero; 2-4— 3 = 8 ;  (24 —2) + 5 = 8  + 2 ,  
de facto 12 + 3 = 4 = 8  + 2 .  Se 52 + 4 = 8  , 32 -f (4+  2 ) = 8 x 2 ;  
dc facto 3 2 + 2 = 1 6 = 8 x 2 .

(73) Quando se quer executar muitas divisões successivas, 
a ordem em que se deve eífectuar essas divisões 6 indifleren- 
te, pode-se mesmo não fazer senão uma divisão, tomando-se 
por divisor o produeto de todos os divisores. Por exemplo seja 
proposto dividir 24 por 2 e depois por 3, obtemos por resul
tado final 4; mas o mesmo resultado se obtem dividindo 24 
por 3 e  depois por 2, ou emfim dividindo logo 34 por 3 x 2 .  
De facto 24 + 2 = 1 2 ,  1 2 + 3 = 4 ;  24-^- 3 = 8 ,  8  + 2 = 4 .  e fi
nalmente 24 - f ( 2 x 3 ) = 2 4  +  6= 4 : o que é evidente ;'t vista 
do que fica dito dos factoros; 2 4 ^ 2 x 3 x 4 = 6 x 4 = 3 x 2 x 4 ,  
e como nas divisões o quociente multiplicado pelo divisor 
deve dar o dividendo 2 4 = 3 x 8 = 3 x 2 x 4  , 2 4 = 1 2 x 2 =  
2 x 3 x 4 ,  e finalmente 2 4 = 6 x 4 = 2 x 3 x 4 .

(74) Duas quantidades iguaes divididas pela mesma quan
tidade, ou por quantidades iguaes dão resultados iguaes. 
Duas quantidades desiguaes divididas pela mesma quantidade 
ou por quantidades iguaes dão resultados desiguaes.

(75) Não podemos deixar de principiar a divisão pela es-
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queria, porque c facil conhecer a parle do divideudo, qu« 
contém o produeto do divisor pelo algarismo das rr:ais a!tas 
unidades do quociente, e se deduzir d’ahi qual é este alga
rismo. irias os p ro d u e to s  parciaes do divisor pelos outros al
garismos do quociente, estando confundidos no dividendo nâo 
é possive! percebe-los no dividendo total; o que impede de s? 
achar dircctanienlc os outros algarismos do quociente, antes d c 
•cr obtido o das mais altas unidades. F/ indispensável prin
cipiar a divisão pela esquerda. .

(76) A prova da divisão acha-se, multiplicando o quociepte 
pelo divisor; e ajuntando o resto, ^e ha: ostas operações feitas 
o resnltado deve ser o dividendo.

OBSERVAÇÕES.

(7 7 ) Devemos agora passar ás duas operações seguintes, 
a evolução u ínvoluçào, mas como são muito complicadas e de 
pouca utilidade nas applicações usuaes, deixamos para tractar 
deltas depois.

(78) Tem os concluido a parle mais importante da Arith
metica, aquella, que nos ensina a fazer as 4 operações fun- 
'lameolaes, sommar, diminuir, multiplicar, repartir ou dividir. 
Estas operações entram em todos os cálculos arithmeticos, 
que nada s3o senão combinações destas quatro operações.

(79) Todos os numeros podem ser addicionados uns aos 
°lilros, o dão em resultado um numero determinado; c assim 
lodo e qualquer numero pode ser sempre formado por ad
iç ã o .

(80; Tudos os numeros podem ser diminuidos de um outro 
"uniero com tanto que este seja menor, e dão sempre de re
sultado neste caso um numero delerminado; todos os nume- 
r°s podem ser formados pela subtracção de um numero me- 
n°r de outro maior; mas não podemos tirar um numero qual- 
Tuar de otitro, pois não se pode tirar de um numero menor 
° utro maior, entretanto podemos representar esta eperação 
Mentalmente, c então concebemos numeros de uma especie 
particular, que se chamam negativos, e que são de grande 
'mporiancia na algebra.

(81) Todos os numeros podem ser multiplicados por outro 
' j u a l q u e r  I U ) m C r 0 , e do resultado um numero determi
nado.

(82) Muitos uumeros podem ser divididos por nulros nu-
í)
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meros, o dão de resultado um numero determinado; m as 
também existem muitos, que não podem ser divididos uns p e
los outros, e quando queremos realisar estas divisões, conce
bemos numeros de uma especie particular, que se chamam 
1'racções.

(83) Temos pois agora que tractar dos numeros negativos 
e dos frocciouarios; mas antes devemos tractar da di\isib ilida- 
de dos numeros, e de outras propriedades dos numeros, que 
dependem desla.

C A P I T U L O  1H .

SOBRE A Dl VISIBILIDADE DOS NUMEROS, 

g I."

ileucralisladc!».

(84) Um numero é múltiplo de um outro numero, quan
do elle o contem um numero inteiro de vezes; isto é, quan
do o primeiro numero é exactamente divisivel pelo segundo, 
reciprocamente o 2o numero é um sub-nmltiplo, uma parto 
aliquoía, ou um divisor do 1 .° Assim 2 i  é um múltiplo de (> 
porque 4 X 6 = 2 4 , e reciprocamente 4 , e 6 'são divisores, sub- 
mulliplos, partes alíquotas, -.em fim, factores de 24.

(8o) Chamam-se numeros primos os que não são divisí
veis exactamente por nenhum, senão a unidade, que é divi
sor de todos os numeros, e por si mesmo, pois todos os nú
meros contém à si mesmo uma vez. Os numeros 2, 3 , 5 , 7 ,  
í t ,  15, s;lo numeros primos, mas 4, 8 , !), 12, etc. não o 
são, porque podem scr divididos por 2 e por 3 . Dous num e
ros são primos entre si, quando não tem um divisor com- 
mum; isto é, um numero que divida exactamente ambos, sc- 
não a unidade. Assim 4 , e 9  sãò primos entre si, e tam
bém 7, e 12, 12, e 25 ele. Os numeros 8 , e *2 não o sã por 
que são ambos divisíveis ao mesmo tempo por 2 , c por 4 .

Por mais esforços, que se tenha feito para achar a lei des
tes numeros não se tem podido descobri-la.

Tem-se feito a enumeração d’ollcs até um milhão, mas pa
ra isto é preciso cada vez procurar, se tal numero é ou não 
divisivel por algum outro numero. E’ verdade, que na cons- 
trucção de laboadas do numeros prim os, empregamos
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meios mais laceis, como veremos adiante. Mas alé » presen
te não se tem achado meio algum de conhecer a p r io r i  os 
numeros primos , nem mesmo de se determinar um nume
ro primo de um tamanho que se queira. Entretanto e x >- 
tem alguns theoremas mui curiosos relativos á estes numo- 
ic s . Eis um, que nenhuma utilidade tem , mas quo é notá
vel pela sua generalidade, e simplicidade. Se um numero c 
primo o produeto de todos os numeros inferiores , mais a 
unidade é um numero divisivel por elle.

Por exemplo 5 iS um numero primo, e ( '2 x 5 X 4)4-1 =  
numero divisivel por 5 . Se o num ero. proposto é 7 , 

( 2 x 3 x i - X ü X 6 ) - ( - I = 7 2 0 - f - l = 7 2 1  > numero divisivel por
7 . Seja ainda o numero II , teremos (2 X 3 x  4 x 5 x 6 x 7 x  
8 x 9 x 1 0 ) -|-1 = 3 0 2 8 8 0 0 1 = 3 6 2 8 8 0 1 , numero divisivel 
por 1 ! ,  o quociente sendo 3 2 9 8 9 1 . Este bello theorema ó 
sobre tudo curioso, porque sempre se realisa qaando o nume
ro c primo , e nunca quando o numero não o é , o quo sc 
pode facilmente verificar. Seja por exem plo o numero 4, c 
(2  X 3)-{—! = 6— 1 = T ,  o 7 não é divisivel por 4, numero qiiu 
não 6 primo.

( 86) Faremos aqui algumas observações sobre os divisores 
e os múltiplos dos numero;.

1." Quando muitos numeros tem um div isor commum, a 
somma d’estes numeros tem o mesmo divisor.

O quociente de cada numero dividido pelo divisor com- 
mum, sendo um numero inteiro, a reunião d’estes quocien- 
*es é também um numero inteiro, que exprime o quociente 
total da divisão da somma dos numeros propostos pelo divi
sor commum. For exemplo os numeros (i, 12, 15, são todos 
divisíveis por 3 , a somma d’estes numeros 6 -(-1 2 -}-1 5 = 5 5  
e tambcin divisivel por 3 .
. 2 .° (J, divisores de um numero dividem lambem os mul-
plos d’estc numero. O múltiplo de um numero pode. ser 

considerado comn a somma de muitos numeros ijçuaès ao 
“umero proposto ; 3x-5 é o mesmo que a somma de tres 
■Hinioios iguaes á 4 , e assim esta propriedade entra na pri
meira. O numero 21  sendo divisivel por 8 e dando por qtio- 
ciente 3 , 24  multiplicado por qualquer numero, coma 5. é 
divisivel por 8 , e de facto 2 4 x 3 = 1 2 0 ,  é divisivel por 8 e 

por quociente 13.
3.® A somma de muitos múltiplos do um nurneto é um 

«mltipio d‘esle numero. E’ est.i oulra consequencia de 1 
Pois eada um d’estes múltiplos sendo divisivel pelo mesmo
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numere, d» que sá« todos múltiplos, <1 somma lambem e s«- 
rá, pois deve ter o mesmo divisor.

Os numeros 6 , 9, 12 sendo mulliplos do 3, a somma 6 -f  ̂
9 4 - 1 2 = 2 7  tarabem é um múltiplo de 3, e de facto 3 x 9 =  
27, o que é também evidente considerando que 6 , 9, e 12, 
são respectivamente iguaes á 2 vezes 3, 3 vezes 3, o 4- vezes
3, a somma d’estes numeros será necessariamente igual à 3 
repelido 5 + 2 - f -4  vozes, isto é, repetido 9 vezes.

4.° Quando um numero ó composto de duas partes, todo 
numero que divide a somma e a primeira parte, divide ne
cessariamente a 2 a parte. A differença entrj  a somma das 
duas partes e a primeira parte, è igual á segunda parte. Di
vidindo a somma e a primeira parte pelo divisor Gommum os 
quocientes s3o numeros inteiros, e a differença d’elles, que ó 
também u:n numero inteiro exprime o quociente da segunda 
parte, dividida pelo divisor commum, logo a 2a parto tam
bém é divisivel pelo mesmo numero. Por exemplo a somma 
21 dos numeros 6  e 15 sendo divisivel por 3, o 6  tambem,
i o  tambem è divisivel por 3: 1 5 = 2 1 — 6, e 2 1 = 7 X 3, e 
6 = 2 x 3 ,  logo 1 S = ( 7 x õ ) -  ('2x 3 )= (7 — 2 )X 3 = 5 X 3 .

5 .8 A differença entre dous múltiplos de um numero é 
um múltiplo do mesmo numero. Esta propriedade é uma 
eonsequencia da precedente. Por exemplo 21 è múltiplo de
3, e 15 lambem múltiplo de 3, segue-se que 21— 1 5 = 6 ,  é 
tambem usn múltiplo de 3, e de facto 21 — 1 5 = ( 7 \ 5 ) — 
(3 x 5 ) = (7 — 5)X 3 = 2 x 3 .

6 .° Quando se combinam muitos múltiplos do mesmo nu
mero por meio de addições e de sublracções, o resultado é 
um múltiplo do mesmo numero, é isto uma eonsequencia do 
3° e do 4.° Por exemplo se 21. 15, 6 , 9 e 12 sáo múltiplos 
de 3, 2 1 -f lo -} -9 — 12—6 = 2 7 ;  é tambem um múltiplo de 
ô»

7." Quando um numero é composto de duas partes, e que 
uma é divisivel aor um numero, e a outra não, a somma das 
duas partes, ou o numero total não è divisivel por este nu
mero, pois se a somma fosse divisivel por este numero, uma 
de suas partes o sendo, a outra lambem o seria (i°). Por 
exemplo 24 sendo divisivel por 6 , e 7 nâo o sondo, a somma 
2 i - j -7 = 5 1 ;  não é divisivel poi 6 .

8 ." Um numero nunca pode ser divisivel por um numero 
maior que a sua metade. De facto quando so divide um nume
ro por sua metade o quociente é 2 ; portanto dividindo-o por 
um numero maior que a sua metade, o quociente será menor
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quo 2 , e logo não será um num ero inteiro, pois não pode ser 
ijjnal à unidade.

§ 2 -°

E ) i v i » i b i í i d » d e  d o s  n m s s c r o s .

(87) Antes de entrar no exam e da divisibilidade de um nu
m ero pelos num eros 2 , 3 , 4  etc. é preciso ainda fazer aqui 
algum as reflexões, que nada mais são do que consequencias, 
do que d issem os na divisão.

1 .»  Quando o dividendo augmenta ou diminue de um certo 
num ero de vezes o divisor, aparte inteira do quociente aug- 
m enta ou dim inue do mesmo numero de vezes a unidade; 
inas o resto da divisão è o mesmo.

Por exem plo a divisão d* 38  por 5 , dá por quociente T, «• 
fica um resto 3: se augm entam os o dividendo de G vezes o di
visor, tem os 3 8 + 6  X 5 = 38+ 30= 6H, para ser dividido por
5  e a ch a m o s, 6 8 = ( 1 3 X 5 ) + 3 = ( 7  +  <>_ X H  3 .  Se dim i
nuím os o dividendo 3 8  de (j.\o  temos 5 8 — 3 0 — b , e 8 —  
( l X 5 ) + 3 = ( 7 — C ) X » + 3 .  .

2.*  Quando se m ultiplica o div>dendp e o divisor por um 
numero, e que se  dividem os produetos um pelo outro, a parte 
inteira do quociente não muda, mas o resto desta nova divisüo 
é ia uai ao resto da divisão precedente multiplicado pelo nu
mero. Por exem plo a divisisão de 15 por 5 dá no quociente 2  
e de resto 5; isto é , temos

1 3 = 5 x 2 + 5  .
multiplicando por 4  tem os 1 3 X 4 = 5 V 2 X 4 + 3 a 4 . Se d iv i
dimos 15X 4 por 5 x 4  temos

5 X 4 X 2 +  3X 4 1 3 X 4  5 2

5X i  5 x 4  20

e o resto 1 2 ,e 52= ( 2 0 X 2) +  12= ( 5 X 4X2 ; +1  2 = ( i> X 4 X -)  
+ 3 X 4 ;  assim o iesto  é o da divisão anterior multiplicado pe_ 
lo numero por que se multiplicaram o dividendo e o divisor.

(88 ) O resto da divisão de um numero por 2 é  o m esm o  
que o de seu primeiro algari-mo à direita por 2 .  Seja pro
posto dividir o numero 1 8 9 3 7 7 9  por 2 c‘íco n }' 
por este num ero do modo seguinte: l8 9 r> 7 7 0 + 9  , a p u -  
meira parte 1 8 9 8 7 7 0 =  1 8 9 5 m  10= 183577X 3 X2 ; por tan
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to  è divisível per 2  exactamenlo; logo o reslo da divisão nã« 
podo provir senão da divisão da 2 “ parto 9 por 2 . Este racio
cínio applica-se á um numero qualquer que pode ser sempre 
d«composto em um certo numero de dezenas, e um certo nu
mero de unidades; as dezenas são sempre divisíveis por 2 . Por 
tanto para que um numero qualquer seja divisivel por 2 , è 
preciso e hasta, que o seu ultimo algarismo á direita seja um 
numero divisivel por 2  ou um zero; isto é, que o numero nSo 
contenha unidades simples, ou que contenha 2 , 4 , (> etc. Os 
números divisíveis por 2  são chamados pares, porque podem 
sei considerados como compostos de duas parles iguaes: os 
que não são divisíveis por 2 , chamam-se impares. E n tre  os 
números simples,

1, 3, o, 7, 9 , são impares.
2, 4, 0 , 8 , são pares.

.Quanto aos números compostos, todos que a<nbam ' .11 
reita por— 0, — ou por u;n dos 4  números pares ímpios s .1o  
pares, e os que acabam pelos ímpares simples impari-s. 
Na serie natural dos números, estes alternativamente s.h> i a . - 
pares e pares.

(89) O resto da d ivisão de um numero por 5 é o mesmo 
que o da divisão de seu ultimo algarismo à direita por 5 . 
Esta proposição prova-se do mesmo modo que a outra. Seja 
por exemplo o numero 12578 para se dividir por ?>. Esto nu 
mero pode ser decomposto do modo seguinte 1 2 5 7 0 4 -8 ;  
1 2 5 7 0 = 1 2 5 7  x  Í 0 = I 2 5 7  X 5 x 2 ;  logo a primeira parte do’ 
numero 1 2 5 7 0 + 8  é divisivel exaclamente por o, e o resto 
não pode provir senão da divisão da segunda parte por 5 . 
Logo o numero 12 5 /8  deixa de reslo de sua divisão por 5 ", o 
resto da divisão de 8  por este mesmo numero. Todos os nú
meros podendo ser decomposlos do mesmo modo, a proposi
ção é geral.

Para que um numero seja divisivel por 5, é preciso, e bas
ta, que o ultimo algarismo a direita seja divisivel por 5 , o 
que  não se dá senão quando o numero termina por 5 , pois 
este é o unico numero simples divisivel por 5 , ou por O, por
que então o numero sò contem dezenas, que são sempre d i
visíveis por 5.

(90) Alem dos caracteres acima apontados, pelos quaes po
demos conhecer se os números são divisíveis por 2  ou por 5 , 
existem outros pelos quaes podemos saber se são divisíveis por
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outros nunieros.Assiiri como decompomos um numero em duas 
partes, uma composta do dezenas, c outra de unidades sim
ples, podemos separar os dous algarismos à direita, c decom- 
pol-o em uma parte composta dc centenas, e outra de deze
nas e unidades, separar tres algarismss á direita e decompor
o numero em duas partes, uma composta de milhares e ou
tra de centenas, dezenas, o unidades ctc.

1 .° Para saber se um numero é divisivel por 4 ,  basta ver 
se os dous últimos algarismos á direita são divisíveis por 4. 
Por exemplo 34812 é divisivel por 4, porqua 12 c disivei 
por 4. Podemos considerar o numero 3V812 como decompos
to do modo seguinte 3 1 8 0 0 + 1 2 = 3 4 8  x  1 0 0 + 1 2  , a pri
meira parte ó divisivel por 4, porque 100 é divisivel por 
este numero, logo sendo 12 lambem disivivel por 4, o 
numero inteiro, ou a somma das duns parles é divisivel 
por 4. Tambem se pode saber se um numero>, divisivel por 
25 ou não, por esta mesma decomposição; quando os dous 
últimos algarismos à direita são divisíveis por 25 , o numero 
inteiro tambem o *3 , pois a primeira parte é sempre,divisivel 
por 25. Por exemplo o numero 358975 é divisivel por 25, 
porque 75 é divisivel por 25, de facto 5 5 8 9 7 5 = 3 5 8 9  
X 1 0 0 4 -7 5 = 3 5 8 9 x 2 5 x 4 + 7 5  = 3 5 8 9  X 2 5 x 4 + 3 x 25 : as 
duas partes sendo divisíveis por 25, o numero total tambem
o ó : os unicos numeros divisíveis por 25 são os que acabam 
por 25, 50, 75, ou duas cifras.

2.° Todo o numero é ou nâo divisivel por 8 , conformo 
os últimos trez algarismos á direita são ou tulo divisíveis por 8 : 
um numgro qualquer como 87950168 pode ser decomposto' 
cm duas partes do modo seguinte 8 7 9 5 6 0 0 0 + 1 6 8 = 8 7 9 5 6  
XlOOO+lOS. A primeira parte 6 divisivel por 8 , pois ê 
igual á 87956X125X8, e se tambem a outra parte é divisivel 
por 8 , o numero total 6 divisivel por 8 . Tambem é divisivel 
por 125, o numero que acabar por 3 algarismos divisíveis por 
este numero, pois a primeira parte è sempre divisivel por 125, 
sendo um múltiplo de 1000  que è divisivel por este numero, 
sendo a segunda parte lambem divisivel, o numero total ê di
visivel por 125.

3.° Para achar o resto da divísflo de um numero por !) 
basta addicionar os algarismos propostos,quando a somma dos 
algarismos é menos de 9 , esta somma exprime o resto da di- 
visio do numero por !), quando ò igual á 9 o número è divi
sivel por 9 exactamente, c quando esta somma c mais que 9

_ opera-se sobre elln, como sobre o numero, addicionando-se os
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algarismos, e assim por diante, até que se chegue a uma som
ma, que não exceda á 9 .  Para demonstrar esta proposição ob 
seriaremos, que a unidade seguida de um ou muitos zeros, ex 
prime um múltiplo dc 9 augmenlado de uma unidade 
10=9 +  1 100=99+1 1000=999+1, e os números 9, 99, 
999 etc. são múltiplos do 9, pois 9—9X1 ,9 9 = 1 1 x 9 , 
999=111X9 etc. Daqui resulta que um numero composto de 
um certo numero de algarismos seguidos de cifras, exprime um 
múltiplo de 9 augmentado destes algarismos. Por exemplo o 
numero 8000=8 X 1000=8x (111 X 9 + 1 )= 1 11 x 9  X8+8 
= 8 8 8 x 9 + 8 .

t Tm numero qualquer sendo igual â somma dos números 
expressos por seus diflerentes algarismos, e cada algarismo 
significativo exprimindo por sua posição um mulliplo de 9 
augmentado deste algarismo, pode-sc concluir, que lodo n u 
mero é igual à somma de muitos múltiplos de 9 augmentados 
da somma dos algarismos significativos deste numero. E  como 
a somma de muitos múltiplos de 9, é lambem um múlti
plo dc 9, logo um numero qualquer è um múltiplo de 9 aug
mentado da somma de seus algarismos significativos. Por 
exemplo o numero 856 é o mesmo que 8 0 0 + 5 0 + 6 .  ora 
800 é um múltiplo de 9 mais 8 , 50 é um múltiplo de 9 mais
3, o numero 856 é composto de dous múltiplos de 9 mais 8 
mais 5 e mais 6 , isto é, 856 éu m  múltiplo de 9 augmentado 
de 8 + 5 + 0 = 1 9 ,  ou

85G=(99 + 1  ) x 8 + ( 9  + 1  ) x 5 + 6  
= ( 1 1X9 x  8 + 8 ) + ( 1 x 9 x 5 + 5 ) + ( j  
= ( 1 1X 8+ 1X 5 ) 9 + 8 + 5 + 6  
= ( 1 1 x 8 + 1 x 5 ) 9 + 1 9

Todo numero inteiro é um múltiplo de 9 augmentado da 
somma de seus algarismos significativos, o resto da divisão dc 
um numero por 9 é pois o mesmo, que o resto da divisão da 
somma dos algarismos significativos por 9. Por conscquencia 
sc esta somma è < 9 ,  exprime o resto, se è = 9  exprime qae
o numero é divisível por 9, pois o resto é então zero, se é >  
que 9, opera-se sobre esta somma, como sobre o numero 
primitivo, isto é, decompõe-se esta somma do mesmo modo. 
por exemplo no caso presente a somma dos algarismos é igual 
a 19 numero > 9 .  decompõe-se este í.umero do modo seguin
te 1 9 - 1 0 + 9 = 9 + 1 + 9 = 1 x 9 + 9 + 1  =  1 - 9  +  1 x 9 + 1  
* = 2 x 9 + 1 ,  o resto é utn nu i c r o < 9 .
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0  numero 35070 dividido por 9 dito resto »?, porque 
■"«sle numero é = á  mn aiuiliplo do 9 mais 5 + 5 + 7 = 1 5  , o 
resto da divisão de 33070 por 9 e o mesmo que o resto da 
divisão de 15 por 9, ora 15 é igual á um mulliplo d'* 9 mais
i X 5 = 6 ,  o resto da divisão pois é = 6 . O resto da divsão de 

79890360 por 9 , é * + 9 + 8  +  9 - |-3 + 6 = 4 1  dividido por 9 . 
ou 4 + 4 = 8 .  Como os alçarism»s significativos ignaes á 
9 exprimem múltiplos de 9 , pode-se despresar os 9 na addi 
ção dos algarismos do numero proposto, e então no presente 
exemplo tomando 7 + 8 + 3 + 6 = 2 6 ,  e 2 + 0 = 8  temos o mes
mo resultado 8 . O numero 20479800 é divisivel por tl, pois 
2 + 4 + 7 + 8 + 6 = 2 7  e 2 + 7 = 9 .

Para que um numero seja divisivel por 9 é preciso e. bas
ta, que a somma de seus algarismos seja um mulliplo de 9 .

4." Para obter o resto da divisão de um numero por 3, 
íorma-se a somma dos algarismos do numero; quando esta 
somma è> 9 addicionam-se os sens algarismos, e continuam-se 
estas addições successivas até que se chegue à uma sorunia, 
que não seja superior á 9. Esta ultima somma diminuida do 
maior múltiplo de 5, que pode conter, exprime o resto da di
visão do numero proposto. Nas addições dos algarismos do nu
mero pode-se despresar os múltiplo.; de 3; õ , 6 , 9. Com «ffeito 
os numeros 10, 100, 1000 ê lc. s5o múltiplos de 3 augmentados 
de 1, poisesíes numeros decompõe-se em 9 + 1 , 9 9 + í ,+ 9 9 9  +
1 etc. e 3 dividindo 9, divide tambem as partes 9, 99, 999 
racionando como cm (3.°) deduzimos , quo o reslo da divi
são de um numero por í  é o mesmo que o da somma dos 
seus algarismos signiíinalivos divididos por 3 , o que con
duz a regra enunciada acima. O resto; da divisão do nu
mero 5309027 por 3 ê o mesmo que o reslo da divisão do 
5 + 3 + 6 + 2 + 7 = 1 4  por 5 ,  ou de 1 + 4 = 5  jjor 3 , islo è 
= 5 — 3 = 2 .  O num.ro '>721 è divisivel por 3, porque 
5 + 7 + 2 + 1  =  15, e 5 +  1 = 6 , o 6 — (i=Q.

Para que um numero seja divisivel por 3 é preciso, c basta, 
que a somma de seus algarismos seja um mulliplo dc 3.

o.° Para obter o resto da divisão de um numero por l  í ,  
calculam-se duas sommas, uma dos algarismos de ordem im
par á principiar pela direita, oúlra dos algarismos de ordem 
par: da primeira somma augmentada se !’or preciso de um 
mulliplo de 1 ! , tira-se a segunda; quando o resto desta sub- 
tracçâo è um uum eroc l l ,  exprime o resto da divisão do 
numero por 11, quando o resto è > 1  I. opera-se sobre este 
resto, como sobro o numero primitivo até chegar á um resto

10
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< 11 , e então esle reslo exprime o da divisão ilo uuniero 
por 11 , quando o ultimo resto 6 zero, o numero é divisível 
por I I .

Principiando pela direito de um numero eada uma das uni- 
dades dos algarismos de ordem impar exprime um múl
tiplo dc 11 mais 1 , e cada uma das unidades dos algarismo de 
ordem par exprime um múltiplo de 11 menos 1 : de faclo as 
unidades de ordem impar principiando pelas de terceira 
ordem tem por valor '1 0 0 , 10000  , 1 0 0 0 0 0 0 , etc. ora 
* 0 0 = 9 9 +  i  , 1 0 0 0 0 = 9 9 9 9 + 1  , 1000000= 999999+ 1  , 
assim pois as unidades de ordem impar tem por valor 
um numero par de noves mais nrna unidade, 99 é divisí
vel por 11 , pois é = 9 x l i ,  e por consequencia todos os 
mimeros compostos de um numero par de 9 sã.) divisíveis 
também por 11, 9 9 9 9 = 9 0 0 0 + 9 0 ,  9 9 9 9 9 9 = 9 9 0 0 0 0 +  
9 9 0 0 + 9 9 ,  todas as partes destes números 9 9 ,  9 9 0 0 ,  
999000 sendo divisíveis por 1 i; de mais a unidade de pri
meira ordem pode ser considerada, como um múltiplo de 11 
mais 1 , pois temos 1= 1 1 x 0  +  1 : as diversas unidades de 
ordem impar, pois , exprimem múltiplos ele 1 I mais um. 
As unidades dc ordem par, a principiar pela direita, e da 
quarta ordem tem por valor 1000 1 OOüOO etc. isto é 100 X 10 
1 0 000x 10 etc, pode-se pois obter os valores destas unidades 
de ordem par num a forma analogaãs de ordem impar, multi
plicando por 10 as igualdades 1 0 0 = 9 9 + 1 ,  10000= 9999+ 1  
etc. o q u ed á  l009=990-f-10, 1 0 0 0 0 0 = 9 9 9 9 0 + 1 0 etc. ora 
1 0 = 1 1  — temos pois á final 1 0 = 1 1  - - 1 , 1 0 0 0 = 9 9 0 +  
í í — t , 1 0 0000= 999 '.0 +  11— I , e como os números 
990, 99990 são divisíveis por 1 1, segue-se, que todas as u- 
nidades de ordem par exprimem múltiplos d« 11 diminuídos 
de 1 . h ’ evidente pois que cada uma das unidades.de um al
garismo dc ordem ímpar teudo por valor um múltiplo de ( I 
mais 1 , todo algarismo de ordem impar exprime por sua po
sição nin múltiplo de U  mais este algarismo; no numero 
8057, por exemplo, o 3." algarismo G exprime 6 unida
des de 3 .a ordem, ou 6 0 0 , e íüO sendo um múltiplo dc
11 mais I. seguc-se que G00 6 , igual á 0  vezes o múltiplo 
de 11 mais 6 , isto é, igual á um múltiplo de 11 mais G. Do 
mesmo modo cada unidade de um algarismo de ordem pav 
tendo por valor um múltiplo de l i menos I, pode-se con
cluir, que todo algarismo de ordem par è um múltiplo de 11 
menos este algarismos. Destas duas propriedades deduzimos, 
quefodo numero inteiro é  múltiplo d e l i  augmentado da 
somma dos algarismos de ordem impar , e diminuído da
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semraa dos algarismos de ordem par, pois os números tu -  
pressados pelos algarismos de ordem impar sendo múltiplos du
1 1 augmentados respectivamente destes algarismos, o numoro 
expressado pelo todo dos algarismos de ordem impar ó com
posto da somma destes múltiplos do 1 ! augmentados da soai- 
ma dos algarismos.do ordem impar, o que vem á ser n mesmo 
que um múltiplo de 11 augmentado da somma dos alga
rismos de ordem impar. Por uma rasão idêntica, o numero 
expressado pela totalidade dos algarismos de ordem par ò um 
múltiplo de 1 1 diminuido da somma dos algarismos de ordem 
par. Ajuntando estas duas parles do numero proposto 6 evi
dente, que a reunião dos argarismos de ordem impar e <Jt: 
ordem par, compõe um múltiplo de 11 augmentado da som
ma dos algarismos de ordem impar, e diminuido da somma dos 
algarismos de ordem par. Quando a somma dos algarismos de 
ordem impar, nao é menor que a dos algarismos de ordom 
par, pode-se tirar a 2 .a somma da i .a , e o numero pro
posto è um múltiplo de 11 augmentado da diíTerença entre 
estas duas soinmas , de modo que o resto da divisão d’esta 
differença por II é o  mesmo que o da divisão do numero 
proposto por 11 Quando a somma dos algarismos de ordem 
impar é menor, que a dos de ordem par, podemos fazer entrar 
este «aso no pri;neiro , augmontando a primeila somma de 
um muítiplo conveniente de 11 , pois com isto nada mais se 
faz do que ajuntar este múltiplo de 11 ao numero proposto,
0 que uão muda o resto da divisão do numero por 11 (87, 1 .“)

O resto da divisão de ü 2 i í ( )  por 1 ' , é 0 -|-i-)-G-f-=  10 ,
diminuido de t -f-i2=õ, isto é =  10—3 = 7 .  O resto da divi
são de Gí2i 1 por 41, é 1 -}-2=5 menos 4 -{ -õ = 1 0 ,  e corno 
o <  1 0 ,ajuntamos 11, c temos5-{-l 1 = 1 4 ; assim 14 — 1 0 = 4  
é o resto da divisão de 6241 por 1{.

Pelo que precede concluimos, que para que um numero 
seja divisível por 11 è preciso e hasta, que a differença entre 
a somma dos aigarismosmos de ordem impar, e a somma dos 
algarismos de ordem par, seja um múltiplo de i I ou zero. O 
numero 170819 é divisivel por I t ,  porque 9 + 8 '- f -7 = 2 4 ,  e
1 -f. i = 2 , e 2 4 —2 = 2 2 ,  numero que é um múltiplo de 11 - 
O numero 485Õ2372 é divisivel por 1 1 . porque 2 4 -3+ 3-f-  
8 = 1  S, c / —f—2 —j—-i> —}— 4 = 1 8 ,  e 1 8 — 18= 0 .

6 .° Os números divididos por 7 dão de resto um nume
ro, que também se póde determinar sem fazer a divisüa , 
mas o processo precizo para este fim ò tão complicado, que 
melhor é na pratica fazer io^o a divis&o: mas como ó bom
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conhecer todas as propriedades dos numeros, apresentare
mos aqui o modo , porque se pódo saber, se um numero ó 
ou nâo divisivel por 7. 10 dividido por 7 dá dc resto 5, 
100 dividido por 7 dá de rest0 2, ora 1 0 0 = 1 0 x  10— iO -=  
(7-J-5jX(7-f-3)=i7x 7-f3 X 7-i-3x7-f-3x5g isto é ,  igual á 
um mulliplo dc 7 mais 5 x 3 = 9 = 7 + 2  , islo é, a um múlti
plo de 7 mais 2. O resto da divisão de 1000 por 7 é = 5 x  
2 = 6 , o reslo de 10000 por 7 é = 5 x 5 =  1 8 =  1 4 + 4 = 2  
'X7 +  -Í, logo è igual a 4. O resto da divizão de 100000 por 
7 é = i x 5 = í í > = l 0 + 2  por tanto o resto linal é 3 + 2 = 5 .  
O resto da divizão de 100000:3 é 5 x 5 = 1 5 = 1 0 4 - 5  , logo 
é igual a 3 +  5 = 8 ,  e finalmente a 8 —7 = ! ,  assim pois

1-°_dà du resto o
io o _  IO-

/ J dá de resto 2

1000 103 , .  J -—  =  —da de resto 8 
7 7

10000 10‘ ,< , , ,—j —— y-da de reslo 4
100000 10’ , .  . , _
—  =  ~ d a  de  re s lo  5

1000000 106-------- =  ~ d a  da resto 1
7 7

assim pois dividindo 10 por 7 o resto è 3, e dividindo 100 
ou 102 por 7 o resto è 3 x 3 = 5 " ,  ou antes 9 —7 = 2 ,  do

.  . . .  103
mesmo modo o resto de 1009 dividido por 7 ou de~^-

é 2 x 5 = 6  etc., multiplicando cada resto por 3 e tirando 7 sen
do possivel, obtem se os reslos suecessivos 1, 3, 2, G, i, o, 
da divisão por 7 dos numero;. !, 10, 102 , IO3 , 10'* , SO5 , 
mas chegado à ÍOt* o resto é 5 x  5 = 1 5 ,  ou antes l o — 1-4=1.

Uina vez que se encontra um dos restos precedentes é uma 
eonsequencia do calculo, quo conduz à estes resultados con» 
secutivos, que serão reproduzidos periodicamente, do modo 
que levando por diante indefinitameute as divisões por 7 das 
poiencias successivas de 1 0 , se acharão sempre estes restos 
íia mesma ordem. Os numeros 1, 5, 2 , G, 4, 5, que se re
produzem continuamente são o quo se chama o período. Por 
exemplo, se queremos saber qual o resto da divizão de 1029 
acharemos, que é o mesmo que o de 105, tirando os múlti
plos de 6 eompreliendidos em 29, pois que e período tem G t«r-
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mus; este reslo é 5. O reslo de 49*5 6 o mesmo que de 10, 
ou 3 Podiiimos á priori suppor este periodo, pois os restes 
da divisão por 7 sendo menores que 7 não podem ser senão 
os 6  seguintes 1, 2, 3, 4, 5, 6 , mas apresentando-se n’uma 
ordem difA-rente: não podemos achõr de resto 0, a divisão 
nàó podendo ser exacta, segue-se pois que depois de G divi
sões ao mais devemos achar outra vez um dos restos já obti
dos, e então principia omesmo periodo, pois que reproduzi
mos as mesmas multiplicações pelos primriros restos. Assim 
pois. seja qual for o divisor dc 1, iO, IO2 , IO3 ele. com 
excepção das potências de 2 e de 5, os restos successivos for
marão sempre um periodo, que será composto de termos 
em numero menor, que as unidades rio divisor.

Do que fica dito acima é evidente que um numero qual
quer dividido por 7 dá de reslo o produeto de cada um de 
seus algarismos multiplicado á principiar pelo 2  “ à direita 
por 3, por 2 , por 6 , por 4, por o e por !. Se a somma 
destes produetos é um mulliplo do 7 o numero è divisível 
por 7. Por exemplo 791 ’ divisivel por 7. e provamos isto 
do modo seguinte.

791
231

1=1 Xí"
2 7 = 3 x 9  

______1 í- - -2 x 7 _____
4 2 —souinia.

Escrevemos o numero, e yor baixo das dezenas o numero
3 , das centenas o numero 2 , dos milhares o numero 6 , das 
dezenas de milhar o numero 4, das centenas de milhar 5, 
dos milhões 1 etc., e principiamos de novo a mesma serie 
de numeros, e multiplicamos cada algarismo do numero paio 
numero correspondente, sommamos os produetos, è se esta 
somma é uin,multipio de 7 o numero é divisivel por 7, quan
do o resto é um numero maior que 7 podemos repetir a mes
ma operação á seu respeito, e no exemplo acima lemos,

42
31

2 = 2  x  1 
12= 2x 4 
14=somma.
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que é evidentemente um múltiplo do 7, mas podemos ainda 
fazer a mesma operação

14
51

4 = 4 X 1 
5 = 5  X 1 
7=sommn.

e assim chegamos sempre á um resultado igual k l .
7.° Um numero é divisível por 6 , quando o é por 2, e que 

a somma de seus algarismos é divisível por 5, porque então
o numero é divisivcl por 2 c 3, c portanto pelo produeto 
2 x  3 = G .  (73 )

8 .° Do mesmo modo ó divisivcl por 38, se ò divisível por
2  e por 9. E ’ divisivel por 12 se o é por 3 e por 4, por 36 
se 6 divisivel por 4 e por í). Emfirn um numero é divisivel 
por 15, ou por 45 ss é divisivel ao mesmo tempo por 5 e por
3, ou por 9.

§  3.°

i V m i i e r o g  p r i m o s .

(91) Já definimos o que se eutende por números primos 
(85), agora fazendo uso das proposições demonstradas em § 2o, 
deste capitulo podemos determinar todos os números primos. 
Seja por exemplo proposto formar uma taboa de números 
primos de 1 até lOOO.g Escrevemos todos os nuineros des
de 1 até 1000 na sua ordem natural da esquerda para a di
reita, e então suprimimos.

1.° Todos os números pares_oxccpto 2, isto é, todos os nú
meros terminados por 0 , 2, 4 , 6 , 8 , pois estes são divisíveis 
por 2 .

2.° Todos os números terminados á direita por 0, ou por 5, 
porque são divisiveis por 5, conservando porém o numero 5.

3.° Todos os números, que dão por somma de seus alga
rismos um múltiplo dc 5, pois são divisiveis por 3, conservan
do porém o numorn 5.
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4.° Todos os numeros que dão por diíTerença entre a som
ma de seus algarismos de ordem impar, e a de seus algaris
mos de ordem par um mulliplo de 1 1 , ou zero, pois sSo divi
síveis por 1 1 , guardando porém l i .

Tirados todos estes numeros, já a serie dos 1000 primeiros 
numeros, fica inuiío reduzida, pois nenhum destes numeros 
pode ser primo. Estas suppressões feitas, podemos já con
cluir, que todos os numeros entre 1, e 7 x 7 = 4 9 ,  que não 
foram suppriinidos são primos,'pois que o menor múltiplo 
de 7 que resta, nao pode ser senão 7 x 7 , pois os múltiplo de 
7 por 2 , 5 , 4, 5, 6 , já foram tirados . assim conhocemos já 
todos os numeros primos de I até 47 inclusivamente. Ago
ra devemos tirar todos os numeros, que são divisíveis por 7 
á principiar por 49 , o que se fax experimentado a divisão 
logo, pois é isto mais facil , que 0 caracter dado para saber, 
so um numero è divisivel por 7.

Os numeros não supprimidos até 11 X 1 1 = 1 2 1  sao todos 
primos, pois jà foram tirados todos os múltiplos de 11 por 
2 , 3 , 4 , 5 , <>, 7 ,  8 , 9 .  1 0 , logo todos os numeros pri
mos desde 1 até 113 síío conhecidos. Tirando todos os 
múltiplos de 11. principiando de 11X11 =  121, podemos 
concluir, que todos os numeros não supprimidos desde 113 
até 1G7 numero primo immediatamente inferior á 16(J =  
1 3 x13 , são numeros primos , c assim por diante. Assim 
com muita rapidez podemos formar uma taboa de numeros 
primos.

Outro modo de formar uma taboa de nunuros primos é 
o seguinte. Escrevem-se todos os numeros impares, pois os 
pares são divisíveis por 2 , e não são primos, e depois con
tam-se os numero„ de tres em tres, e riscam-se comodivizi- 
veis por este numero, depois de cinc^ em cinco a principiar 
<le 5, de 7 em 7 á principiar de 7 etc. e assim por diante se
guindo a serie dos numeros impares. 5, o, 7, 9, 11, 13, 15, 
17, 19 ,~2Í, 23 ."25, 27, 29, 3 ! ,  33, W ,  57, "39", 41, 4 5 , 
4 57  V7, 8 ÍÍ §3, 53, 57^ 59, 61, 63, 65, 6^  69,' 71. 
7 3 . T b , 77\ 79, W ,  85, 85^ 87, 89, 91, 93, 9o, G7, 99, 
J01, 103, 10 j ,  107, 109,

Depois procedemos assim principiando de 5, contamos b,
7 , 9 , e riscamos este como 3 .°, e assim por diante, riscando 
todos os terceiras numeros, (pois todos são múltiplos de 3.) 
Os numeros impares vão sempre crescendo dc 2 unidades, dt
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modo que 5 = 3 + 2 ,  7 = 3 + 4 ,  e 9 = 3 + 6 ,  por tanl© é un; 
múltiplo do 3. H = 3 + 8 ,  1 3 = 3 + 1 0 ,  e 1 5 = 3 -  -  f 
é um múltiplo de 3 e assim todos os numeros d,: :«■ 
são múltiplos de 3. Do mesmo modo prineípian.dr ‘ 
f-m cinco a direita de cinco todos os numeros impa-cs sjV..~ i 
mais um mulliplo de 2 , islo ó, tantas vezes 2  quantas uni
dades tem a sua ordem depois de cinco, de modo quo o 
numero depois de 5 = 5 + 5  x £ = o X  10 eVs por tanto divisí
vel por o, e assim todos os mais de 5 em 5. O mesmo se 
pode mostrar á respeito de 7, 11, 15, etc.

§

I f S s í í í s i *  t*is£t'!3}i’í3'cã «Eâ v is r k s*  e n t r e  s l U m s  m s-  
Ei*ea*ss oaa m a i s .

(82) Dous numeros, que não tem um divisor commum, 
sj3o primos enlre si, como 10 e 21. porque 1 0 = 2 x 5 ,  e 
2 1 = 3 x 7 .  Os factores, e os divisores, que pão numeros 
primos, tomam os nomes de factores e divisores primos. As
sim 5õ sendo o produeto dos factores primos 5 e  7, esles dou; 
numeros são os factores primos dc 35 , ou os divisores pri
mos de 35.

O maior dc todos os divisores coinmuns a dous ou muitos 
numeros, chama-se o maior commum divisor d’esles nu
meros.

(93) Temos agora que mostrar, como podemos achar o 
maior commum divisor de dous ou mais numeros.

1.° O maior commum divisor de dous numeros. Seja 
proposto achar o maior commum divisor de 170 e 9(5. Um 
commum d i\isor d’esles dous numeros é todo numero , 
que devide ao mesmo tempo um e outro numero , o maior 
commum divisor d’estes dous numeros,’ é o maior nume
ro, que divide ambos estes numeros: este numero nao pode 
se.r maior que <i menor doS dous. Devemos pois ver, so 96 di
vide exactamente 170, porque no caso de dividir, è elle o 
maior commum divisor, dividindo pois 170 por 96, achamos, 
que é contido uma vez, (icando o resto 34, logo 170=96x  
1 + 8 4 , e assim certificaino-nos, de que 96* não é o maior 
commum divisor: e a vista da igualdade acima e de (80, í.)°  
o maior commum divisor de 170 e de 96 é o maior numero, 
que divide 170 -o 0<!, ora para qüc um numero divida um
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todo e uma de suas partes , c preciso que tambem divida a 
outra parte : assim a questão está reduzida á achar o 
maior numero, que divide <<o mesmo tempo 90 c 8 4 ,  e sc 
acharrnòs um numero, que divida estes dous, dividirá tambem 
■170, c se for o maior divisor commum destes numeros, será 
tam bem  o maior commum divisor de 170 e 96. Temos pois 
de proceder com 1)6 e 84 como com os dous numeros propos
tos: o maior commum divisor dc 96 o 84 não pode ser 
> 8 4 , c dividimos 96 por 84, porque no caso de ser exacta 
esta divisão, 170 tambem ò divisivel por 84, e este numero 
c o maior commum divisor procurado: achamos que a divisão 
não é exacta. e que 9 6 = 8 4  X 1+12- Fazendo solire esta igual
dade os mesmos raciocínios, que fizemos sobre a primeira, é 
evidente, que o maior commum divisor de 84 o 12. è tambem 
o maior commnm divisor de 170 e 90. l azendo a divisão 
de 84 por 12 achamos que 8 4 = 7 x 1 2 .  islo è que 12 divi
de exactamente 84. Logo sendo 12 o maior commum divisor 
de 12 e 84, é portanto o maior commum divisor de 84  
e 96, e de 96 e 170, pois 9 6 = 7 x 1 2 + l 2 = ( 7 + l ) x l 2 =  

:12, c. 170—8 x l 2 + 7 x 1 2 = f 8 + 7 ) x 1 2 = l 5 x l 2 .
semio sendo çpplicavei á quaesquer numeros, 

rificar, conciuimos, que todo divisor commum 
de dous numero? divide o resto da divisão destes numeros 
um pelo outro, e que o maior commum divisor de dous nu
meros, é o inesmo que o que existe entre o menor aos dous 
numeros e o reslo da divisão do maior pelo inenor; e o major 
comrnum divisor entre o inenor numero, c o resto da divisão, 
é o mesmo que o maior commum divisor entre o resto, c o 
resto da divisão do  ̂ ° resto etc. Podemos dispor

Quocienlés 1 1 •7

Dividendos 170 96 84 l
Divisores 96 84 84 |
Restos 84 12 0

ral: para achar o maior commum divisor de 
os , diviue-se um pelo outro, divide-se depois o 

divisor pelo resto, e continua-se assim á fazer do divisor di
videndo, o. do resto divisor, até que se encontre um divisor 
exacto, este será o maior commum divisor procurado.
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Observação 1.® Todo divisor commum do dous numeros,di
vide os restos successivos, quo se obtem procurando o maior 
commum divisar destes dous numeros, c o maior commum 
divisor de dous numeros 6 o mesmo, que o de dous restos 
successivos quaesquer.

Observação 2 .a Podemos pois concluir—
1.Q Que todo divisor commum de dous numeros, divide o 

.seu maior commum divisor. Assim os numeros 312 e 152 são 
ambos divisíveis, por I, 2, 3, -i, 6  e 12, e o maior commum 
divisor destes numeros, 12, c tambem divisivel pelos mesmos 
numeros. Oi factores communs á dous numeros são factores 
do seu maior commum divisor,

2 .p A operaçflo para achar o maior comum divisor de 
dous numeros, conduzindo à restos sucecssivamente decres
centes, deve-se chegar necessariamente á um divisor exacto, 
ainda que este seja a unidade ; neste caso os dous numeros 
propostos são primos entre si.

ií.° 0  maior commum divisor devendo dividir os restos suc
cessivos que se obtem na operação, so achamos um resto, que 
é primo, e que não divide o reslo anterior, ou se achamos, 
dous restos successivos, que sabemos serem primos enlre 
si, podemos concluir, que os numeros propostos são primos 
entre si.

Observação 3 .a 0  numero de divisões precisas para achar o 
maior commum divisor de dous numeros não pode exceder ã 
metade do menor dos dous numeros propostos. De facto 
quando chegamos à dous restos successivos, que differem 
um do outro de uma unidade, di-itlindo estes restos um pelo 
outro devemos achar de resto 1 ; o que indica que os nume
ros dados não tem um commum divisor, ou são primos en
tre si; por eonsequencia todas as vezes, que os numeros pro
postos tem um commum divisor, outro que a unidade, os 
restos successivos diminuem, ao menos de duas unidades em 
cada divisão, o que prova a propriedade enunciada.

Observação 4." Se na operação para achar o maior commum 
divisor , reconhecemos que uin numero divide dous restos 
successivos, isto é, um dividendo e um divisor, podemos 
supprimi lo n’um e n’oulro, e continuar a operação tendo o 
cuidado de multiplicar o commum divisor achado íi final por 
esle factor supprimido. Se reconhecemos que um resto tem 
um factor primo, que não divide o resto precedente, po
demos supprlmi-lo, sem alterar o commum divisor procurado.

Observação S .a Quando conhecemos os restos successivos,
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que fornece a operação para achar o maior commum divisor 
de dous numeros, podemos deduzir os restos da operação 
para achar o maior commum divisor entre oS produetos dos 
dous nutheros propostos por uni numero dado, multiplicando 
por este numero todos os restos obtidos na primeira opera
ção. Assim procurando o maior commum divisor de 48 e 
1 7 , achamos os restos 14, 3, 0. Para achar o truiior 
commum divisor de 4 8 x 3  e 1 7 x 8  os restos são 1 4 x 5 ,  
3 x 5 ,  2 X 5 , 1X5, 0 x 5 .

Observação 6 .a 0  maior commum divisor de deus nume
ros divide todos os restos dados pela operação para achar 
este maior commum divisor; procuremos os quocienles suc
cessivos da divisão dos restos pelo irtaior commum divisor.

Sejam os numeros entre os quaes procuramos o maior 
commum divisor 2061 e 798: temos

/ 7 9 9 ; 5 0 í /
2961 ------ ---------

< 3 ( 1 t 
03 17 12 5 2 1

Na ! » linha estão os restos successivos; na 2a os quocien
les das! divisões destes restos uns peios outros: agora quere
mos sabrr quantas vezes 47, maior commum divisor de 2961 
e 7 9 9 , é contido cm cada urn destes restos. F,’ contido uma 
vez cm 47, e 2 vezes ein 94, escrevemos 1 por baixo de 
47 e 2 por baixo de 94. Temos 2;í5==2 l°g°
— — 2 y  í i = J x 2 + 1 ==5 , escrevemos este numero por
47 47 n
baixo de 235. Este numero foi obtido multiplicando os nú
meros escriptos por baixo d» 94, e ajuntando ao produeto
1, que fica á direita na ultima linha. Do mesmo modo para 
obter o quociente de 561 por 47 tomos 504 = 2 x 2 3 5 + 9 4 , 
I0g0 û = 2 x 5 + 2 = i 2 ;  escrevemos este numero por baixo

de 304 continuamos a multiplicar entre si os tíous numero», 
que ficam por baixo do numero da l , a linha, e ajuntando
o que lhe íica a direita. Eis a serie dos cálculos princip ian
do de 5.

2X2 + 1 = 5 ,  2x 3 + 2 = 1 2 , l x  12+3=17, r,xJ7+12=fi:J 

Este calculo será de grande utilidade em outras partes das ma*

235 j- 94,■47 

■1 ( 2 ■ 2
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thematieas, e jà  aqui serve para compor dous numeros para 
os quaes so da um commum divisor; o numero do divisões 
precisas para acha-lo, e os quocientes successivos. Depois de 
ter escriplo estes quocientes formando a segunda linha, se 
deduz a 3a linha pelo inethodo acima ; emfim tomando os 
dous maiores resultados, e multiplicando pelo factor commum 
proposto estes dous numeros.

Exemplos: —seja proposto achar o maior cotnmum divisor 
entre 216 e 408

1 1 8
t 7 7 

408 21GÍ 1021
2 1 6 1 1 9 2 1 192)

192 24 TcT-

■24 é ü  inaior commum divisor entre 216 e 408.
Exemplo 2." Procure-se o maior commum divisor entre 

5 i2  e 843.
Exemplo 3.° Procure se o maior commum divisor entre 

36 e 42.
Exemplo 4.° Procure-se o maior commum divisor entre 

245 e 450.
Exemplo 5.” Procure-se o maior commum. divisor entre 

575 e 4o00.
2 .° O maior commum divisor de 5 ou mais numeros.
Este se deduz facilmente da operação precedente. Por 

exemplo para ohter o maior commum divisor de 48, 18 e 13, 
procuramos primeiro o maior commum divisor de 48 e 18, 
que e 6 , e depois o maior commum divisor de G e 15, que é
5, o concluímos, que 5 é o maior commum divisor dos tres 
numeros dados. De lado todo divisor commum de 48, 18 e 
1 5 devendo dividir 48 e 18, divide necessariamente G, (1. O b 
servação 2 .*) e como tambem divido 1 o segue se que divide
6 e 13, mas G sendo factor commum á hS e 18, todo divisor 
commum de 6 e 15 divide tambem 48, 18 e 15. O maior 
commum divisor de 48, 18 e 15 é pois o mesmo que ode  6  
e 15. Assim o maior comniu i divisor de tres numeros, é o 
mesmo que o de um destes tres numeros, e 0 maior commum 
divisor dos dous outros.

Todo divisor de tres numeros divide tambem o 3° nume
ro, e o commum divisor dos dous outros, e o maior com-
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mum «livisor dos dous outros e do 3." numero, é o íuaior 
commum divisor dos tres numeros.Islo 6 ,todos os divisores d« 
48, 18 a 15 dividem 6 , 15,e dividem o maior commum divisor 
de (í e 15 que é o  maior commum divisor de 48, 18 o 15.

Todo divisor commum de tres numeros, divide pois o 
maior commum divisor dcsles numeros.

0  que temos dito de 3 numeros se pode di/er de -4, 5, e le. 
Para achar o maior commum divisor de muitos numeros, bas
ta procurar o maior rominum divisor succcssivamente do 1 .° « 
do 2 .® numero, do maior commum divisor dos dous primei
ros, c do 3 0 numero, do maior commum divisor dos tres pri
meiros numeros e do 4.°, e assim por diante alè o ultimo nu
mero. O maior commum divisor aebado na ultima oparaçüo é 
o maior commum divisor de iodos os numeros dados.

Exemplo 1 Procura-se o maior coinmum divisor ent re  
1008, 986 e 330 Resposta. . . 1 8

Exemplo 2 .u Qual è o maior commum divisor entre 524 , 
612 o 1032? " Hesposta. . . .  22

Exemplo 3.° Qual è o maior commum divisor de 15, 18, 
2 1 ,2 4  e 27. ISesposta. . . , 3

Observação I .a Todo numero, que divide o produeto de 
dous numeros, se è primo com um dos factores divide ne
cessariamente o outro factor. Supponba-se pjuc o numero (i 
divide o produeto 3 5 x 1 2 = 4 1 0 , e que é primo para com 
5 5 , enlão deverá 6  dividir o outro iaclor 12. E de facto, 
pois que 3o e 6  são primos enlre si, segue-se que se ap- 
plicarmos à estes numeros o processo para achar o maior 
commum divisor, devemos chegar depois de um certo nu
mero dc divisões à um reslo igual á 1. Em lugar de fazer o 
calculo com 3o e 0 faça-se a mesma operação com 3 5 x 1 2  c 6x  
12 n’esta nova operação, para achar o maior commum divi
sor de 3,f»X 12 e 6 x  12, devemos achar de reslo final 
1 x 1 2  (95 i.°ohserv. 5 :') isto è, 12. O raíodoo numero, que 
divide dous outros numeros divide o seu maior commum di
visor (93.  1 .o Obs 2 . a); <3divide 3 o X l 2  por bypothese,  e 
evidentemente 0 x 12 , logo divide o resto 12 .

Observação 2." Todo o numero primo, que divido ex- 
aclamenle um produeto, deve dividir um dos seus factores. 
Seja o produeto 1 8 x 3 5 , e supponha-se, que 7 um numero 
primo, é divisor deste produclo, segue-se que é^neccssa- 
riamente divisor de um dos dous factores 18 ou 55. Se 7 
não divide, por exemplo 18, segue-se que é primo rela-
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tivamsnte á este numero, e então deverá dividir o outro fac
tor (observ. 1 .“).

O mesmo se pode dizer de muitos factores, isto é, se um 
numero for divisor de um produeto, deverá dividir necessa- 
íiamente um dos seus (adores. Supponha-se que o numero 
5 divide o produeto 15X12X8 , deverá dividir um dos fac
tores la ,  12 , ou 8 , porque podemos considerar este produe
to conw composto de dous laetores 8 o 15X12. Se 5  não 
divide & deve dividir 15X12, e então como 5  divide 15X12  
deve dividir um dos dous factores 13 ou 12 , e se nao divide 
12 , devera dividir 15.

Observação 3 .a [odo o numero primo, que divide uma 
potência qualquer de um numero, deve dividir o numero. Por 
exemplo: se um numero primo divide a 2 .a potência de 9 , 
isto e, JAJ__.81, deve. dividir o numero 9 , isto é evidente; 
porque 8 1 —JX9, e um produeto composto de dous faclo- 
res iguaes, o para que o produeto seja divisivel por um nu
mero, este deve dividir um dos laetores, e por tanto para que 
õ divida 81, é preciso que divida um de seus dous factores, 
ou antes ambos porque são iguaes.

Observação 4 . a Todo numero, que è primo com os fac
tores de um produeto o é tambem com o produeto. 
..01.s..(Iue 11,11 llll|nf ro primo, que divide o produeto devo 

dividir um de seus factores, c por tanto não pode scr primo 
com todos os factores.

Observação 5 .“ Quando um numero é formado pela mul
tiplicação de muitos outros não podo ter outros factores pri
mos , senão os que entram nos numeros íiuc servem de 
toclores ao numero dado. Do facto seja o numero 1920 for
mado pela muft:p ícaçao dos numeros 10X4M>X8, todo nu-
E Z j r r , * "  f V * !  l O X m x » ,  .  nao di.iüc um dos 
factores 8 , ueve dividir o produeto 10X4X6, do mesmo mo
do tcnlo numero primo que divide o produeto 1 0 X 4 X 0  e

cia 10  ou 4 8 (JiVI<I,r °  pruducU> U)A 1 ■ 0 Por conSequen-

im
meros.

Observação G.a Todo numero divisivel por dous ou mais nu- 
•ros pnmos entre si é divisivel pelo produeto destes nu- 
íros.
Seja o numero I SO divisivel pelos numeros 5, 3 , 2 , então 

c divisivel por 5 X d X 2 = 3 0 , De fact. já quo o numero 5  d r.

vido 1 8 0 , seg u e -se  q u e  1 8 0 = ^ X 5 = 3 6 X 5  e  ~  6 u m  n u 

m ero  in te iro , m as p o r  h y p o tb e s e  3 tam b em  d iv id i o  n u m e r o



i 80, logo divide 3 0X 5 , e como é primo com 5 divide õG,
30 30

portanto 5 6 = = -^ x 3 = f2 X 3 ; ‘pois-^ ò um numero inteiro;
logo 1 8 0 = 5 6 x 5 = 1 2 x 5 x 5 ,  é divisivel por 3 x 5  Ora 2  di
vidindo o numero proposto 180, divide o produeto 1 2 x 3 x 5 ,  
e como (' primo com 3 e com 5. o é com 5 x 5 ,  e di
vide por tanto o oulro factor 1 2 ; logo 1 2 = - 3  x 2 = 6X2

. 12 . . 
pois -7 deve ser um numero inteiro, e por tanto conchiimos
que 180 =G X 2X 3X 5, e que 180 é divisivel por 2 X 5 X 5 = 3 0 .  
Este raciocínio applica-se á qualquer outro exmplo sem e
lhante.
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B e c o i i ip o s iç â o  e m  f a d o r c §  |m n io « i d c  
giiiuiero qualquer, c determ inação

de todos os divisores dc una numero.

(94) Para decompor um numero dado em seus factores 
primos, divide-se o numero proposto successivamente por 
cada um dos uumeros primas 2 , 3 , 5 etc, que não excedem 
a sua metade, atè que se obtenha um quociente exacto.

Se nenhuma destas divisões pode scr efTectuada concluímos, 
que 0 numero è primo, e não pode ser decomposto em fac
tores. Sc porem uma destas divisões tem lugar divide-se de 
novo o quociente pelo mesmo numero; se 0 novo quociente é 
exacto, repete-se a mesma operação, até que se chegue á um 
quociente, que não seja mais divisivel por este primeiro nu
mero, c procedé-se onlSo com esto ultimo quociente como 
com o numero primitivo, observando, que o numero não po
derá ser divisivel sensjo por numeros primos superiores aos 
que já foram empregados, como divisores. Continua-se assim 
até chegar á um quociente que seja um numero primo. O 
numero proposto é igual á este ultimo quociente multiplicado 
por todos os numeros primos, que serviram de divisores. 
Seja proposto achar ns factores primos ou simples do nu
mero 1155. liste numero não é divisivel por 2. pois im
par; 6 divisivel porém por 3 porque 1 +  1 + 5 + 0 = 1 3 = 3 X 4 :
fazendo a divisão temos = 3 8 5 ,  e 1155= 585X 5. A
questão agora está reduzida a achar os factores primos de
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585, este numero não ó divisível por 5; mas o ú por 5, pois 
termina á direita por um 5 . e feita a divisão achamosQQC
■— = 7 7  e 3 3 5 = 5 X 7 7 ,  e 1155=3X 3X 77.

Agora temos que decompor 77 em seus faetores primos
7777 não é divisivel por 5, mas ó divisível 7, pois - ^ = 1 1 ,  

e este quociente sendo um numero primo segue-se que,

1155=5X5X7X11

e por conseqüência 5, 5, 7, l í ,  são os faetores primos de 
J 155.

Esta operação escreve-se do modo seguinte:
Seja proposlo decompor cm seus faetores primos o nu

mero 5880. Escreve-sc este numero, e á sua direita se risca 
uma linha vertical

5880 2
2940 2
1470

7 I Ji
y
>)/ .K

245
O
O

49 7
7 i

Ao lado deste numero á direita da linha se escreve o divi
sor, e por baixo do numero o quociente; depois á direita do
1 .° quociente um outro divisor superior ou o mesn e por 
baixo o 2 .° quociente, e assim por diante: achamos que
5 880= 2X  2X 2X5X5X 7 = 2 3  X 3X5X 7.

(9o) Para determinar Iodos os divisores de um numero de
compõe-se primeiro o numero em seus faetores primos ou 
simples; estes divisores, e seus produetos dous á dous, tresá 
tres, quatro á quatro etc., são os divisores do numero dado. 
Seja proposlo achar todos os divisores do numero i 155

1155' 5 
385 5, 15 

77 7, 21, 25, 105
I I  11, 53, 55, 163, 77, 231, 385, 1155. 

Froeura-se primeiro os divisores primos pelo modo acima
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ensinado. Os outros divisores acham-se formando os produc- 
los dous á dous, tres á tres etc. dos numeros 3, 5, 7, i l ,  
para isto, multiplica-se o 2 .° divisor pelo 1 .° e escreve-se o 
produeto 15 ao lado direito de 5; multiplica-se o 3." divisor 
7 por.cada um dos divisores precedentes 3, 5, lo , e escreve- 
se 21, 35, 105, á direita de 7; depois multiplica-se o 4." di
visor 11 pelos divisores precedentes, e os produetos são es- 
criptos á sua direita.

(96) Quando dous uumeros acham-se decompostos em seus 
factores primeiros, è mui facil deduzir o seu maior commum 
divisor. Para isto hasta formar um produeto no qual cada um 
cios factores primeiros d’estes dous numeros entram tantas ve
zes quantas elle se acha n’aquelle dos dous numeros, em que 
entra menos vezes.

Por exemplo, os numeros 90, 120 decompostos em facto
res primeiros são:

9 0 = 2 x 3 x 3 x 5  120=2x3x3x7

O maior commum divisor d’estes numeros é 2 x 3 x 3 = 1 8 .  
Do mesmo modo se deduz o maior commum divisor de tres 
ou mais numeros.

(97) Para determinar o menor numero divisivel por nume
ros dados, decompõe-se os numeros cm seus factores primei
ros, e forma-se depois um produeto no qual cada um d'esles 
factores primeiros entra tantas vezes quantas entra n’aquelle 
dos numeros dados em que entra mais vezes.

Acha-se assim que o menor numero divisivel por 90, 12(5, 
540 é

2 X 2 x 3 x 5 x 3 x  5 x 7 = 3 7 8 0  
Pois 9 0 = 2 x 3 x 3 x 5  

126=2X3X3X7  
540=2 X 2X 3 x  3x3 X5

O menor numero divisivel por 1, 2 , 3, V, 5, 6 , 7, 8 , 9, 
10, é 2520.

(98) Para se decompor um numero em seus factores, pre
cisamos saber quaes são os seus menores divisores ; ora é 
mui facil conhecer os numeros divisíveis por 2, 5 , e 5 ,  mas 
os que são divisíveis por 7, I I , 15, ele. não podem scr co
nhecidos sem que se experimente a divisão, pois os caracU -

1.2
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res de sua divisibilidade por estes numeros são diííiceis de 
verificar, e exige esta verificação cálculos tão laboriosos co
mo a divisão directa.

OBSERVAÇÃO.

(90) Antes de passarmos adiante será bom mostrar aqui 
certas operações, que servem para verificar a exactidão dos 
resultados das quatro operações fundamentaes da arithmeti
ca, chamadas provas , e que são fundadas sobre certas pro
priedades dos numeros.

Q u a n d o  se divide dous numeros, s  o seu produeto por um 
inesmo numero, obtem-se tres restos o produeto dos dous 
primeiros restos deve ser igual ao 3o resto; no caso de ser 
menor, que o numero , que se tomou por divisor commum; 
c se é maior diminuido du maior múltiplo do divisor, que 
contem, deve deixar um reslo igual ao resto do produeto dos 
dous numeros, dividido pelo divisor commum.

Consideremos os numeros 51, 6 o, e 31X 05= 2015 , e seja 
o divisor commum 9. Os restos da divisão d’esles numeros 
por 9 , são 4, 2, 8 , ora 2 x 4 = 8  , resto do produeto de 
=51 X 05 dividido por 9. Dc facto

31 é = a  um múltiplo de 9 mais 4.
65 è = á  um múltiplo dc 0 mais 2.

O produeto de 3 1x65  é composto de á produetos par
ciaes, provenientes da multiplicação das duas partes de 31 
pelas duas partes de 65; isto é. composto do produeto dos 
dous múltiplos de 9 ,  que entram nos dous numeros, do 
produeto do múltiplo de 9 , que entra em 65 multiplicado 
por A , do produeto de 2 multiplicado pelo múltiplo de 9, 
que entra em 51, e do produeto 2 x 4 .  Per conseqüência o 
produclo total de 31x65 é um mulliplo de 9 mais 4X2. O 
resto da divisão de 3 1 x 6 5 = 2 0 1 5 , deve ser pois AX2, pro
dueto dos restos das divisões de õt e 65 por 9.

(100) Esüupropriedade dos numeros nos conduz à um mo
do facil de tirar a prova da multiplicação, e da divisão, áque 
se dá o nome de provas por noves, e por 11 , porque são es
tes os numeros, empregados como divisores communs, por 
êr mui faril achar os restos da divisão de um numero qual

quer por um d’estes dous numeros.
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Na prova por 9, procuram-se os restos das ilmsèe*; do mul- 
íiplicando, do multiplicador, c do produeto por 9: o produe
to dos restos do multiplicando, o do multiplicador, diminuí
do do maior múltiplo de 9 , que possa conter ' é igual a» 
resto do produeto da multiplicação, que so quer verificar.

A prova por 1 1 se faz do mesmo modo. Seja proposto 
verificar se com efleito 472878 é o produeto da multiplica
ção de 507 por 8 3 V.

1." Prova, por 9. Devemos procurar os restos das divisões 
d’eslcs tres numeros por 9, e depois multiplicar os restos do 
567 e 831 um pelo outro; o rcsul/:ido «dividido por 9, deve 
dar um resto igual ao reslo de 472878 dividido por 9 . Os 
restosd’cstes Ires numeros divididos por 9, são 0 ,0 ,0 , o que 
se acha sommando os seus algarismos. e supprimindo os 9: 
ora 6 x 0 = 0 , reslo do produeto , logo a multiplicação 4 cer- 
recta.

2 .:' Prova por 11. Procuram-se os restos das divisões de 
567 , 854 , e 472878 por 11, que são 0, 9, 10, (90, 5o) , 
depois multiplicando 6  por 9 , devemos ter por produeto um 
numero igual a 10 , ou que dividido por ! I dè um resto igual
ú 1 0 , de facto 6 x 9 = 5 ^ ,  e ^ = í x M  +  10 , assim por esta
prova tambem achamos, que não houve erro na multiplica
ção.

O resto da divisão de um numero por 9 não muda, quan
do este numero augmenta ou diminue de um mulliplo de 9; 
por tanto se o elTeito produzido pelo erro da operação, è tal 
que o resultado de uma multiplicação é maior ou menor do 
que devia ser, de um múltiplo de 9 , a prova por 9 não pode 
fazer descobri-lo. Por exemplo supponha-se, que querendo 
multiplicar 47 por 12, achamos por erro 582; a prova por 
9 não indica o erro, pois os reslos dos factores são 2 e do 
produeto 0, e 2 x 3 = 0 .  Entretanto a operação está errada, 
porque 4 7 X t 2 = 5 6 l .  A diíTerença entre este resultado eo pri
meiro é 582 — 5 0 5 = 1 8 = 9 x 2 .

Por uma rasão semelhante a prova por 11 tambem falha, 
quando o erro é igual á um múltiplo <ie 11 .

Quando as pr#vas por 9 , e por 1 1 estão de accordo, e nâo 
indicam erro, 6 muito provável, qu>' o resultado obtido é 
exacto, pois so existisse um erro, pora não ser apercebido 
seria preciso, que fosse igual á um múltiplo de 9X > I = 9,;í- 
As provas não servem senão para augmentar a probabilidade 
■Ia exactidão dos resultados, sem poderem produzir uma cer-

j
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teza absoluta; porque em toilo caso, pode-se sempre sup- 
por, que é possivel, que fazendo a operação para tirar a prova 
de uma operação já realisada se commettain erros, que neu- 
tralisem os que se acham já no resultado, e assim ficarão es
tes desapercebidos; mas é evidente, que não é muito prová
vel que fazendo duas operações dilTerentes, pnra chegar ao 
mesmo resultado se façam erros iguaes e oppostos de modo á 
neutralisarcm constantemente uns aos outros.

As mesmas operações pelas quaes podemos tirar as provas 
de 9 c de 11 de uma multiplicação, servem para tirar as pro
vas de uma divisão. O dividendo diminuido do resto da divi
são, quando o ha, deve ser igual ao produeto do divisor mul
tiplicado pelo quociente , deste modo considerando o divi
dendo assim preparado, como produeto, e o divisor e quo- 
ciente, como lactores deste produeto, podemos fazer uso das 
operações acima para verificar a exaclidíío do quociente.

(101) Também se podo empregar a prova por 9 para veri
ficar a exactidão de uma addição, ou de uma subtracção. Seja 
por exemplo á verificar a somma seguinte:

090." (0
18a4
9.’i3  

7327 
2Õ057 (6

Tirain-se os !) de todas as addições ronseéutivamente, co
mo se formassem um só numero, e assenta-se o resto; faz-se o 
mesmo com a somma. Se o resto não for o mesmo, de am
bas as partes, é prova infallivel, que a conta está errada; pois 
não 6 possivel, que a somma seja igual ás addições, quando 
dividindo ambas estas quantidades iguaes pela mesma quanti
dade 9 os restos não são iguaes.

Se porém estes restos são iguaes, não é certo, que a conta 
está exacta, mas muito provável, porque pode ser que a conta 
tenha um erro igual á 0 , ou á um múltiplo de 9. Procede-se 
do modo seguinte para tirar a prova de 9 da addiçâo acima. 
Sommam-se os algarismos de todas as parcellas, despresando 
os 9, e diminuindo as sominas parciaes de 9, todas as vezes, 
que são maiores que este numero: assim G -j-õ= 9 , tirando-se
9 fica 0; então 0 + 7 - 1 - 8 = 1 0  , 15— 9 = G , G + 5 = l l ,
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5 -1 -7 = 1 2 , 12—0 = 3 ,  5 + 3 = 0 ,  0 + 2 = 8 ,  8 + 7 = 1 5 ,  
15—9 = 0 .  Agora fazendo o mesmo na somma achamos: 
2 + 3 = 5 ,  5 + 5 = 8 ,  8 + 7 = 1 5 ,  15— 9 = 6 .

Para tirar a prova por 9 da diminuição de dous numeros, 
proeura sa o resto da divisão por 9 do subtrahido, e dos dous 
outros numeros juntos, estes dous restos devem ser iguaes.

Seja proposto verificar a subtracção seguinte

20064  3 
17187]

O resto do numero 2006 i  deve ser o mesmo que o dos 
numeros 17489+2575; pois o primeiro não é senão a somma 
destes últimos. Procede-se assim: 2 + 6 = 8 ,  8 + 4 = 1 2 ,
1 2 —9 = 3  , resto 5; 1 + 7 = 8 ,  8 + 4 = 1 2 ,  12—9 = 3 ,  
3 + 8 = 1 1 ,  l t — 9 = 2 ,  2 + 2 = 4 ,  4 + 5 = 9 ,  9 — 9 = 0 ,  
7 + 5 = 1 2 ,  12— 9 = 3  resto 3.

CAPITULO IV.

filas (iiin tro  o jjrru voes a r ith m e t ic a s  so -  
etá*c eaiasssers>s Bsegativos.

(102) .lá dissemos (n.° 80) que a subtracção dá origem á 
uma especie particular de quantidades chamadas negativas. 
Estas quantidades resultam da generalisação da ideia de sub
tracção, quando consideramos,que a subtracção dc um numero 
qualquer de um outro numero qualquer, deve sempre dar por 
resultado um 3o numero; quando o numero, que tem de ser 
tirado de outro, 6 o maior dos dous, não podemos achar por 
diíTerença senão um numero negativo. Por exemplo, seja pro
posto tirar 9 de 5; a differença entre estes dous numeros 6 i ;  
assim depois dc termostiradode 5, cinco unidades, ainda temos 
de tirar mais 4 , o que não se pode fazer; mas podemos exprimir 
esta subtracção á fazer por meio da expressão— 4, que indica 
um numero negativo; e assim dizemos 5 —9 = — 4. As quanti
dades negativas são de muita importancia nas partes mais 
elevadas da sciencia mathematica; na algebra daremos uma 
ideia mais completa destas quantidades.

O modo porque so representam os bens de um homem pode
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servir para nos dar uma ideia gera), do que se pnlende j»or 
quantidades negativas n’uin sentido concreto. Exprime-se ge
ralmente por numeros positivos e precedidos do signal - f  o 
que um homem possue, e as suas dividas são representadas 
por numero.s negativos e precedidos de — . Assim, quando 
dizemos, que um homem possue 5 0 0  contos de réis, mas que 
deve GO contos de réis, istosignifica, que possue 5 0 0 —00=24-0  
contos. Assim podemos considerar os numeros negativos como 
representando dividas, eos positivos como representando bons 
eflectivos; e podemos neste sentido dizer, que as quantidades 
negativas s3o menores, que nada, porque quando u;n homem 
nada possue e deve í>0 contos de réis. dizemos com muita 
exactidüo, que possue menos do que nada, porque se alguem 
lhe desse 50 contos de réis, esse homem ficaria na realidade 
mais rico, do que era, entre tanto ficaria possuindo—O— 
apezar de possuir mais 50 contos do que dantes Assim pois 
os numeros positivos sSo maiores do que nada. e os negati
vos s3o menores do que nada. Os numeros positivos são for
mados, ajuntando-se à zero uma unidade, depois mais uma 
unidade etc. e assim por diante até o infinito, o que dá ori
gem á serie dos numeros naturaes 1, 2, 5, 4, 5, 6 , 7, 8 , 
9, 10, etc. Se em vez de continuar assim esta serie por ad
dições successivas da unidade, a continuássemos no sentido 
contrario por meio de subtracçôes successivas da unidade, le- 
riamos a seguinte serie de numeros negativos; 0 .— 1 , - 2 ,—  
5 ,— 4 ,— 5 ,— G,— 7,— 8 ,— 9, — 10 etc. até o infinito; assim 
como— ! é menos que 0 , devemos considerar— 2 , menor que
1 ,— 8 , menor que— 0 etc.

(105) Depois destas ideias geraes sobre as quantidades ne
gativas, podemos passar a mostrar como se fazem sobre estas 
quantidades negativas, as quatro operações fundamentaes da 
Arithmetica.

(104) A ddição . Para addicionar numeros positivos e ne
gativos, é preciso generalisar o sentido, que temos dado até a
gora à addição, pois os signaes - f  e— antes dos numeros, indi- 
çâo realmente addições, ou subtrações parciaes. Consideremos 
pois a addição de muitos numeros positivos e negativos, como 
tendo por fim achar um só numero positivo ou negativo, que 
exprima o resultado das addições e das subtracções parciaes in
dicadas polos signaes-j-,e— ,queaffectam os numeros emprega- 
dos.e este resultado será chamado a sommados numeros propos- 
os, porque de facto nSoé senão a reunião em um só todo de to-
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das as quantidades dadas, umas positivas e outras negativas: 
dous casos se apresentão; ou todos os numeros, que temos dc 
addicionar tem o mesmo signal -j-oii — ; ou os numeros, que 
queremos addicionar, são affectados de differentes signaes^isto 
é, uns são positivos, e outros negativos.

1.° Todos os numeros positivos, ou todos negativos; á res
peito da addição de numeros todos positivos nada temos á di
zer aqui; já no capitulo tractamos amplamente desta ma
téria. Para obter a sórfimi dc muitos numeros todos negati
vos, ajuntam-se estes numeros pelo methodo da addição or- 
dinaria, fazendo abstracção dos signaes, e affecta-se a somma 
do signal— . Por exemplo, seja proposto achar a somma dos 
numeros—5 ,— 7 ,— 3; procuramos a somma de 5 + 7 + 3 = l  5, 
e affcctamos 15 do signal—, e assim achamos, que a s>o;u'ma 
destes n um eros=— 15. O que indicam os numeros—5 ,—7, 
— 5, è que devemos tirar de umaggregado qualquer, 5, de
pois mais 7, e depois ainda mais 3 , o que vem a ser o mes
mo, que tirar deste aggregado logo 15.

2.° Numeros uns positivos, outros negativos. Para obter a 
somma do dous numeros, um positivo e outro nvgativo, pro
cura-se a diíTerença entro estes dous numeros, e alTecta-se esta 
diíTerença do signal do maior dos dons numeros. Par exemplo 
seja proposto achar a sommi de + 9  e — »; procura-se a diffe-

» rença 9— 5 = í ,  c escreve-se o resultado + i ,  porque 9 >  5. 
O objecto desta operação è ajuntar a um aggregado qualquer
9, e depois tirar deste todo 5-, isto è o mesmo, que ajuntar ao 
aggregado logo de uma vez-4. Se pelo contrario os numeros 
dados fossem + 5 ,— 8 , teriamos de ajuntar ao aggregado qual
quer 5, e depois tirar do todo 8 , isto é o mesmo que tirar lo 
go do aggregado 5; assim 5 —8 = —5, como 9 —5 = V . Nes
tes dous casos a somma é verdadeiramente uma differença, e a 
addição é uma subtracção,

Para achar a somma de muitas quantidades positivas e ne
gativas, calcula-se separadamente a somma de todos os nu
meros positivos, depois de todos os numeros negativos, c ti
ra-se a menor destas sommas da maior; o resto affectado do 
signal da maior somma, é o resultddo ou a somma dos nume
ros dados.

Por exemplo seja proposto achar a somma dos numeros 
4 -9  — 5 + 8 — 5; leremos 9 + 8 = 1 7 ,  e 5 + 5 = 8 ,  então a
chamos 17— 8 = 9 ;  e como 17 è positivo e 8  è negativo, 9 é 
positivo; de facto o que queriamos fazer por esta somma era
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ajuntar á um aggregado 0, depois do todo tirar 3, depois 
ajuntar 8, c finalmente tirar 5; ora tudo isto vem a ser o mes
mo que ajuntar de uma sò vez 9 ;  a somma dos números 
acirrçp pois é + 9 .  Seja proposto achar a somma dos números 
— 8 + 5 + 3 —9 —4; lazemos as duas sommas parciaes 5 4 - 3 =
8, e 8 + 9 + 4 = 2 1 ;  tiramos a differença, 21— 8 = 1 3 ,  e af- 
fectamos 13 do signal— , porque a somma maior 21 é nega
tiva. Quando temos uma expressão composta de uma serie de 
números, ligados entre si pelos signaes -(- e — , fazendo suc- 
cessivamente as operações parciaes, indicadas por estes sig
naes, dc um termo á outro, achamos sempre no fim um nu
mero positivo ou negativo, que representa o resultado final 
das operações parciaes; esta operação chama-se reduzir a ex
pressão proposta à sua forma a mais simples. Por exemplo 
2 —3 + 8 — 5 + 2 ,  pode^ser reduzido !i sua mais simples ex
pressão , assim , de 2  tiramos 3, e temos— 1, de 8 tiramos l 
e temos 7 ; do 7 tiramos 5 c temos 2, á 2 ajuntainos 2 e te
mos 4, este numero é a mais simples expressão dc 2 — 3 + 8  
—5 + 2 = 4 .

Assim pois, ajuntar um numero negativo a um numero 
positivo, é o mesmo que fazer u nu  suhtracção; isto <’*, dimi
nuir o numero positivo dc um certo numero; de facto, a jun
tar aos bens de um homem uma divida é o mesmo, que dimi
nuir estes bens do valor da divida.

(105) ScirriucçÃo. Esta operação deve ser considerada, 
como tendo por fim, conhecendo a somma de dous números, 
e um destes números, achar o outro Para achar o resto de 
uma subtraeçao basta escrever o numero, que se quer subtra- 
hir, adiante do numero, do qual se quer subtrahir, com o 
signal mudado, para o opposto; o resultado reduzido á mais 
simples expressão ú o reslo procurado. Seja proposto sub
trahir 5 de 7, o que queremos é achar um numero, que ad- 
dicionado á 5, forme um numero igual á 7. Este numero é
7— 5 = 2 ;  porque 7 —5 + 5 = 7 ;  o que se fez para achar este 
numero foi pôr 5 affectado do signal —  adiante de 7 , c re
duzir a expressão a sua mais simples forma 2. Seja agora 
proposto subtrahir—5 dc—7; tracta-se dc achar um numero, 
que addicionado à—5, forme um numero igual a— 7; parn 
isto escrcvc-ve+5 adiante de— 7, c reduz-se a expressão a 
sua mais simples forma, — 7 + 5 = — 2, porque—7 + 5 — 5 =  
— 7. Ou por oufra— 7 = —7 + 5 —5; tirando deste todo— 3, 
ficam—7 + 5 = — 2.
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Seja proposlo subtrahir— 5 d e + 7 :  aqui o <|ue queremos 
é achar um numero, que addicionado á — 3 dô um resultaito 
igual á + 7 ;  este numero é 7 4 - 5 = 1 - ,  porque 7 + 5 — 3=7,- 
tirando-se —5, (icam 7 + 5  — 12. Seja ainda proposlo tirar
5 de—7; teinos quo achar um numero, que addicionado 
a o ,  dò um numero igual a —7; esta numero e —7,—5, 
porque—7— 5 + 5 = — 7, tirando + 5  íicam— 7— 5 = — 12.

Assim pois nos casos ern que suhtrahiinos números de sig- 
naes contrários um do oulro, a dtflerença è a soinma dos dous 
números, aíTectada com o signal do numero subtrahido. De 
facto tirar dos bens de um bomem uma divida, é o mesmo, 
que augmentar estes bens de lirn valor, igual a divida; tirar 
dos bens de um homem uma porção de seus bens, é o mesmo 
que augmentar suas dividas de uma quantidade igual á que su 
tirou de seus bens.

(106) m u l t ip l ic a ç ã o . A multiplicação tem por fim formar 
um numero, que seja composto com um numero dado, do 
mesmo modo, que um outro numero dado é composto com a 
unidade.

1." Multiplicador positivo. Quando o multiplicador è positi
vo, o produeto tem o mesmo signal, que o multiplicando, 
isto é, positivo ou negativo, conforme o multiplicando é po
sitivo ou negativo. Neste caso o multiplicador sendo composto 
da addição de um certo numero de unidades, o produeto de
verá ser composto da addição do mesmo numero de vezes o 
multiplicando, ora a addição de muitos números affectados 
do mesmo signal, dà uma somma affectada do mesmo signal; 
logo o produeto è positivo ou negativo, conforme o multi
plicando é positivo ou negativo. Seja proposto achar o pro
dueto de + 2  multiplicado por + 5 ,  temos + 2 x + 5 = - } - 1 0 ;  
e de facto o multiplicador 5, ó um numero composto da ad
dição de 5 unidades; o produeto devera ser um numero com
posto da addição de c nco nu^eros iguaes á + 2 ,  isto é, 
+  10. Seja proposto multiplicar—2, por + 5 ;  tambem racio
cinando do mesmo modo temos—2 x  + 5 = — 10; pois o pro
dueto deve ser um numero composto pela addição de 3 n ú 
meros iguaes a — 2, o que é igual a — 10.

2.° Multiplicador negativo. Quando o multiplicador é um 
numero negativo o produeto tem o signal contrario ao do multi
plicando; è positivo se o multiplicando è negativo; negativo 
se o inultiplicande é positivo. O multiplicador negativo sendo 
composto da subtracção dc muitas unidades, o produeto dev«

Í3
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ser compo3to da sublracção de um igual numero de vezes o 
íftultiplicando, o que vem a ser o mesmo que a somma destas 
mesmas vezes o multiplicando com o signal mudado; pois 
para subtrabir um numero basta mudar-lhe o signal; assim 
0 produclo deverá sempre ter um signal contrario ao do 
multiplicando. Seja proposto multiplicar 4*2 por— 6; temos 
pois de formar um numero pela sublracção de 5 vezes 4*2; 
isto é, este numero deverá ser composto da addição de 5 ve
zes—2 = —10. Seja proposto multiplicar—2 por— 5, temos 
fie formar um numero por meio da subtracçâo de— 2, 5 ve
zes, isto é, pela addição de 5 vezes 4 - 2 = 1 0 .

Assim pois o produclo de dous numeros é positivo, quando 
ambos são positivos, ou ambos negativos; e o produclo é nega
tivo quando os numeros são um positivo e outro negalivo;+
3 * 4 - 5 = 9  5 x  - 3 = 9 , + 3 x — 3 = - 9 , —3 x + 3 = — 9.

Quanto aos numeros formados pela multiplicação de mui
tos factores negativos, estes são positivos ou negativos, con
forme o numero de factores 6 par ou impar;—3 x —2x— oX 
4 = - f  120;—3X—2X—oX—4X —C = — 720.

(107) D i v i s ã o .— A divisão tem por fim, conhecendo o pro- 
dueto do dous numeros, e um dos factores achar o outro. 
Por esta definição 6 evidente, que o q u o c ie n te -de dous nu 
meros positivos é positivo, que o quociente de dous numeros 
negativos é positivo , e que o quociente de dous nume
ros de signaes contrários, é negativo. Por e x e m p lo Í | -—-|-3

pois - f 9 = x õ x - f  5; q u e ^ = - f 5 ; p o r q u e —Ü = - f  3 x — 3.

. . .q u e  —jj—— 3, porque — 9 = - j - 5 X — 3; que finalmente 
-f-9 *•^ 3= — 3, porque+ 9 = — 5 X — 3. O divisor multiplicado 
pelo quociente deve ser sempre igual ao dividendo.

(!08) As quantidades negativas representam quantidades 
que produzem eíTeitos oppostos aos que produzem as positi
vas, mas por isso não deixam de ser quantidades reaes. Sup- 
ponbamos, que nina pessoa é credora de uma outra da quan
tia dc 100 mil reis; éesta uma quantia real, que tem de re
ceber; mas se ao mesmo tempo deve a uma outra pessoa 100 
mil reis, esta é outra quantia real, que tem de pagar. As 
duas dividas reunidas porém formam para este homem um ca
pital nullo, pois desta reunião resulta, que nada tem a rece
ber, nem à pagar. Este zero porém é um nada proporcional, 
pois resulta da opposição das duas quantidades. E ’ para in-
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dicar esta opposição real entro duas quantidades, que os ma- 
thematicos fazem uso dos signacs +  e ~ .  Como uma oppo
sição desta especie ò reciproca, vò-se, que uma destroe a ou
tra inteiramento ou parcialmente, sem que por isso as quan
tidades precedidas de +  sejam mais reaes do que as ptece- 
didas de —  . Supponliamos um navio navegando de Civeí- 
pool para Philadelphia, e sejam representados com o signal 
+  todos os espaços, que anda para o Occidente, e pelo sig
nal —  os que anda para o Oriente em sentido contrario á 
sua destinação,e que em 7 dias faz o caminho seguinte: (os nú
meros indicando milhas,) + 1 2 + 7 — 3—5 + 8 = 1 9  milhas. 
As quantidades marcadas — não são negativas, senão como 
oppostas cm direcção ás que são marcadas +  quando tem dc 
serem reunidas cm um só aggregado,

c a p i t u l o  v .

DAS FRACÇÕES.

§ C °

N o ç õ e s  g e s * a e s .

(109) O numero é a relação de duas quantidades da mesma 
especift, e servo para dar a medida de uma d estas quantidades 
em relação á outra, considerada como termo de comparação, e a 
qual se dá então o nome dc unidade. Os números poJcm variar 
ao infinito, ao passo que as quantidades comparadas variam, e 
sc consideramos como constante a unidade, e que a quantidade 
á medir cresça de um modo continuo,de zero até o infini to,sua 
relação com a unidade deverá semelhantemente crescer de um 
modo continuo, e todos os números poderão assim ser engen
drados. Entre estas relações as mais notáveis são aqucllas, que 
tem lugar, quando a quantidade variavel se compõe exactamen- 
te de varias partes iguaes á unidade; n’este caso os números 
chaniam-se inteiros, o mais pequeno é o que representa a igual
dade da quantidade com a unidade.

(110) Quando a quantidade, que sequer comparar com a 
unidade é menor, que esta unidade, os números, que represen
tam esta comparação tomam o nome de fraeções. .V ideia de nú
meros inteiros refere-se pois immedialamente a de igualdade, 
que é a mais simples de todas as relações. Para relerir as frac-
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çôes aos números inteiros concebo-se a unidade, e a quantida» 
de á medir, como decompostas em partes do mesmo tamanho, 
ç os doiis números inteiros, que rosnltam d’esta comparação, 
são compostos um cm relação ao outro, do mesmo modo, que 
as duas quantidades correspondentes, e a relação entre elies é 
por conscquencia a mesma. Exprimem-se pois as fracções por 
meio dedous números, dos quaes um indica em quantas par
tes iguaes a unidade foi dividida, o o outro, quantas d estas 
partes entram ou são contidas na quantidade, que se quer m e
dir. Pode porem acontecer, que esta ultima não tenha uma 
medida comaium com a unidade; isto é, qne não exista quan
tidade, por menor que seja, que possa ser contida execlamen- 
te n’ella, t na unidade; e è o q u e  acontece em muitos casos. 
T\"’estes casos, a relação entre os números inteiros não dá senão 
uma approximação, que pode porem ser tão grande, quanto se 
queira, pois dividindo a unidade em partes de mais à mais pe
quenas, o referindo asá quantidade, que sequer medir, o res-

* to pode ser sempre menor, qne uma d’estas partes, e poderá 
por tanlo s r menor, que todo tamanho dado qualquer; a r e 
lação, que se obtem assim despresando este resto, poderá pois 
se aproximar tanto quanto se queira da verdadeira. Supponlia- 
mos, que queremos determinar uma distancia tomando por u- 
nidade o palmo: o modo de conseguirmos isto, ó applicar o 
palmo sobre a distancia principiando por uma extremidade, u- 
ma, duas , tres &o. vezes, afè chegar à outra extremidade; 
ora aqui apresenta-se dous casos;talvez se ache, que o palmo è 
contido um certo numero de vezes nesta distancia, 20, por 
exemplo, e então dizemos, que a distancia é de 20 palmos; tal
vez porem, o palmo não seapplique um num iro certo de vezes 
sobre esta distancia, que depois do o termos applicado um cer- 
lo numero de vezes, fiqus ainda por reste un.i distancia me
nor que o palmo, por exemplo, talvez se ache. que a distancia, 
que queremos medir contem 16 palmos, e que lica um reslo, 
uma distancia, que não chega á um palmo; n'este caso para se 
determinar a distancia è preciso ajuntar aos 16 palmos uma frac- 
çào de palmos, para avaliar este resto, esta fracção, c poder 
compar?-la com a unidade , devemos conceber a unidade , 
isto 6 , o palmo , dividido em duas partes iguaes, sc o 
resto for igual a uma d’estas duas partes, dizemos, que a dis- 
tanc a é de 10 palmos e meio; se o resto é ina:orou menor, que 
a metade do palmo, devemos dividir a unidade, em vez de em 
duas partes iguaes, em tres,  quatro etc. partes iguaes, 
e ver se uma ou mais destis partes podem ser contidas
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íím numero cerlo de vezes na distancia restante; dividindo 
a unidade cada vez em uni maior numero de partos, che
gamos formosamente a determinar este resto em uni nume
ro corto de partes dc palmo, ou em um numero tão apro
ximado quanto se queira.

(111) A nomenclatura das fracções 6 bnseada sobro a m a
neira de as conceber que acabamos de mostrar. A fracção, 
que resulta da divisão da unidade em duas partes iguaes .cha
ma-se uma metade; em tres partes iguaes um terço; em A par
les iguaes um quarto; em 5 um quinto; em 6 um sexto; em
7 um septimo; em 8 um oitavo; daqui por diante convencio
nou-se applicar-se aos mais números a terminação avos; assim 
a unidade dividida em 9 partes iguaes dá origem a fracção, 
que chamamos 9 avos, e que representa a nona parte da uni
dade; se a unidade é dividida em 11, 1:2, 15, etc. partes cha
mamos estas partes onze avos, dozo avos, treze avos etc. Ex- 
ceptuam-se os casos em que a unidade se divide em 10 ,100 . 
etc. partes iguaes, que se chamão décimos, ceniesimos ctc4| 
Para exprimir uma fracção são precisos dous números; 1 .°, 
um que indique em quantas partes iguaes a unidade funda
mental é dividida, 2.° um que indique quantas destas partes 
iguaes da unidade contem a fracção.

Estes dous n ú m ero s  escrevem-se um por cima do outro se
parados por uma linha horizontal: assim 5 quartos escreve-se
3 , 4  

- y  -* quartos —  cte.

O numero, que indica em quantas partes se dividio a uni
dade chama-se denominador, e escreve-se por baixo.

O numero que serve para mostrar quantas destas partes 
contem a fracção, chama-se numerador, c escreve-se por cana.

O denominador serve para mostrar a especie da fracção e 
todas as que lem o mesmo denominador são da mesma espe
cie, pois referem-se á mesma unidade, que é uma parte de
terminada da unidade fundamental.

O numerador serve para mostrar o valor da fracção, indi
cando quantas unidades contém, e para poder se comparar 
uma fracção com uma outra da mesma especie, ou de mesmo
denominador. Na fracção g- , 6 é 0 numerador, 8 o denomi -
nador, 8 indica em quantas partes se dividio a unidade, 6 que
se tomarão 6 destas partes: a fracção 2-indica,que se tomaram

6 5
5 parte* iguaes á ama oitava parte da unidade, C g sa0
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fracções da mesma cspecie, uma contendo G, e a outra 5 
unidades, cada uma destas unidades sendo igual á oitava par
te da unidade fundamental. Quando os denominadores «5o
diíTerentes, as fracções são de especies diíferentes, como ,j o
Y pois a primeira contém 5 unidades iguaes á nona parte da
unidade fundamental; e a segunda 4 unidades iguaes á septi- 
ma parte da unidade fundamental.

O numerador e o denominador chamão-se tambem os dous 
termos da fracção.

(H 2 )  Tractando da divisáo mostramos, que esta operação 
nem sempre pode ser effectuada exactamente, pois nem sem
pre o divisor 6 contido um certo numero de vezes no dividen
do, muitas vezes feita a divisão fica um resto; isto ò, nem to 
dos os números são compostos de um múltiplo de um numero 
qualquer exactamente. Na taboada da multiplicação encontra
mos exemplos do que dizemos aqui; esta taboada não con- 

flfem senão os produetos dos 9 primeiros números, multiplica
dos uns pelos outros dous á dous, e não contem todos os nú
meros comprehendidos entre I e 81, e assim vemos, que mui
tos números existem, que não podem ser divididos por um 
dos 9 primeiros números, mesmo dentro destes limites. O 
methodopara dividir dous nuineros um pelo outro exposto n’es
te compêndio , não serve, em um graude numero de casos-, 
senão para achar o maior múltiplo (|0 divisor contido no di
videndo. Por exemplo, se quisermos dividir 56 por 8 , acha
remos por quociente.7, pois 7 x 8 = 5 6 ,  e a divisão se fará 
exactamente; mas se quisermos dividir 57 por 8 , acharemos 
por quociente o mesmo numero e teremos um resto igual ú 1 ; 
pois 7 X 8 - j - l = 5 7 , e  veremos,que 8 não ècontido exactamente 
um certo numero de vezes em 5 7 ; pois não ó contido 7 vezes 
porque / X 8 = 5 G ,  nem 8 vezes porque 8 x 8 = 6 1  , e destes 
dous produetos um é menor, c outro maior que 57; e assim 
certilicaremo-nos que 57 divididos por 8 tem por quociente 
um numero que fica entre 7, c 8 , pois contem 7 x 8 = 5 6 ,  e 
íica uma unidade de resto; para dividir 57 exactamente em
8 partes seria preciso dividir este resto cm 8 partes; ora 1 di
vidido em 8  partes ô 1 oitavo que é uma fracção que se re
presenta por _  logo 6 preciso ajuntar ao quociente 7 um oi-

1 l
tavo,ou -8' c o quociente exacto de 57 divididos por 8  è 7 § \
O mesmo raciocínio se pode fazer sobre qualquer divisão,
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quo deixe um resto, e nestes casos o quociente se compõe dc 
duas partos, uma formada de unidades inteiras, c outra, que 
não se pode obter senão decompondo as unidades do resto em 
tantas partes quantas unidades contem o divisor, e tomando 
tantas destas parles quantas unidades contem o resto. Assim 
pois a divisão engendra quantidades, quo diíTerem dos nume
ros inteiros formados primitivamente peia addição successiva 
da unidade a si mesma. Ja vimos, que a divisão de 57 por 8  
dà por quociente um numero, que não é nem 7 nem 8 , mas 
que fica entro esles dous numeros maior que 7, e menor que 8 .
O mesmo acontece em muitas outras divisões; por exemplo na 
divisão de 3 por 4. não podemos achar no quociente, senão um 
numero entre 0  e 1 , ou menor que a unidade, e estes novos 
numeros nada são senão fracções. Para podermos formar uma 
idéia exacla do quocienle que se acha dividindo 5 por 4 ó pre
ciso considerar como indicando a 4 .a parte de 5 , mas não 
podemos decompor o em h partes, sem decompor a unidade* 
fundamental, de modo que nos ó necessário suppor esta uni
dade decomposla em unidades menores, ou em partes com
ponentes. Por exemplo suppondo-sc, que a unidade é com
posta de quatro partes iguaes, cada uma deslas partes é um 
quarto da unidade, e como então 5 unidades são equivalentes á
3 vezes qualro quartos, ou á 12 quartos, a divisão de 5 uni
dades por 4, dá o numero fraccionario 3 quartos, porque em
12 quartos h ê contido 3 vezes e por tanto a quarta parte de
12 quartos ò 5 quartos. A divisão de 3 por 2 nos conduz ao 
numero fraccionario trez metades, porque dividindo a uni
dade em duas partos iguaes, 3 unidades contem 6 destas par
tes, e o quociente deste numero dividido por 2 , é 3 metades, 
pois 2 vezes 3 metades fazem 6 metades, ou 3 unidades in
teiras. Todo numero fraccionario maior que a unidade se com - 
põe dc duas partes, das quaes uma è um numero inteiro, e a 
outra um numero fraccionario menor que a unidade. Por
exemplo = = 1* ; Assim toda a lheoria das fracções se reduz
à theoria dos numeros fraccionarios menores que a unidade 
que são propriamente fracções. As fracções pela sua origem 
são sempre numeros menores que a unidade,mas muitas vezes 
os cálculos nos conduzem a numeros maiores, que a unida
de, expressados de uma mesma forma que as iracções, que 
são fracções impróprias, ou expressões fraccionarias. _ 

Assim uma fracção pode scr considerada, ou como indi
cando o quociente da divisão do numerador pelo denominador
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ou como exprimindo que a unidade foi dividida em tontas 
partes iguaes, quantas são as unidades do denominador, e quò 
se tomaram tantas destas partes, quantas são as unidades do 
numerador.

Neste compêndio do agora em diante as fracções serão 
consideradas, debaixo de um destes dous pontos de vista, 
conforme for mais conveniente para a investigação de suas 
propriedades, pois em ambos os casos os resultados são os 
mesmos. E’ por esta rasão, que as fracções são representa
das pelo mesmo signal que a divisão, de modo que |  quer
dizer ao mesmo tempo, cinco sextos, ou o quocieute dc 5 
dividido por G.

(113) Resumindo o que temos dito sobre as fracções:
1 Uma fracção é uma quantidade que representa uma 

parte, ou partes de uma unidade, ou de um todo.
2.° Uma fracção consiste de dous numeros: o numerador 

e o denominador. O denominador mostra cm quautas partes 
se divide a unidade; e o numerador quantas destas partes 
se tomam. Devemos considerar a unidado como divisivel em 
tantas partes quantas se queira.

5.® Uma fracção, cujo denominador ó maior que o nume
rador, é uma fra#ção pTopriamente dita, e representa um nu-

• 1 *2 3mero menor que a unidade, como V s » .
4.o Uma fracção, cujo numerador é igual ao denominador 

é igual á unidade; isto è , | = 1 . g = l , | = 1 . 0  que ó evi
dente, pois tendo se dividido a unidade em um certo num ero  
de partes, toma-se o mesm o numero destas partes, o que 
vem a ser o mesmo quo tomar a unidade inteira; dividir um 
em tres partes, e depois tomar tres destas partes é o mesmo 
que tomar um. Considerando estas fracções como um a divi
são tambem é evidente, que um numero dividido por si mes
mo dá por quociente a unidade; pois todos os numeros são 
contidos em si mesmo uma vez.

5.° Se o numerador é maior quo o denominador a fracção 
è maior que a unidade. Neste caso á unidade é dividida em 
um certo numero de partes, e toma-se um numero maior des
tas partes; por tanto loma-se a unidade, e mais algumas destas
partes; por exemplo -jr é uma quantidado maior que a unida
do, pois esta sendo dividida em G partes tomam-se 7 destas 
partes, o que faz uma unidade, e mais um sexto da unidade;



püis (i sextosé o mesaío q u e l .  Tamhem ú evidente, que 7 
dividido por G dá por quociente 1 u um'reslo, logo o quocien
te 6 maior que a unidade. Às fracções em que o mirnerador ò 
igualou maior que o denominador, chamam-se frações im
próprias, ou numeros fraccionnrios; considerando-se, como 
verdadeiras fiacções as quo representam quantidades monores, 
que a unidade. .

(>." Um numero composto do um numero inteiro o de uma 
IracçSo chama-se numero rnjxío, como 3 j ,  quo quer dizer3 
unidades e um terço da unidade.

7 .” lodo numero inteiro pode tomar a forma fracciona- 
ria dando-se-lhç por denominador a unidade; por exemplo 3
e 0 , podem ser representados por |  e |  ; o que é evidente,
po»s todo numero dividido pela unidade dá por quociente .» 
mesmo numero.

8 . lo d o  numero qualquer pòde ser represcnlado 'por 
uma íiacç<1o, ou antes por um numero fraccionario, e da e s 
pecie, que se queira; pois a unidade, pode ser representada 
por um numero qualquer tendo por denominador o m esm o
numero (H o.,4 ’) como | . c UI„ numero inleiro
qualquer pode ser representado por um numero fraccionario, 
tendo por numerador este numero, e por denominador a uni
dade (113,7°); é pois claro que podemos . dividir a unidade 
em quantas partes quizermos, com tanto que se tome em lu
gar da unidade do numerador um numero de parles iguaes 
as, oiii que se dividio o denominador, isto 6, multiplicando o 
numero pelo mesmo numero, que se toma para denominador.

or exemplo, o numero 5 pode ser representado por um nu
mero fraccionario da especie, que sequeira, como por oitavos,
porque 5 =  ^ , ora dividindo a unidade em 8  partes iguaes, 
cada unidade fica valendo 8  oitavos; assim temos por deno
minador d e— ̂ 8 em vez de 1 . logo sendo o numero 5 uni
dades, -e cada unidade valendo 8  oitavos, sogue-se que o nu-, 
mero deve conter 5  vezes 8 oitavos, logo

9 .  ^C liam a-se fracçSo com posta,ou com plexa,um a fracçfim 
com o-jd e-g; esta expressão signilica, que consideramos ~  
com o um todo, do qual querem os achar os Ires quartos; isto

que, d ividim os-, cm h parles iguaes, e temamos tres destes, 
partes. 14
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(114) Uma fracção varia no mesmo sentido, que seu nu
merador; e em sentido contrario de seu denominador; isto é, 
augmenta quando o numerador augmenta, e quando o de
nominador diminue ; e ptlo contrario , diminúe quando o 
numerador diminue , e quando o denominador augmenta.
Forexempio as fracções £  ij ^  etc. vão em augmento,
cada uma é maior que aquella, que a precede; pois a unidade 
sendo dividida em 9 partes iguaes a primeira fracção 6 for
mada por 3 destas partes, a seguuda por4, a terceira por 5 etc.. 
e como em cada uma se toma um maior numero das mesmas 
partes da unidade, devem formar aggrégados maiores. As 

3 3 3fracções 5 j ,  tambem são fracções, que vão em augmen
to, pois a 1 .a consta de 3 partes cada uma igual á uma nona 
parte da unidade, a 2." de 3 partes, cada uma igual a uma 5 .8 
parte da unidade etc.; ora a o." parte da unidade é evidente
mente uma quantidade maior que a 9 .a parte da unidade, e
por tanto -5 <  |  etc. Do mesmo modo se mostra, que dimi-

. . 3 \nuindo 0 numerador a fracção diminue, -g <  -r ; c que aug-
. « . . .  4 ^

mentando o denominador a fracção diminue
(115) Segue-se do que fica dito no artigo antecedente.
1,° Que ajuntando um numero qualquer ao que represen

ta 0 numerador, ou o denominador de uma fracção, esta se
torna maior, ou menor. Por exemplo seja dada a fracção -jj

ajunlando-se 2  ao numerador temos - j p = ij  e esta fracçSo ú

maior que-|; ajunlando-se 2  ao denominador temos 
5 .  5 

e lt <  9'
2r° Que diminuindo um numero qualquer do que repre

senta o numerador, ou 0 denominador d'uma fracção, faze
mos esta fracção menor ou maior. Por exemplo seja dada ar c _ 2  ^ «>
fracção -2 ; diminuindo 2 do numerador temos - -  =  - ,  c

J J  J  V

<  diminuindo 2  do denominador temos - , e  •£> -5
9 9~*á 7 / »

Assim pois augmenta-sc 0 valor de uma fracção auginentando
o seu mirnerador, ou diminuindo 0 seu denominador. Dimí-
npe-se 0 valor de uma fracção diminuindo o seu numerad#r,
ou augmentando 0 seu denominador.



o .“ Multiplicando por um numero qualquer o numerador, 
ou o denominador de uma fracção, esta torna-se maior ou  
menor. Isto 6 evidente; pois a multiplicação não 6 senão 
a mesma addição.

Por exem plo seja dado 5. ; multiplicando 5  por 5  temos

•Jíü = ■ -, e M u l t i p l i c a n d o  o denominador 9 por 5, te-
9 9 ’ 9 9 ‘ 1

3 3 „ 3 3mos - - r= 7-,,c < ; r .9 X5  4a 4a 9
4." Dividindo por um numero dado o numerador de uma 

fraccão, a fracção lorna-se menor, dividindo o denominador 
torna-se maior. Assim pois podemos augmentar o valor de 
uma fracção multiplicando o seu numerador, ou dividindo o 
seu denominador. Podemos diminuir o valor de uma fracção 
dividindo o seu numerador, ou multiplicando o seu denomi
nador.

§ 2 /

$im|iliíficação «las frneçoes.

(110) Se sem alterar o denominador de uma fracção mul
tiplicamos ou dividimos o seu numerador por um numero, 
a nova fracção serà este numero de vezes maior ou menor, 
que a primeira. Quando multiplicamos o numerador de uma 
fracção por 2 ,5 ,  4, indicamos com isso que tomamos 2 , 5, 4, 
vezes mais partes; e como as partes são do mesmo tamanho a 
nova fracção é 2 , 3, 4 vezes maior, que a primeira. Por
exemplo: seja proposta a fracção ; se multiplicamos o nu

merador 5 por 2, 5, 4 teremos estas fracções são«J Zo Jtò 
. 3 . . . .

2 , 3, 4 vezes maiores que 4-j-.. Pelo contrario dividindo o nn- 
meradorpor 2, 3 , 4 , indicamos que tomamos 2, 3, 4 vezes

r ,í
menos partes, c assim a- sà0 fracções 2, 3, 4 vezes1 ' 2.» 2a 2a

12 ' menores que t- .

(117) Sc sem alterar o numerador multiplicamos ou divi
dimos o denominador de uma fracção por um numero, divi
dimos ou multiplicamos a fracção por este numero. Quando 
multiplicamos o denominador por 2 , 3, 4, indicamos, que a 
unidade foi dividida em 2 , 3, 4 vezes mais partes iguaes, por
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tanto estas partes s3o 2, 3, 4 vezes menores, e como toma
mos sempre o mesmo numero do partes, segue-se, que a frac- 
çâo, que resulia é 2, 5, 4, vezes menor. Pelo contrario, sc 
dividimos o denominador por 2 ,3 ,  4, a unidade Se acha di
vidida em 2 , 5,..4, vezes menos partes iguaes, as novas par- 
te'g sáo pois 2 , 3 , 4 ,  vezes maiores, e como tomamos o mes
mo uumero de parles a nova fracção é 2, 3, 4, vezes maior", 
que a primeira.

(118) Multiplicar o numerador de urna fracção por um 
numero, ou dividir o seu denominador pelo mesmo numero, 
('■ o mesmo; em ambos ós casos multiplicamos a fracção por
esto numero. Seja por 'exemplo a fracção — ; ’ multiplicar o
seu numerador por 4  é o mesmo que dividir o seu denomina
dor por 4, pois por um modo, como por outro a fracção tor-

3 X í  3 ic) o m
na-se 4 vezes maior, logo = ——  isto ò . Dividir’ °  24 24 —4 24 0
o numerador dc uma fracção por um uumero é o mesmo que
multiplicar o seu denominador pdo mesmo numero. Seja
por exemplo a fracção ; dividir 6  por 2 ; é o mesmo, que
multiplicar 8 por 2 ; em ambos os casos obtemos uma fracção 
duas vezes menor, isto è, dividimos a fracção por 2 ; logo 
o-fá fi ' . .  .

8 —  8X2’ ‘S ’ 8 16,
(119) Multiplicando e dividindo ao mesmo tempo o nume

rador e o denominador; de uma fracção pelo mesmo numero 
a fracção fica inalterada, e conserva o mesmo valor, que tinha
antes. Seja por extimplo a fraeçao ^  ; multiplicando o nume-

ái)'
rador por 4, a fracção torna-se 4 vezes maior c será mul
tiplicando o denominador por 4 a fracção torna-se 4 vezes

* 3 • •menor e sera Logo multiplicando tànto o numerador t o 
mo o denominador por 4, segue-se que fazemos a fracção ao
mesmo tempo 4 vezes maior, e 4 vezes menor, e por tanto

3 3X Ínão alteramos o seu valor; isto é, -  .
’ 4 '/X i 28

Do mesmo modo dividindo o numerador da fracção por

4, e o denominador tambem por 4 a fracção fica com o mes
mo valor, pois dividindo o numerador por 4 fazemos a frac
ção 4 vezes ttipnor; dividindo o denominador por 4 a f azemos



4 vezes maior; logo'1 fazendo ambaS as opéraçõefc, á fracção 
, ■ 12 12 4 3

conserva o seu valor primitivo, e 4— f
( 120) Podemos fazer uzo destas propriedades das fracçõés 

paraireduxil-as a mais simples expressão; pois vemos, q u e V  
mesma fracção pode ser expressada de uma infinidade de mo
dos diíTerentes. Ora as fracções, reduzidas á mais sim ples ex 
pressão fazem melhor conhecer o Seu valor; ternos uma ideia,

t 30 • • •
mais clara de-ir do que de ^ ; assim pois è necessário para a
mais facil comparação dosVãlores das fracções, reduzil-as á 
expressão inais simpltíS', e isto se: fáz,' quando a reduzimos a 
ter por numerador , e por denominador numeros primeiros, 
porque então não é mais possivet simplifical-as; pois o m eio  
dó reduzir uma fracçãô á sua mais sim ples expessão ò d e
compor o nurlierador e 0 denominador em factores primeiros, e 
supprimir os que sc acham em ambos os term os,0 que não m u
da o seu valor,porque então dividimos onum arador,e 0 denomi
nador pelo mesmo numero ( 1 1 9 .) P or exem plo, para reduzir a

fracção jjg a sua ,nnis simples expressão podeinos decompor os
uum eros 3 0  e 48  em seus factores primeiros (94) e supprimir
os (pie se acham nos dous termos da fracção; a fracção^

2 X 3 X 5feita esta operação, pode ser representada por— — — — .
“ * A  A  A

e como os factores 2  e 3 acham-se nos dous termos podem
• • - 2 -  5 * . scr supprimidos, c leremos então 4 ^ 2  — ü  cestae a Iracçüo,

^  reduzida à sua mais sim ples expressãó; pois nada se fez

se nâo dividir am bos'os termos por 2 X 3 = 6 ,  0 que não al
tera 0 seu valor. Assim quando percebemos entre o num e
rador e 0 denominador d’uma fracção algum factor commum, 
devem os logo dividir os dous termos da fracção por este 
factor para que seja reduzida á uma expressão mais sim 

ples: assim é uma fracção, na qual p ercebem os, que
• • • . . * 15

os term ossão divisíveis por 2 e podeinos reduzil-a á — ; ecom o  

vem os, que os termos desta ultima fracção são divisíveis por 

©, podemos reduzil-a .

( 12 1 ) O methodo mais abreviado dc reduzir uma fracção
á sua exnressao a mkis siinplès e dividir os dous termos da Irac-
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çüo pelo maior commum divisor destoe dous nunicros. Seja
, • 330 - • • . por exemplo proposlo reduzir u sua mais simples expres

são. Procura-se primeiro o maior commum divisor de 330 e 
462 (93) que ó 06, e depois divide-se os dous termos da frac
ção por este numero; o quedápor resultado i ,  que ó a mais 

330simples expressão de — , pois 5 c 7 são números primeiros.
Se pela operação para achar o maior commum divisor dos 
termos da fracção, achamos á final, que o numerador, e o 
denominador não tem outro divisor commum senão a unida
de, concluímos, que a fracção se aclia já reduzida á mais sim
ples expressão, e que é irreduzivel, (assim se chamam as frac- 
ções, que 1180 podem ser reduzidas á uma forma mais sim
ples,) isto é, que não podem ser representadas exactamente 
por nenhuma fracção equivalente, tendo termos menores.

Os dous termos de uma fracção são irreduziveis, quando 
não tem faetores communs. Duas fraeções irredutíveis, cujos 
termos são diííerenles não podem ter o mesmo valor. A frac-

113 • i •ção -jjjrr é irreduzivel, e não pode ser expressada mais sim
plesmente porque os seus dous termos são números primeiros 
entre si.

Exemplos.
■ JR eduza-se  á sua mais simples expressão.

7 ou

Resposta ~
130 > •2.° Reduza-se a sua mais simples expressão.

Resposta fO

8 5 .9

Iteducçao das fraeções ao mesuio de
nominador.

(122) Para se poder comparar os valores das fraeções, c 
dos números fraccionarios em g e ra l ' é preciso reduzíl-os á 
serem fraeções da mesma especie, isto é, à serem formadas 
pela mesma unidade, para isto c preciso praticar sobre estes 
números certas trjnsformaçõcs. Os números , são inteiros,



fraccionarios , mixtos , e fracções compostas , ou fracções de 
fracções. Todos estes numeros podem ser sommados, subtra- 
hidos, multiplicados, e divididos, uns pelos outros , para se 
poder eflectuar estas operações porém, devem ser comparar 
veis a mesma unidade. _

4.° Reduzir um numero inteiro a um numero Iraccionario 
com um denominador dado.

Multiplica-se o numero pelo denominador , e o produeto 
será o numerador da fracção.

Por exemplo seja proposto reduzir o numero 5 á uma frac-
. • . 3 0  , K .ção, cujo denominador seja G; teremos — ; a rasao e,

5
que 5 pode ser considerado como “  (113 , 7o) e multipli

cando o numerador, e o denominador pelo mesmo numero G
a fracção conserva o mesmo valor (119), logo........

5 ___5 X ® ___30

J r ixo 6
2.° Reduzir um numero mixto a um numero fraccionario. 

Multiplica-se o nuinero inteiro pelo denominador da fracção, 
e á este produeto ajunta-se o seu numerador; esta somma se
rá o numerador da nova fracção, e o denominador será o da 
fracção proposta.

Seja por exemplo proposto reduzir i — a um numero frac

cionario, teremos — = ^ ,  o que é evidente, pois.......
0 0  h 

7— ^  (i.°) ; c se ajuntamos à esta fracção ^ temos
3 5  J _ 35i 5 _ 3 9 .

5  ' 5  5  5

3.° Reduzir uma fracção complexa á uma fracção simples. 
Multiplica-se os numeradores um pelo outro, e este produeto 
será o novo numerador, multiplica-se os denominadores um 
pelo outro , e o produeto será o novo denominador. Seja
proposto reduzir á uma fracção simples y  de teremos 

1 ^ 4 = A rasSo desta regra è clara: tomar dous terços delo D
um numero, è o mesmo quo dividi-lo cm 3 partes, e tomar 2

• C) /J , •
destas partes; assim pois para tomarmos ^ de r- e preciso a

char o terço de ^ e toma-lo duas vezes; ora a torça parte de-»
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Os numeros mixtos devem ser reduzidos á numeros fraecio* 
narios para que possamos applicar-lhe esta regra. Seja pro-

7a 12 72X1-2 suo
4.° Reduzir'um numero fraccionario íí um numero inteiro 

ou mixto. Divide-se o numerador pelo denominador, esto 
quociente è igual á fracÇSd; se fica um resto toma-se este 
resto por numerador da parte fraccionaria, e o divisor por
seu denominador. Seja proposto reduzir á um numero in
teiro ou mixto, dividimos 39 por 5, cachamos por quociente
7. eo  resto 4, logo'-r = 7  r  . A rasâo é evidente pois uma
fraoçáo indica uma divisflo á fazer, enada mais se fez aqui do 
que eflectuar a divisão indicada.

Exemplos:
1 .° Reduza-se os numeros 5, 7, 8, 9, 6, 10, 12, a fracçOes 

tendo por denominador 5, $  o-4t.

posto reduzir á uma fracçSo simples de de 3 este nu-

2 .” Redu?a-se 1 2 à uma fracção.

Resposta
7 • *•3.* Reduza -se 1 4 ^  á uma fracção.

Resposta

4.° R edu za-se  ̂ um a fracção simples.

Resposta
o 3 .

5.° Re<luza-se á uma fracção simples.

Resposta
4 3G.° Reduza sc yd e -  á uma fracção simples.

Resposta

ir .
í>

w
l õ

4
11

1
2

39
(i3
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7.° Reduza-se á numero inteiro.
Resposta

8 .“ » á numero inteiro.'25

8

Resposta

9." » » à numero inteiro, s
Resposta

(123) Ágora podemos reduzir as fracções á um commum 
denominador. Tendo reduzido primeiro, quando for preciso, 
as fracções compostas á simples, e os numeros mixtos á frac
ções, 6 facil reduzir as fracções ao mesmo denominador; para 
isto, multiplica-se cada numerador por todos os denominado
res menos o seu, e toma-se este produeto para novo numera
dor, e para novo denominador o produeto de todos os deno
minadores. Seja por exemplo proposto reduzir a* duas frnc-

O [a t •' i » icões — e — ao mesmo denominador.Multiplicamosonmneranor 
■ 3  5
2 pelo denominador 5, o o numerador 4 pelo denominador 3; 
estes produetos 10 e 12 são os novos numeradores; e os deno
minadores são : ,X ; i= lS , e temos as duas fracções ^  <* J-T.A1 ;> i a
ras.lo é simples: multiplicamos o numerador e o denominador
de -  nor 5 ,lo?o- —= - * = - •  multiplicamos o mirnerador
• 3  1 ’ °  3 X .j 15  •$ ’

e o denominador de por 3; logo - ^ - = - = 1 .  Assim;> ’ iJA-í 10 «J

Para reduzirão mesmo denominador 11111 numero qualquer 
de fracçõe?, multiplicamos os dous termos de cada fracção pe- 

• Io produeto dos denominadores das'outras. Assim os novos 
denominadores são iguaes, pois que cada um é formado pelo 
produeto de todos os denominadores ; e as novas IVacções 
são do mesmo valor que as primeiras, pois não se fez, senão 
multiplicar os dous termos de cada lima pela mesma quanti
dade, o que não altera os seus valores. Assim podemos re
duzir as fracções' — — -  ao mesmo denominador do inodo

2 3 4
seguinte:

poisas novas fracções tem os mesmos valores que* as fracções 
dadas.

1 X 3 X 4  2 x 2 x 4  3 x 2 x 3   ̂ i 2 Ifi 18 
2 X 3 X 4  2 x 3 x 4  2 x 3 x 4  ° U 24’24’24'



(124) Quando os denominadores dasfracções propostas tem 
factores communs, 6 facil reduzi-los á um denominador com- 
mum, menor (|ue o produeto de todos os denominadores; pois 
n’este caso pode-se determinar um numero menor que este 
produeto divisivel por cada um dos denominadores, o que 
sirva de denominador commum ás novas fracções. Por exem
plo, seja proposto reduzir á um denominador commum as frac-
ções i -  Jz' podemos reduzi-las á tres fraccões equivalen
tes tendo 50 por denominador, numero divisivel por 5, 6 e 
15; acha-se o numerador das novas fracções multiplicando os 
nuineradores das primeiras pelo quociente respectivo da di
visão dc 50 por cada um dos denominadores; isto é, por 10, 
5 e 2 ,  deste modo as novas fracções são—

•2X10, 5 X 5  7 x 2  20 25 l í
3 o T o "  r.o ’ 011 50  ’ ao 3o

0  menor commum denominador de muitas Iracções, é o 
menor numero divisivel por cada um dos denominadores des
tas fracções. Por exemplo sejam dadas as fracções O
menor denominador commum é 12600 (07); para ohter os 
numeradores procuramos os quocientes das divisões de 12600 
por 72, 60 e 175; c multiplicamos estes quocientes respecti
vamente pelos numeradores, 11, 7 e õ ,  c temos os pro
duetos :

175x11 2 1 0 x 7  e 7 2 x 5  ou 
I20í)0’ 12600’ 12600

1925 IV70 216 
21600’ Í2600’ 12600

Exemplos.
1 .n Reduza-se-> -  e -  àfracções equivalentes, londo um

2  5  /
denominador commum.

1 x 5 x 7 = 5 5  novo numerador para-

õ X 2 x T = i 2  •» » » ~

4 X o X 2 = i0  » » » 1
7

2 X 5 X 7 = 7 0  denominador eommum.
Portanto ^  e são as novas fracções equivalentes.
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2 .“ Ileduzam -se 4  t  e ^  à fracções equivalentes, tendo o 2 4 b  1 t
menor commum denominador; o menor numero divisivel por
2 , 4 , (>, acha-se decompondo-os cm 2 , 2 x 2 ,  2 X 5 , e m ulti
plicando 2 x 2 X 3 = 1 2 ,  é este o menor commum divisor.

Os numeradores das novas fracções silo os seguintes

1| x l = 6 ,  ^  X 5 = 9 ,  *~X 5 = 1 0 , portanto &  sã?
as novas fracções equivalentes.

s  *-•

Has(|igatro oiiurações ariííiBicticas solirc 
fracções.

(125) D a adiucção d e  numeros fkaccionarios. D ous casos 
se apresentam, ou as fracções são da mesma especie, ou do 
especies diíTerentes.

I “ Qflando as fracções, que (|uereinos sommar, são da 
mesma especie, ou tem o mesmo denom inador, acha-se a som- 
ma addicionando os numeradores, e conservando o mesmo d e
nominador. | i) jj

[>or exem plo seja proposto sommar as fracções •?» j ’ 
ajuntam os os numeradores 1 —{—-2 -f-3 = C , e tomamos por de
nominador o.,e tem os +  Estas fracções repre- 

' o o o o

sentam certos numeros da mesma unidade ~ , e  assim são ad-O
dicifltladas, com o os num eros inteiros.

2 .” Quando as fracções, qóe querem os sommar não são da 
mesma especie, devem os antes de eíTectuara addição reduzil-as 
ao mesmo denominador (125 ), e  então sommar os novos nu-

■ 2 3 4
moradores. Por exem plo, para achara somma de ■"-+ -5 ’
(levemos reduzir estas fracções ao mesmo denominador, e te
mos as seguintes novas Iracçóes:

2 *4x--> ; y :? x  5 4 x 4  x 5  ou
2.X 4 \  5  1 5  X 4  X 5 5  / .  4 x 5 ’

1í!_l-’4 - -1 csoinmar os numeradores. e temos por resultado 
tio ‘ i;o ‘ 00 ’ 1
4 0 - j - ' io - j - iS = 1 5 5 ,  logo ~  é a somma das fracções pro

postas.
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.Muitas vezes, com o no exem plo  p resen te , a som m a é 
m na fracção im própria, isto é , m aior qu e a unidade ; d e
vem os então dividir o  num erador pelo denom inador para 
reduzil-a á  um  num ero inteiro, ou  m isto . N o exem plo aci- 

133 , t:i
U!a’ ,ÕT= 2 (To 

Q uand o tem os de som m ar num eros in teiros, num eros m ix 
tos, e fracções sim ples ou  com postas, devem os som m ar os  
inteiros á parte, e  d ep o is reduzir as fracções ao m esm o deno
minador, e addicional-as, e reduzir a som m a A num ero in 
teiro ou  m ixto , sendo preciso . Por exem p lo , seja proposto

3 1 2  1
ach ara  som m a 5 - f - 5 j + 6  — -f- y •

I .°  Som m ando os in teiros 5 + o + 6 = l i ,  e 2." as parles
<• • • *í t • • 
Iraccionarias }- -  +  .^ 'para isto reduzim os estas fracções ao

, . /  315 , 140 , 24 479 , 50 , 
m esm o denem inador 425+ 420+ 420= 420=  » 42Õ loõ °  a S0!11'

5*) 59
ma total ê  1 4 + 1  ^ = 1 5 ^ '

(12 0 ) S ubtracção  dos nüm eros fraccionarios. S ão lam h em  
d ou s, o s  casos.

1 .°  S e  as fracções são da m esm a esp ecie  o u  tem  o m esm o  
denom inador, effectua-se a subtracção, tom ando a differença  
entre os n um eradores, e conservando 0 m esm o denom inador.
, ,  . 5  3 5 - 3  2 .  4 3 4 - 3  1 .
ror exempb ■=•— =■=-=—= t : ~ — r = ~ —= r‘ 7 7  7 7 o  5 o J 

E sta regra é  ev id en te pois as fracções representam  num eros 
da m esina u n id ad e.

2 .u Q uando as fracções são d e diíTerentes esp ecies; 1 .° d e 
ve-se reduzi-las ao m esm o denom inador ( 1'2Õ), e tom ar então  
a differença entre os novos num eradores. Por exem p lo  ;

7-.— r - , reduzim os estas fraccões ao m esm o d e n o m in a d o r , e11 a ’ *
Irm os — -4 • -  de ------ -- de reduzindo ao

55 55 55 55’ 12 5 :t u 8 ’
, • , . 22 7 702 4-20 372 31 m esm o denom inador, tem os

(1 2 7 ) M ultiplicação  loü nuuuro s fr a c c io n a r io s . M u l
tip licar um a quantidade por um a outra é  tom ar o m u ltip li
cando tantas vezes, quantas unidades contem  o  m u ltip lica 
dor. N a m ultip licação das fracções, tem os d ous ca so s , l , u 
m ultip licar um a fracção por uin  num ero in teiro; c 2 . u m ul
tip licar um a fracção por outra fracção.

l . °  M ultip licar um a fracção por u m  num ero in teiro  é  o



mesmo que tomar a fracção tantas vezes quantas unidades 
tem o numero inteiro.porque se quer multiplicar. Por exem
plo i  X 4  quer dizer ^  , tomados 4 vezes, ou j - + | -  +  j- -f-

Assim para multiplicar uma fracção por um numero
inteiro basta multiplicar o seu numerador por este nume
ro, q pôr no produeto o mesmo denominador.

Multiplicar uma fracção por outra fracção; a regra ^ es
te caso é multiplicar um pelo outro os numeradores e os de
nominadores. A. rasão d'esta regra e simples; multiplicar por
exemplo -  por - ; é  tomar ~  ~  de vezes. So tivessemos de 

* 4 1 3 7 4 , 3
tomar somente ~  de -  multiplicaríamos o denominador A por

o
3, e a fracção se tornaria ^  (117) fracção 5 vezes menor que 

; logo para tomar os j  de basta dobrar o seu terço o 

que se faz multiplicando o numerador por 2 (116); os -  de

~ pois são p  o que já sabemos por (122, 3.°)
O mesmo raciocínio se applica a quaesquer outras frac- 

ròes, c á multiplicacão de tres ou mais fracções. Por exemplo
4 , ’;t 4 __ 4X3 4 __ 4X 3X 4__ 4_S
5 X r  X f  =3X 1 X f  — 5X4X7— lio  . . 

O bservação 1 .a O  produeto de u m  num ero in teiro  m ulti
plicado por um a fracção, ach a-se  do m esm o m odo; por e x e m 

plo 3x?- é o m esm o q u e r-X 3, logo podem os applicar a re-
«) i) 2

gra do 1" caso, ou lambem 3X?- è o mesmo que os de 3;

ora o quinto de 3 è |  e os-l são 2X
Observação 2 .a Podemos considerar os numeros inteiros 

como fracções tendo por numerador os numeros mesmos, c 
por denominador a unidade (113, 7o); e então a multiplicação 
segue uma só regra; multiplicar os denominadores uns pelos 
outros e os numeradores uns pelos outros; e tomar estes dous 
produetos para denominador, c numerador do produeto total 
das fracções.

Observação 3 .a O produeto de muitos factores conserva 
o mesmo valor seja qual for a ordem, em que se cffectuam 
as multiplicações. Pois os numeradores, e os denominadores, 
sendo numeros inteiros, o produeto dos numeradores, assim
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como o dos denominadores tem os mesmos valores seja qua 
for a ordem das multiplicações parciaes de seus factores (58), 
ora estes produetos são os numeradores e denominadores da 
fracção, que exprime o produeto das frações factoras.

Observação 4.° Conforme o multiplicador è maior ou me
nor, que a unidade o produeto ò maior ou menor que o mul
tiplicando; pois o produeto é composto com o multiplicando, 
como o multiplicador o é com a unidade. O produeto de duas 
fracções menores que a unidade é menor que cada uma des
tas fraccões; por exemplo 1-  X  |  = | -  ; e 4S <  .y , e que 1. • 

Observaçüo 5 .u O produeto de muitas fracções irreduziveis
iguaes, é umafracção irreduzivel. Por exemplo ^ X 4-X =  ^

o •> o 27
é uma fracção irreduzivel, porque A não scr, seria preciso 
que 2 x 2 x ~ ,  e 3 x 3 x 3  lossem divisíveis por um mesmo nu
mero primeiro; este numero dividiria pois ao mesm < tempo 
uin factor de rada um destes produetos, e por tanto deveria 
dividir 2 o 3: logo estes dous numeros teriam um factor cota- 
mum, e as fraccões dadas não seriam irreduziveis, o que é 
contra a bypotbese.

(128) D i v i s ã o  d a s  f r a c ç õ e s .  A divisão consiste em achar 
quantas vezes um numero é contido em um outro, ou em di
vidir um certo numero em um outro certo numero de parles 
iguaes. A di\is3o das fracções apresenta dous casos.

1.° Quando o dividendo é uma fracção e. o divisor um nu
mero inteiro. Por exemplo seja proposto dividir ~  por 4: o

objecto c achar a quarta parte dej-?; isto é ,  dividir 4  ein ̂ í)
quatro partes iguaes. Ora sabemos (117), que multiplicando 
o denominador de uma fracção por um numero a tornamos 
menor; e tanto menor, quanto maior é o numero por que
o multipiicamosjassim multiplicando o denominador de — por
4, tornamos esta fracção 4 vezes menor, e a fracção, que re
sulta õ igual a quarta parte da fracção proposta. Logo para 
dividir uma fracção por um numero inteiro basta multiplicar 
o seu denominador por esse numero. Tambem podemos divi
dir uma fracção por um numero inteiro, dividindo o seu n u 
» * ' T -r i ------ - • »• i 8 *>
merador por este numero; dividmdo -  por 4, temos g (117).

2.° Quando o dmdendo ò um numero inteiro ou uma 
fracção, é o divisor uma fracção. Nos te caso o que queremos



saoor q u a n ta s v ezes a fr a c ç ã o . d iv isora  , é  co n tid a  n o  
d iv id en d o  in te iro  ou  fracc ion ario . P ara  is to  basta  m u 
dar 110 d iv iso r  o  n u m era d o r  cm  d en o m in a d o r , e  o  d e n o 
m in ad or  em  n u m erad or; e  m u ltip lica r  esta  n ova  fracçSo p e 
lo  n u m ero  in te ir o , ou  p e la  fracção d iv id e n d o . P ara  m o stra r 
m o s a rasao  porque, a ssim  se  p ro ced e , seja  p r o p o sto  d iv id ir

y  p or  4  ; pela regra  d ev em o s  te r  jr X  ^ = { ^ : ora  d iv id ir  

J  p 0r i  é  o  m esm o  q u e  p rocurar q u a n ta s  v eze s  -  ê  c o n tid o

em  — • S c  esta s  fracções t iv e ssem  o  m esm o  d e n o m in a d o r , p o 

d er ía m o s e íle c tu a r  a operaçilo  so b re  o s  n u m era d o res  se m  n o s  

im p o rta r  com  o  d en o m in a d o r  c o m m u m ; p o is  <r c o n té m  e v i 

d e n te m e n te  ~  tan tas v e z e s  q u a n ta s  o c o n ^ m  1; d o m e s m o  m od o

-  co n tém  ç -  tan tas v ezes q u a n ta s  8  c o n tém  4 .  E m  gera l

d iv id ir  um a fracção por um a ou tra  (racçao d e  m esm o  d e n o m i
n ad or é  p rocu rar , q u a n ta s  v eze s  o  n u m era d o r  da p r im eira  
co n tém  o  da seg u n d a ; e  é  e v id e n te , q u e  em  q u a n to  o s  n u m e 
rad ores das d u a s fracções e x p r im em  q u a n tid a d es  da m e s m a  
e s p e c ie .  te r ç o s , q u a r to s , q u in to s  e t c .  u m  d e ste s  n u m era d o res  
d iv id id o  p e lo  o u tro  p rod u z o  m e sm o  n u m ero  s e m p r e . P o r

0 . , 17 17 . . . í)
e x e m p lo  -  d iv id id o  por j-, é  ig u a l á  ^  ^  d iv id id o  p or ^

ó i°u a l á -  • -  — -  =  - •  P a ra  d iv id ir  d u a s  fracções d e  e s 
°  9 ' 41 ' 41 9

p e c ie s  difTerentes — e  -= p o d em o s red u z il-a s  ao  m e sm o  d e n o 

m in a d o r  e  en tS o  te r e m o s  e  ^  e  p o r  c o n se g u in te :

5 5_55 ^ 1 8 __55
^  7 “ 42  “ 4 2 — 18’

O  q u e  se  p od e  e sc r e v e r  do  m o d o  s e g u in te .

5 3__5 X 7 . 0 X 5 _•> X 7
6 “ 7 _ 6 x 7  - 6 x 7  fi X 3 1

.  é  o  m e sm o  q u e  o  p ro d u eto  d e  Ü  x  "jj tc m o s  P ° 's 
♦>X3 6

5 v J  
0 ' 7 õ 3'

Q u a n d o  o  d iv id e n d o  é  u m  n u m ero  in te ir o  p o d em o s  fazer
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J12 Êr.RM EM OS

uzo da m esm a regra, po is podem os represeata l-o  por um  nu
m ero fraccionario da m esm a esp ec ie , que o d ivisor, e então a 
divisão dos num eradores deve dar o q u ocien te , c assiin o ob te
m os pelo m esm o processo . P or exem p lo  seja proposto d ivid ir  
-  2  , 2  .  2  2 X 3  . 2X 1 2 X 3  2  ,  3
- p o r  3 ; tem os i . 3— 3X( . 3X i 2"

O bservação i ." Conform e o divisor é  m aior ou m enor que 
a un idade, o  q uocien te é m enor ou m aior qu e o d ividendo. 
P o is  quando o divisor é igual ã unidade o q uocien te é  igual 
ao d ividendo, e á m edida que 0 d ivisor augm enta ou d im in ue, 
o q uocien te d im in u e , ou augm enta.

(129) A ntes de passarm os adiante será conven ien te fazer
m os ainda algum as reflexões sobre a m ultiplicação e a divisão  
das fracções. Q uando se tracta de num eros in teiros, a m u l
tiplicação de um num ero por o u tro , consiste em repelir  o 
m ultip licando tantas vezes quantas un idades contem  0 m u lti
plicador; ou  por outra, a operação con siste  em com por um  
num ero que se  cham a produeto com  o m ultip licando, do  
m esm o m odo, q ue 0 m ultiplicador é com posto com  a unida
d e . P or exem plo 1 2 — 3 x 4 ;  isto é , 1 2  é com posto  com  4 ,  
do m esm o m odo, qu e õ  è com posto com  1 , ou 1 2 = 4 + 4 + 4 ,  
assim  c o m o 3 = l + l + l .  N o  caso de num eros in te iros 0 p ro
dueto é sem pre m aior, que 0 m u ltip licando.

A  m ultiplicação de um a fracção por um num ero in teiro  
apresenta exactam ente a m esm a idéia , nada m ais sendo do 
que a som m a de tantas vezes a fracção, quantas unidades con 
tem  0 m ultip licador; e 0 produeto  é um  num ero com posto  
com  a fracção com o 0 m ultip licador o  è  com  a unidade:

f x 5 = L % r a ™ 4 + i + f + | + J ,  assim  com o 3 = 1

+ 1  +  I + I + I .
Q uando querem os porém  m ultip licar um  num ero in teiro  

por uma fracção, á prim eira vista parece-nos um a operação  
im possível; pois com o se poderá tom ar um  num ero in te iro , 
um  num ero fraccionario de vezes? Sej'a por exem p lo  proposto

m ultip licar 6  por - ;  isto significa que tem os de achar um

num ero com posto  com  G, com o ^  o  é com  a unidade: um  

num ero , qu e contenha tantas v ezes G quantas unidades co n -  

lém  -r;ora -r. e  u,n num ero m enor qu e a u n idad e, e não a
3 '  3

con têm ; logo  n este caso é preciso m odificar a ideia  de com po
sição, e dar-lhe um  sentido m ais lato; e então d evem os pro-



curar uiw numero, que seja formado d;is mesmas parles (|« ti,
que |  são formados de partes da unidade,isto £, (já que ~sãt*
formados das duas terças partes da unidade) o numero, <pi<j 
procuramos deve ser composto de duas terças partes de G; uih

terço de 6 é  y  e dous terços de G s ã o ~ x  2 =  que redu

zidos á inteiros/são 4; assim V é a mesma parte de G quo

da unidade; neste caso o produclo é menor, que o multipli
cando; pois é formado dividindo-o em tantas partes em quau- 
tas se acha dividida a unidade no multiplicador; e tomando 
tantas destas partes, quantas partes da unidade se tomaram no 
multiplicador. Assim a multiplicação de um numero inteiro 
por uma fracçâo é uma operação complexa, constando de unia 
divisão e de uma multiplicação. Damos á esta operação o nome 
do multiplicação simples por extenção da significação desta 
palavra, e por analogia, porque 6 X ~  deve ser o mesmo, que

X G, que é verdadeiramente uma multiplicação no sentida 

restriclo da palavra.
A multiplicação de uma fracção por oulra fracção, de ~

por -  apresenta a mesma idèia,o objeclo n'este caso £ achar
^ « - 3 v 2

um numero composto com o multiplicando y  cemo j  são

compostos com a unidade; isto é, achar um numero, que seja
3 3 r 3os dous terços de r  ; ora o terço de 'T é - -  (117) e os dous
4 > 4 4 X 3  '  '

3 3 0 3 o
terços de ~  são —  X 2 = - ,= '^ -  x  j  . Vssim pois o pro-
dueto de um numero inteiro ou fraccionario multiplicado 
por uma fracção nada mais é do que uma fracção do multi
plicando, cujo valor é indicado pelo multiplicador d’estes nu
meros; assim G multiplicados por ~ è o mesmo quo os ~
i „ 3 2 . 2 . 3dofi, e -  X j -  e o  mesmo que -  do f .

Esta operação, que na realidade é dilferente da multipli
cação tem sido considerada na Arithmetica e na Álgebra co
mo uma multiplicação, quando de facto é o complexo de uma 
divisão e uma multiplicação. Para isto foi preciso dar á pa
lavra produeto um sentido mais lato; porque quando repre
sentamos nwmeras inteiros por fracçôes impróprias, o pro-
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dueto da multiplicação das duas fracções dá o mesmo resul
tado, que a multiplicação dos inteiros; por exemplo 2 x 3 =
6; ora 2  e 3 podern ser representados por -  e ( 1 1 3 , 8 )

ora -  X s - = r > »  Pe'a regra ^a multiplicação de duas ■4 »» 4X3 1 -•7C) 8 0 r\
fracções, e p '= 6 , por tanto ^  X - , = 2 x 3 .

Assim pois vemos, que a palavra multiplicar tem duas ac- 
cepções, conforme o multiplicador e >  ou <  que 1; no 1,* 
caso repitimos o multiplicando muitas vezes; no 2.° tomamos 
uma parte do multiplicando marcada pela fracção multiplica- 
dora. O produeto contem o multiplicando tantas vezes quan- 
t?s o multiplicador contem 1, quando este factor é inteiro; c 
o multiplicando contem o produeto tantas vezes, quantas 1 
contem o multiplicador, quando este é menor que 1. Por 
exemplo 1 2 = 5 x 4 ,  e ó evidente que 12 eontem 3 quatro ve
zes, eque 4 contem 1 tambem quatro vezes, e em r - = 3 X

o multiplicando 3 contem tantas vezes quantas 1 contem
Dando pois á palavra compor a accepção activa e passiva dc 
conter e ser contido, pode-se dizer, que o produeto é em to
dos os casos composto com o multiplicando, como o multi
plicador o é com a unidade. . . . .

As mesmas reflexões se applicam á divisOLO das tiaições, 
pois o dividendo de uma divisão ò o produeto da multiplica
ção do divisor pelo quociente, ou do quociente pelo divisor. 
Assim pois o dividendo deve scr composto com o divisor co
mo o quociente o è com a unidade; ou o dividendo deve ser 
composto com o quociente como o divisor o é com a unidade, 
pois 6 indiflerente tomar o divisor ou o quociente por multi
plicador.

Dividir uma fracção por um numero inleiro è achar um 
numero que seja composto com a unidade, como o dividendo 
o é com o divisor, ou quo seja composto com o dividendo,
como a unidade o 6 com o divisor. Por exemplo dividir ^

por 3  6 achar u m  n u m ero  q u e  seja co m p o sto  com  ~  com o a

u n id ad e  o  è  com  3 ;  o ra , o  divisor contendo 5  u n id a d es , s e -  
<’u e -s e , q u e  o d iv id en d o  d ev e  conter 3  v ezes o  q u o c ie n te , lo 

g o  o  q u o c ie n te  é  —d o d iv id e n d o , g- *

Quando o dividendo ò inteiro e o divisor uma fracção, o



que queremos è achar um numero, que seja composto com a 
unidade como o dividendo o é  com a divisor: seja proposto di
vidir 6 por ; o quociente deve ser composto com a unidade

como 6 é composto com ; 0ra 6 =  j ’ e r  é composto
o 18

com -s* como 18 com 2, e 1 8 = 2 X 9 ; lo g o - é composto comO o
2 . . .9 vezes e por consequencja o quociente è igual á 9, <̂ ue

contém 9 unidades, e por tanto jà que

6X 3 3 2 
= O X -ã ’ 6 ^ 3 = 9

e podeinos neste caso seguir ;i regra para a divis3o por fiac- 
ções. .

Quando o dividendo assim como o divisor são fraccionarios.
5 4 * ’ 1Por exemplo seja proposto dividir ~  por r-; o objecto o achar

um numero, que seja composto com a unidade, como —

é composto com ~ ; para compararmos estas duas fracções é 
preciso reduzi-las ao mesmo denominador; assim temos
!L5, 2J , e entâo procurar um numero, que seja composto com 
30 30
a unidade, como =?■ o ó com isto é, que contenha ou seja

contido em um, o mesmo numero dc vezes que ^  è contido
0 4  2 5  1 2 5  5 X 5 ___ou contem ^ ; ora —̂ 6 o numero procurado; , e —

* x  -50 x  í
13Exemplo. Multiplique-se 53 V8 por

Podemos segundo a regra ordinaria multiplicar o numero 
5348 por 15, 0 depois dividir o produeto por 16; mas è mais 
commodo, quando o multiplicando é uin numero grande de
compor^ em partes aliquotas, isto é, em fracções que redu

zidas tenham por numerador 1. Assim

i. -j-i. e tomar primeiro a metade de .j3'»8 depois o’quar- 
’ 1

to e á finai 0 - ,  c sommar estas partes.
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CAPITULO  VI.

É>AS FRACÇÕES ÜECIMAES.

$ l-«

\o ^ « cs  jjeraes.

(1 3 0 )  O s n u m ero »  fraccion ario*  tiram  a su a  o r ig e m  da d e 
c o m p o s içã o  da u n id a d e  , o da q u a n tid a d e  , q u e  se  q u e r  
m e d ir  em  p a rtes  ig u a e s . E s ta  d eco m p o s içã o  p o d e  ser  fe ita  
d e  u m a  in fin id a d e  d e  m o d o s  d ifferen te s  ; e n tre  to d o s  e s te s  
m o d o s , o  s e g u in te  tem  s id o  e sc o lh id o , co m o  o  m a is  c o m m o -  
d o  n o s  c á lc u lo s  c o m p lic a d o s . C o n c e b e -s e  a u n id a d e  d e c o m 
p o s ta  em  1 0  p artes  ig u a e s , c  p r o c u r a -se  q u a n ta s  d ’e s ta s  p a r
t e s  en tra m  na q u a n tid a d e , q u e  se  q u e r  m ed ir , se  fica  u m  r e s 
to , e s te  é  m e n o r  q u e  a d e c im a  p a r te  da u n id a d e ; c o n c e b e -s e  
esta  d e c im a  p arte  da u n id a d e  c o m o  d e c o m p o sta  cm  1 0  p a rtes  
ig u a e s , ca d a  u m a  d esta s  p a r tes será  a ce n te s iin a  p arte  d a  u n i
d a d e ; e  p ro cu ra -se  q u a n ta s  d ’e s ta s  p a rtes  c o n te m  o  r e s t o ,  se  
as c e n te s im a s  partes da u n id a d e  n ã o  b a sta m  p ara  m e d ir  
C/Oinpletamente a q u a n tid a d e  , d e c o m p o e m -se  su c c e s s iv a m e n -  
te cada p arte  c m  1 0  p a rtes  ig u a e s  , o  q u e  se  p o d e  fazer ao  
in l in ito . A ss im  p o is  as fracções d e c im a e s  são  a q u e lla s  , q u e  
te m  p o r  d e n o m in a d o r e s  o s  n u m e r o s  1 0 ,  1 0 0 ,  1 0 0 0  e t c . ,  o u  
e m  g e r a l,  a u n id a d e  se g u id a  d c  u m  n u m e r o  q u a lq u er  d e  c i 

fras; la e s  sã o  ^

E se r ip ta s  d e s te  m o d o  em  n ad a  difTerem d as fra cçõ es  o r d i-  
n a r ia s , e  são  su je ita s  á s  m esm a s  reg ra s . T e m -s e  p o rém  im a 
g in a d o  s u b e n te n d e r  o s  d e n o m in a d o r e s  , c  e s c r e v e l-a s  c o m o  
num eros in t e ir o s ,  <» q u e  s im p littea  m u ito  as o p e r a ç õ e s  cm  
q u e  e n tra m .
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(131) Para c«ii>preheuder bem esta nova maneira de re
presentar este  gênero de fracções, é preciso lembrar, que o 
nosso systema de num eração é  fundado sobre a convenção de 
dar á u m  algarismo um  valor 10 vezes maior quando se 
aclia collocado à esquerda de um outro, do qüe o que expri
me quando isolado , e adoplando-se esta regra em toda sua 
ex ten sã o  é  evidente , que o valor relativo dc muitos algaris- 
nies escriptos uns ao lado dos outros deve diminuir de dez 
vezes em dez vezes, indo da esquerda para a direita. Assim 
por exemplo na quantidade representada por 666G , o se
gundo algarismo partindo da esquerda vale dez vezes menos 
que o primeiro, o 3o dez vezes menos que o 2*, e cem vezes 
m enos que o I o, o 4o 10 vezes menos que o 3*, cem vezes 
menos que o 2o, e mil vezes menos que o 1o. Se pois o pri
meiro algarismo representa 6 unidades , o 2o devera repre
sentar -  o 3* r—  e o 4o —  Assim pois podemos escrever10 loo íooo. _
as fracções decimaes á direita das unidades , o primeiro al
garismo representando décimas, o 2o centesimas, o 3o mille- 
simas etc.; para podermos porém differençar os numeros de
cimaes dos inteiros è preciso empregar um signal qualquer, 
que sirva para mostrar qual o algarismo que indica as uni
dades, e então á partir d’este algarismo para a esquerda ca
da algarismo indica unidades 10 vezes maiores umas que as 
outras, c  para a direita unidades 40 vezes menores umas, 
que as outras. O signal, que se emprega para este fim é um 
ponto ou uma virgula à direita do algarismo das unidades: 
por exemplo 6,6666, quer dizer 6 unidades, e os mais alga
rismos são décimos, centesimos, e millesimos. Os algarismos 
á esquerda da virgula são inteiros, e os á direita decimaes. 
Quando nâo existem inteiros poem-se uma cifra no lugar das
unidades, assim 0,1 significa 0,57 significa ^2 .̂ 0 ,003

significa - -  • Por esta nomenclatura das fracções decimaes, e
pela simples notação, que acabamos de expor, podemos fazer 
t<jdas as operações arithmeticas em que entram , do mesmo 
modo, que as fazemos com numeros inteiros.

(132) Ajuntando-se cifras á direita de uma decimal não 
augmentamos o seu valor; por exemplo 0 ,2 , 0 ,20 , 0,200, ou

são quantidades iguaes, pois nestas fracções os
numeradores e denominadores são multiplicados peb mesma
quantidade (1191.
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As decimaes podem ser reduzidas ao mesmo denominador 
escrevendo cifras à direita quando é necessário, até que o nu
mero de lugares decimaes seja o mesmo em todas: por exem
plo 0 ,5 , 6,01, 0 ,311, reduzem-se áum commum denomina
dor, ajuntando-se cifras ã direita de modo, que todas tenham 
tres algarismos decimaes, 0,500, 0,010, 0,311, o que é evi- 
. . • 5 1 311 - , - 500 10

d e n t e  P ° , s  To i õ ó  í ü õ õ  s a o  < lu a n t ! d a i l c s  a  í õ õ õ ’ í õ õ ò ’

(123).1000 ' '
(133) Uma fracção decimal representada pelo modo ordi

nário pode tomar a forma adoptadà para a notação decimal, 
escrevendo-se o numerador, c separando-se pela virgula tin 
tos algarismos para a direita, quantas cifras tem o denomina
dor. Quando o numerador nSo tem o numero de algarismos 
necessários ajuntam-se as cifras precisas para isto á esquerda 
do numerador; e assim os algarismos, que ficam á direita da 
virgula são decimaes e representam partes decimaes da unida
de, e os que ficam á esquerda representam numeros inteiros.
Por exemplo para escrever a fracção ~  conforme a notação 
decimal basta escrever 0,8; islo é, o numerador da fracção 
^  com uma cifra á esquerda para indicar o lugar das unida

des separada pela virgula; ^  escreve-se 0,08; ^  escreve 6 ,0
çtc. Para transformar um numero decimal em fracção ordina- 
ria, forma-se uma fracção tendo por numerador o numero de
cimal, abstracção feita da virgula, e por denominador a uni
dade seguida de tantas cifras quantos algarismos ha a direita 
da virgula no numero decimal, assim o numero decimal 5,47
é igual pois 5 , 4 7 = 5 + í + - i = ^ ° + ^ + - = = - -D 100’ 1 ’ ' 1 0  1 100 100 1 100 ‘ 100 100

Um numero decimal pode ser enunciado do diíTerentes 
modos. Seja dado o numero 5,47 ; podemos enuncia-lo, cin
co unidades, quatro décimas, e sete centesimos, mas como 
cada decimo vale 10 centesimos podemos tambem dizer, cinco 
unidades, e quarenta e sete centesimos; as 5 unidades valen
do 500 centesimos podemos lambem enunciar o numero, co
mo composto de quinhentos e quarenta e sete centesimos, ou 
ainda cincoenta e quatro décimos e sete centesimos. Os dous 
primeiros modossãoos mais usuaes.

( 134-) Conforme as convenções, que temos estabelecido o 
valor das unidades de cada algarismo só depende da distancia 
ein que fica da virgula.
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1 .° Todo nu mero inteiro pode ser considerado, como um 
numero decimal, ajuntando-se-lhe á sua direila uma virgula 
seguida de cifras.

2.° Adiantando a virgula de um numero decimal para a di
reita de um , dous, tres lugares, multiplicamos este numero 
por 10, 100, 1000 etc. Por exemplo no numero 3 ,4 5 o , 
adiantando a virgula para a direita dous lugares temos 5 4 5 ,5  
numero 100 veses maior, que o primeiro.

3.° Recuando a virgula de um, dous, tres lugares para a 
esquerda, dividimos o numero por 10, 100, 1O0O. Por exem
plo no numero 5 5 7 ,8 9 6 , se recuamos a virgula de dous lu
gares para a esquerda lemos 5 ,5 7 8 9 6 , numero 100 vezes 
menor que o primeiro.

4.° Para distinguir o maior de dous numeros decimaes, 
n5o è pelo numero de algarismos, que contem a parte deci
mal, que nos devemos regular; mas pelo valor dos algarismos 
da virgula para a direita, c assim 0 ,4  < 0 ,5 7 ,  0 ,7  > 0 ,5 4 6 3 2 ,  
OjOOO^O,0 00078 , porque 4 < 5 , 7 > 5 , 4 > 0  etc.

3 2 .»O

Sías operações aritliíssetieas sobre mi- 
m e r o s  decimaes.

(135) A d d iç ã o  d e  d e c im a e s . Para achar a somma de qual
quer numero de decimaes, escrevem-se os algarismos de mo
do, que os da mesma denominaçáo fiquem por haixo uns dos 
outros; e sommam-so todos, como se representassem numeros 
inteiros,* colloca-sc a virgula na somma por haixo das outras 
vírgulas. Seja proposto achar a somma de 7 ,0 -)-5 1 ,4 3 -f-  
O O llS . Escrevemos estes tres numeros uns por baixo dos 
outros de modo que as unidades fiquem em uma columna, as 
décimas em outra, as centesimas em outra etc., esommamos 
os numeros como se fossem inteiros, pondo a Airgula á direita 
da somma da columna das unidades.

7 ,9
5 1 ,4 3  

0 ,0 118 
Somma 5 9 ,5 4 1 8

Com esta operação nada se faz senão reduzir todas as frac-



1 2 0 ELEMENTOS

ções ao mesmo denominador e somma-las, pois os numeres 
propostos são os mesmos que 7 ,9 0 0 0 + 8 1 ,4 3 0 0 + 0 ,0 1 1 8 =  
59 ,3418 .

(136) S u b tr a c ç ã o  d e  d e c im a is . Para aebar a differença de 
duas fracções decimaes, escrevem-se os algarismos da mesma 
denominação um por baixo do outro, c então se faz a subtrac
ção como em numeros inteiros, e colloca-se a virgula á direita 
do resultado da subtracção das unidades. Seja proposto tirar 
42 ,012  de 6 1 ,3 . Escrevemos estes dous numeros um por 
baixo do outro de modo quo as unidades fiquem por baixo 
das unidades, as décimas por baixo das décimas etc., e faze
mos a subtracção, do modo usual para inteiros, pondo na dif
ferença a virgula á direita das unidades:

6 1 ,5
42 ,0 1 2

Differença 1 9 ,2 8 8

Nada mais se faz senão reduzir os dous numeros ao mes
mo denominador , e tirar o menor do maior , pois 6 1 ,3  , e 
4 3 ,0 1 2 ,  são os mesmos numeros quo 0 1 ,3 0 0 , c 4 2 ,0 1 2 , e 
6 1 ,3 0 0 — 4 2 ,0 1 2 = 1 9 ,2 8 8 .

(137) M u l t ip l ic a ç ã o  d e  d e c im a e s . Para multiplicar um 
numero decimal por outro basta multiplicar os dous numeros 
um pelo outro, como se fossem inteiros, e depois no produe
to separar com a virgula para a direita tantos algarismos, 
quantos decimaes tem o multiplicando e o multiplicador. Por 
exemplo 5 1 ,3 x 4 ,6 = 2 3 5 ,9 8 ;  multiplicamos 513 por 46  , 
e depois do produeto separamos dous algarismos, porque os 
factores juntos tem dous algarismos decimaes. A rasão d’es- 
ta regra é simples, reduzindo ás decimaes ás fracções ordi-
narias temos ~  x  r ^ = 2^ ~  que ó o mesino que 2 5 5 ,9 8 .10 10 100 y

Quando no produeto o numero de algarismos for menor, 
qu e o da somma dos algarismos decimaes dos factores, ajun- 
tam -se  cifras á esquerda do produeto , afim de se poder se
parar o numero de algarismos precisos. Por exemplo, 0,2oX
0 ,3 = 0 ,0 7 5 ;  ora pela regra temos 2 5 x 3 = ' /3 ;  e devemos 
separar tres algarismos decimaes, porque nos factores exis
tem tres, o píodueto tendo só dous algarismos não podemos 
fazer esta separação senão ajuntando ao produeto uma cifra a 
esquerd-a: a rasão é eviden tg - ~ 0+  0̂= = 0 . 0 7 o .
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Quando multiplicamos uma fracção por outra o dprvomi- 
nrídor do produeto é um mimem igual ao produeto rios de
nominadores dos factores. Assim pois o produeto de duas 
fracções é uma fracção, que tem por denominador partes da 
unidade muito menores que as que formam os denominado
res dos factores; por exemplo |  X j- = p 2; nos factores a
unidade é dividida cm 3 , e em 4  partes iguaes , e no pro
dueto em !2 partes iguaes. As fracções decimaes multipli
cada^ unjas pelas outras dão por produeto fracções decimaes, 
cujas partes decimaes são tambem muito menores, quo as das 
fracções façtoras; por exemplo i x - l 3 =  I L ,  c assim sem 

pre o produeto de duas quantidades decimaes tem algarismos 
decimaes de valores muito menores, que os dos factores.

(I «28) D iv isã o  d e  d e c im a e s . — A divisão das decimaes se faz 
como a dos numeros inteiros, tendo o cuidado de pôr uma vir
gula no quociente, que separe para a direita tantos algarismos 
quantos o numero de algarismos decimaes do dividendo excede
o dos algarismos decimaes do divisor. Por ex: ~ 2 ? = 2 ]  06*
divide-se 77922 por 37 , e no quociente 2 j  06 , ' separam-se 
dous algarismos, porque o divisor tem um algarismo decimal 
e o dividendo 3 , e a diíTerença destes numeros é 2 . A rasão 
de assim proceder é obvia: pois o produeto do divisor pelo 
quociente deve ser o dividendo; por tanto o dividendo deve 
ter tantos algarismos decimaes, quantos tem o divisor e o 
quociente juntos, logo o quociente (cm tantos algarismos 
decimaes, quantos os do dividendo excedem os do divisor. 
No caso de faltar no quociente algarismos para se separar os 
que são necessários ajunlam-se cifras á esquerda. ’

Por exemplo: 0,53G divididos por 42 , iMo é Ü2i! _  8 • 
. , Í2 —  > 

mas o quociente deve ter 5 decimaes pois o dividendo tem ? e
o divisor nenhuma; por tanto «levemos ajuntar ú esquerda de 

8 , duas cifras, e então teremos —^ — 0 .0 0 8 . A rasão ó evi

dente : ^  divididos por 4 2 = — ----- =  -------- -— = o co;.
yw. . 1 tMiwxtó 4ixifl5ío~ioa> ’

. e o dividendo não tem (antas decimaes quantas (em o di
visor,ajuntam-se cifras á direita do dividendo, até que possn 
ser dividido pelo divisor: por este meio nada fazemos senão 
reduzir as duas fracções ao mesmo denominador; por exem 
plo seja proposto dividir 35 por 0 ,0 1 2 ; neste caso c  preciso 
reduzir o dividendo á millesimos: o que se faz ajuntando -ei-



Iras á sua direita: 3G = 36 ,C 00 , c então t c in o & 2 ^ = 5 0 0 0 j 

c o quociente de jT̂ 2 é 3000  ; o (|uc <'• evidente, pois
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12 36000 = 3 0 0 0 .38000
'1000 ~ io o o  r i 

Exemplos:

j . °  E x e m p l o s  uf. a d d iç õ e s .

2.o—7,007 
2,546

1 •o—0,857
0,078
1,535 0,955

2.° Exemplos de subtracção.

3.°—  0 ,00076  
13,795
13 79376

1.°—0,947 2.°—9,507 5.°—215,5734
0,195 3,077 87,0572
0,752 6,490 i 25.9162

3.° E x e m pl o s  d e  m u l t ip l ic a ç ã o .

I o— 3 , 5 7 x 6 = 2 1 , 4 2
2 °_5 ,798X  18=104,354
3o—0,00565X17=0,09571
4"— 3 , 7 x 2 , 6 = 9 , 6 2
5«—0,43X 0,65= 0 ,2795
0"—0,137x0,00056=0,00007672

4.o— 0,5  
0 ,0005
0.4997

4.° E x e m p l o s  d e  d iv is ã o .

Io—5,64  - 2 = 2 ,8 2  
2o—7,585*2 —8=0,9479  
3°—0,35742 -6 = 0 ,0 5 9 6 0 7

4 o— 5 ,5 4  —7 = 0 ,5 0 5 7 1 4 2 8  , 
5 o _ 0 ,0 0 0 1 , -f-0,2 = 0 ,0 0 5  
0°— 1 + 0 ,2 4 = 4 ,1 0 6 6 0

§  5.»

T ran sform ação  (le fracções ord in ar ia s  
em d ecim aes, e de decimaes em 

ord inarias.

(159) Todos os cálculos em que entram fracções tornam-se 
t j0 simples, e t5o  faceis, como os que s3o feitos sobre nume-
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tos inteiros, quando estas fracções são numeros decimaes; por 
esta razão os mathematicos empregam sempre dc preferencia 
as fracções decimaes cm todos os cálculos scientilicos, e até no 
uso da vida, se tem procurado reduzir os pesos e medidas ao 
methodo decimal.

(140) Para podermos fazer sempre uso das fracções deci
maes, é preciso saber reduzir uma fracção qualquer á uma 
fracção decimal.

4.° Quando a fracção tem por denominador a unidade se
guida de cifras, isto é, 40 ou potências de 10, ô já uma frac
ção decimal, e basta então representa-la por numeros deci
maes, o que se reduz a dar-lhes uma outra forma; (155) 
quando porem o denominador e differente dc 10 ou suas po
tências é preciso empregar um outro processo.

2 .°  Para se reduzir uma fracção qualquer tendo por de
nominador numeros differentes de 10 e de suas potências, 
devemos primeiro reduzi-las á fracções decimaes, e depois re
presenta-las como numeros decimaes, que tenham o mesmo 
valor. Esta operação não é senão um caso particular de uma 
outra mais geral; à saber, converter uma fracção qualquer em 
uma outra fracção de uma especie dada, porém quo sejam me
nores as partes em que se divide a unidade, do que na pri
meira; por exemplo transformar em 16 avos; isto se fax

multiplicando o numerador por 16 e dividindo por 4  o pro-
4S 1 12 • • idueto, o que dá por resultado — dc —=  Multiplicando o

numerador por 1(> reduzimos as tres unidades á 16 avos, e 
então temos de tomar a quarta parte, o que se faz dividindo 
por 4; ora 3 x 1 6 = 4 8 , isto é, 48 , 16 avos; divididos por 4
o quociente é 12 deseseis avos, ou -j-. Applicando esta re

gra ás decimaes é evidente que devemos multiplicar o nume
rador por 10, e dividir o produeto pelo denominador, e se 
ficar um resto, tornar à multiplicar este resto por 10, e divi
dir pelo denominador, e assim por diante. Logo podemos fazer 
uso da regra seguinte. Divide-se o numerador da fracção pelo 
denominador, e põe-se uma virgula á direita do algarismo 
das unidades no quociente. l*ara achar os outros algarismos 
do quociente, converte-se os restos successivos em décimas, 
centésimas, millesimas, o que se faz pondo cifras á direita de 
cada resto; os algarismos, que assim se acham em seguida 
no quociente exprimem as décimas, as centesimas, as mille
simas etc. do numero decimal equivalente á fracção proposta
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Para se poder dividir o numerador p«lo denominador é 
preciso ajuntar ao numerador cifras bastantes para que so 
torne di\isive! pelo denominador; ora cada cifra, que seajun- 
ta ao riumerador, o torna de/ vezes maior, por tanto o quo- 
ciente se torna lambem 10 vezes maior, e é  preciso dividi-lo 
por 10 etc. para quo represente a fracção. Por exemplo seja
proposto reduzir ~  á decimaes; para que o numerador 5 seja 

divisivel por 4, é preciso ajunlar-lhe duas cifras; islo é, inul- 
liplica-lo por 100; c tomos então— = 7 5 ;  ora assim torna

mos o numerador 100 vezes maior do que era, e o quociente 
75 tambem è cem vezes maior do que devo ser. Para que 
exprima realmente o quociente da divisão de 5  por 4  è pre
ciso (jue seja dividido por 500; logo o quociente è ~  ou 0,

• 3 •75; temos p o is ^ = 0 ,7 õ . Por outra o numerador õ foi mul
tiplicado por 100 ou reduzido à centesimas; o quarto dc 500  
centésimas é 75 centesimas,ou 0 ,0 7 5 . Não se ajunta as ci
fras ao numerador senão uma depois de outra á medida, quo 
se faz a operação, desle modo as decimaes acham se imme- 
diatamente no quociente. Por exemplo seja proposlo reduzir
^  á fracções decimaes; escrevemos como para uma divisão

ordinaria, e como 45 não ê divisivel por cO ajuntamos uma 
cifra, e fazemos a divisão de 4.'»!) por 50, e achamos no quo
ciente 9; mas 9 representa décimas, porque o numero divi
dendo é 450  décimas, e o quociente de\e ser dividido por 
10, porque o dividendo foi multiplicado por 10.

45  | 50
' 450 0 ,9

450  
ÕÕÕ

Como não fazemos uso das decimaes senão para evitar as 
fracções ordinarias, ó melhor emprega-las para aproximarmos 
dos quocientes, que não podemos obter exactamente; o que 
se faz convertendo cm décimas, centesimas, millesimas etc. os 
restos da divisão, dc modo que possam ser divididos pelo divi
sar, como no exemplo seguinte:



2 io 0 7 8  1 1 2 0  

2 4 0  2 0 4 7 ,2 5

5(i7
4 8 0

~8Õ8
848
1Õ Õ
2 4 0  -

c.oo
600
ÕÕÕ

Tambem esla operação è um .caso particular desta outra 
mais geral; avaliar o quociente de uma divisão em fracções de 
uma especie dada. Para isto converte-se o dividendo em frac- 
çào da especie dada multiplicando-o pelo denominador da frac
ção. Assim para avaliar em 15 avos o quociente dc "i divi
dido por 3, multiplicamos 7 por 15 e dividimos o produeto
1(35 por 3, e temos por resultado que é  o quociente procu

rado.
Exemplos da transformação de fracções ordinarias.
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1 = 0 .5 7 .“
7

800
= 0 ,0 0 8 7 5

2 .°
3

= 0 ,7 5 8 .°
237

1250
= 0 ,2 9 7 0

<■> o 15
= 0 ,8 1 2 5 9 .°

11 = 0 ,0 0 0 6 8 7 518 16000

4.°
17
20 = (V 8 5 1 0 .“

15
1280

= 0 ,0 1 1 7 1 8 7 5

5."
3

= 0 ,0 7 5 11.» t = 0 ,0 0 0 1
50 1000
12 — 0  1 Ki 1 2 .“

1 —  0  0 n f  00ft488-'>8!2.S.0 125
— U , 1 'Ju 2048000 ’

(141) Nem sempre podemos transformar uma fracção ordi- 
naria em uma fracção decimal exactamente; mas podemos 
sempre saber de antemão se a divisão do numerador pelo de
nominador de uma fracção nos dará um quociente exacto ou
não. . , >

Ouando esta divisão nos dá u m  q uocien te exacto, poc-emos 
representar a fracção exactamente cm decimaes; quando não
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dá um quociente exacto, r.ão a podemos representar em de
cimaes exactamente.

1.° Quando o denominador da fracção, é a unidade seguida 
de cifras, a divisão fornece sempre um quociente exacto, e 
sabemos já como devemos representar estas fracções cm deci
maes, mas entSo nada fazemos senão escrever a mesma frac
ção de um mododifferente; ^ = 0 , 1; ^ = 0 , 0 3 .

2.° Quando o denominador da fracção c utn numero, que 
contém somente os factores “2 e 0, que são os factores de 10, 
a Iqacção pode sempre ser expressada exactamente em deci
maes. Quando reduzimos uma fracção a decimaes escrevemos 
à direita do numerador 1 ,2 ,  3, etc. cifras, o que vem a ser o 
mesmo,que multiplical-o por 10, 100, 1000 etc., c dividimos 
então este produeto pelo denominador. Para que se possa ef- 
fectuar esta divisão sem resto é preciso, que o denominador, 
que é primeiro (nas verdadeiras fracções reduzidas àmais sim
ples expressão), em relação ao numerador primitivo, seja um 
divisor ou factor de 10, de 100 etc. (93, 2.° obs. 2 ,a)ora para 
que o denominador seja um divisor de 10, 100, 1000 otc. 6 
preciso que seja 2  ou 5, ou bem uma potência de 2 ou de 
5, ou emfim o produeto de 5 por 2 , ou de uma potência de 
•5 por uma potência de 2.

Assim pois as fracções c*c- podem ser represou-2à 5 4
todas exactamente por decimaes. O numero de algarismos 
decimaes precisos para representar estas fracções, é igual ao 

"numero de vezes, que entra no denominador, aquelle destes 
dous factores que entra mais vezes;por outra é igual á mais alta 
potência d e2 o u  d e5 ,q u c  entra no denominador. Porexemplo

representa-se por 3 algarismos decimaes, porque 2 0 0 = 2 XiüO ■
2 x 2 x r > x o = 2 3 X 52, c de facto - ^ = 0 ,0 1 5 .  E’ precisoob-

O .
servar que multiplicando por 1000 ou por 23X 53  temos

^ y  23 ^
'—'------- ÍL = 5 X o , sunnrimindo os (actores communs; e 3 x

23 X 5 *
5 = l o ,  numerador da fracção decimal . Em todos os mais

1000
casos uma fracção não pode ser representada exactamente em 
decimaes, mas pode o ser aproximativainente. Como os restos 
da divisão do numerador pelo denominador são sempre ne
cessariamente menores que o divisor, c que o numero destes
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restos é indelinito, não podemos deixar dc breve encontrar 
um delles outra vez, e então teremos uma segunda vez o 
inesmo dividendo, que conduz ao quociente, e resto subse
quente que se obteve na primeira vez, e assim por diante: 
achamos assim pois no quociente periodicamente os mesmos 
algarismos na mesma ordem; e como este periodo estabelece- 
se quando encontramos um mesmo resto já achado, e que es
tes restos são menores que o denominador, o numero destes 
restos diíTerentes, que podemos encontrar, e ao mais igual ao 
divisor menos um, portanto o periodo é composto de menos 
algarismos do que o denominador tem unidades, e ao mais 
igual ao numero das unidades do denominador menos uma.

(142) Quando o periodo principia nas décimas chama-se 
uma fracção periódica simples; quando o periodo não princi
pia senão depois de um certo numero de decimaes, chama-se 
fracção periódica mixta. Por exemplo, 0 ,2727272727  è uma 
fracção periódica simples cujo periodo 6 27, e 0 ,013676767  é 
uma fracção periódica mixta cujo periodo é 67, a parte não 
periódica ó 0 ,0 1 3 . As fracções periódicas chamam-se tambem 
circulantes. Seja por exemplo proposto transformar a fracção
^ em decimaes.

60 ( 7
S6 ( 0,8571128 

4 0
lio

~Hõ
49  

•  ■

10
7

~SÕ
28_  

20
14

60

O periodo principia neste exemplo no 6a algarismo, isto c, 
depois de tantas operações quantas unidades tem o divisor 7 
menos uma. *
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15Qív 37________
 ̂ * * ( 0 ,3 5 1 5 5 Í  
190  
185

150
57
Í3Õ
111

190
185
"ÜÕ

37
Tnõ

Xeste exemplo o periodo manilesta-se depois da 3." opera- 
ração muito antes do que marca o divisor 37.

Exemplo:
1 8 / o

1470 ( 875
8 H  \ 0 ,1 6 8
5950
5280

7000
7000
0000

Aqui a fracção é limitada a pesar do denominador 8 7 5 =  
7 x l 2 õ  conter o factor 7; mas é preciso notar, que este mes
mo factor acha-se no numerador 1 4 7 = 7 x 2 1 ,  e que a frac
ção reduzida á mais simples expressão é
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í . °  Exemplo.— Seja proposlo reduzir á decimaes ^

29 0  ( 81
- 5 -  f 0.3'to238l)iJ5  

380 '
410

^00
320

680
800

410

O periodo aqui se manifesta depois da oitava operação, 
mas o que ha de notável é que as duas primeiras decimaes não 
fazem parte do periodo, em quanto que nos exemplos acima
o periodo principia logo no primeiro algarismo.

(143) Aproxima-se tanto mais do valor de uma fracção 
quantas mais decimaes se calculam no quociente. Os rostos 
diminuem muito rapidamente de valor, pois representam sur- 
cessivainente décimas, centesimas. millesimas etc. e como são 
divididas pelo divisor para achar o que falta do quociente 
obtido para ser exacto, pode-se sempre tomar bastantes alga
rismos 110 quociente para que o numero decimal, que resulta 
dilira tão pouco da fracção dada quanto se queira. Para redu
zir uma fracção ordinaria á decimaes, multiplicamos o seu nu
merador por 10, 100, 1000 etc. e dividimos pelo denomi
nador: e por este meio reduzimos a fracção dada á uma outra, 
que tem por denominador 10, 100, 1000 etc.. Por exemplo
seja proposto reduzir ^  á decimaes; o que é o mesmo que re_
presentur esta fracção por uma outra, que tem por denomi
nador 10, 100, 1000 etc.; ora multiplicando o numerador 
e  o denominador desta fracção por 10, 100, 1000 etc. te
mos umas poucas de fracções todas de igual valor, todas equi-

70 700 7000 . . .  
valentes a -  (119j; estas fracções sao ^  ^  rf- -  etc. Os
denominadores de todas estas fracções são divisíveis por
16 exactamente pois estas fracções são as mesmas que as se
guintes : — * • Se nor tanto um dos nume- a 10X10 iliXioo IGXioüo 1 . .
radores é tambem divisivel por 16, podemos dividir tanto o 
numerador como o denominador por 16, e obtemos unia 
fracção de igual valor (119) lendo por denominador 10, 100,



1000 etc. Assim pois toda a questão se reduz a achar um nu
mero 70, 700, 7000 , 70000 etc., que seja di visivel exac
tamente por 16, e è  esle o meio, que empregamos (140) para 
transformar uma fracção ordinária em decimaes. Procedendo 
assim achamos, que 7000Í) é divisivel por 16 sem resto, isto
é, que 7 0 0 0 0 = 1 6 x 1 3 7 5 ,  c que a fracção
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7 . Quando uma fracção não pode ser re- 

JGXIOOOO 10000 1<> 1
duzida á decimaes, é porque multiplicando o seu numerador 
por 10, 100, 1000 etc. nunca chegamos á.um  numero, que 
seja divisivel pelo denominador; nestes casos porem podemos 
sempre achar uma fracção decimal muito aproximada em va
lor da fracção dada. Seja por exemplo proposlo reduzir a frac-
cão =- á decimaes * /

7 | ÍOOOOOOOOOOOO 
14^83712357 etc.

0  quociente neste caso nunca se term.na, é uma repetição 
continua d'um periodo; mas se tomarmos por numerador um 
numero dos algarismos deste quociente, e tomo denomina
dor .1 seguido de tantas cifras quantas foram empregadas para 
achar o quociente, que tomamos para numerador, teremos
uma fracção, que diflere muito pouco de ^-5 que difiere tanto
menos, quantos mais algarismos do quociente empregamos
no numerador, c mais cifras no denominador. Assim

1  <  4  e a  differença é de pois ^  é  <  í~  d e ,^

14 1 „ r iT  - i 2 . SS 1 0 8 , 21  c a dífleiença e de -j^po.s-—  e < ^ d e ^ '

li2  ^  1 |-,v . , <> . 99Í , 1000 . f, 
Íõõõ < 1  e a dtffença e de w  p o . s ^  e <  —  dc— •

E temos na I c o lu m n a  uma serie de fracções, que se apro
ximam cada vez mais de 4> e que differem d’esta fracção por

quantias cada vez menores, como se \é  na 3." columna. Por 
tanto ainda que não possaruos a» liar uma fracção decimal, que



seja exacíamcntc igual a fracção 4 ’ podemos adiar uma, quo
sc aproxime delia, tanto quanto se queira, isto é, que delia 
diffira de uma quantia tão pequena quanto se queira.

E xem plo s- r>E decim aes p e r ió d ic a s .

1.« 1  = 0 ,6 6 6 6  . . ’

ã .° —1 = 0 ,4 2 8 5 7  IV pqriodo 4 2 8 6 7 I .

O o *j> _ o  8 8 ”23529V1 I7G4705, periodo ... l7 , i

í "  12 = f t ,8 9  i 7368 V 2105-26 3157, periodo.
19 r

5 . ° - ^ _ = 0 , 000566663001)0 ’

(14 i) As decimaes definitas, isto é, que tem uni numero 
determinado de algarismos podem ser sempre reduzidas á 
fracção ordinarias, escrevendo-as como fracções, o que não é 
senão uma traducção, e reduzindo n fracção á sua mais sim
ples expressão; por exemplo a decimal 0 ,7 5  converte-se cm
fracção ordinaria. escrevendo-se jj’- ,  quo não é senão um ou- 

t-o modo de representar a mesma quantidade, e depois re
duzindo a fracção á sua innis simples expressão (121) que é 100
l- • Muitas fracções reduzidas á decimaes dão origem á frac

ções periódicas umas simples, outras mixtas; ora uma decimal 
desta especie não pode ser reduzida pelo methodo acima á 
fracção ordinaria, porque o numero de algarismos das deci
maes sendo infinito, não podemos ter para representar a frac
ção senão numeradores e denominadores approxiruadõs; mas 
lemos um outro modo de converter toda fracção decimal pe
riódica simples ou mixta h uma fracção ordinaria. lista ques
tão apresenta dous casos distinctos, 1" quando' v  periódica 
simples, 2o quando 6 periódica mixta.

1” Caso:
F r a c ç õ e s  d e c im a e s  p e r ió d ic a s  s im p le s . A s fracções, que 

tem por denominador um numero qualquer de uoves, não 
tem no perioJo, quando reduzidas á decimaes, senão um al
garismo significativo, que é a unidade. Por exemplo:
íj-= 0 ,1  111 1 etc. ao infinito.
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í— = 0 ,00100100 ! 0 0 1 etc. ao infinito.

E assim <le todas as outras fracções de 3, V, o , G, etc. n o
ves no denominador; pois cada divisão parcial effectuando-se 
sobre os numeros 10 , 100 , 1000 , etc. deixa sempre por 
resto t .  Aproveitando esta observação podemos facilmente 
passar de uma fracção decimal periódica, á fracção ordinria de 
que deriva. Por exem plo ó evidente, que a fracção decimal pe
riódica 0 ,3 5 3 3 3 3  etc. é a mesma que 0 ,1  i 1 1 1 etc. x 3 ;  e co
mo sabemos quo 0 1 111 etc . é o desenvolvim ento d e i-p o d e -

1 o |
mos concluir que 0 ,3 5 3 3 5  e igual á (y  x 8 = y = — • Quando

o periodo ó de dous algarismos compara-se com o desenvolvi
mento d e - '  quando de 3, l  etc . algarismos, com os desen

volvimentos d e ^ ;y - ^ .  Por exem plo 0 ,3 2 4 3 ^ 3 5 2 1  etc. é uma 

fracção periódica de 5 algarismos, é evidente que esta Ir.tcção 

é igual á 0 ,0 0 l0 0 t 0 0 l  etc. X  3 2 4 = ,  ̂ X 5 2 4 = 2 =  £ •

Portanto em geral para achar a fracção ordinaria. de que 
resulta uma decimal periódica sim ples devem os escrever como  
numerador o periodo, com o denominador um numero com 
posto de tantos 9 quantos algarismos tem o periodo.'

1.° Exem plo. Qual a fracção ordinaria igual á 0,66l> etc 
n L <* 2
° ’ <1“

• ■ , , 3fi 1
2." Reduza-se 0 ,3 0  a fraccão ordinaria 0 , 5 0 = ’— = — - "uí( 11
2° Caso:
F r a c ç õ e s  iu-cimaes p e r ió d ic a s  m ix.tas. Se o periodo não 

principia com o primeiro algarismo decimal podemos trans
ferir a virgula para logo antes do periodo, e avaliar a frac
ção principiando deste algarismo som ente, considerando como 
inteiros os que ficam á esquerda; não teremos assim mais que 
fazer senão depois dividir o resultado por 10 , 100, 1000 etc . 
conforme o num ero de lugares, dc que se tem feito adiantar 
a virgula para a direita, pois por esta operação m ultiplicam os 
a fracção por 10, 100 , 1000 etc.

Por exem plo na fracção 0,32-4141 etc. o periodo principia 
n o 3o algarismo decim al , e os dous primeiros não fazem 
parle d’olle ,pondo a virgula depois do 2o algarismo tem os que



avaliar a fracção 32,4141' etc., a parte periódica corresponde á ̂i ^ j
i \  temos pois por resultado 3 2  mas esta fracçSo é igual

á 3 2 ,4 1  , que é cem vezes maior que a fracção 0 ,3 2 4 1  :

(141) para achar o valor de 0 ,3 2 Ü  é preciso dividir 3 2

por cem, e assim temos à final ^jõ+j^õõ ou reduzindo ao mes-
, . , 32X99., 41 3-209 

mos denominador
Este calculo pode ser simplificado do modo seguinte: em

lugar de calcularmos , podemos prim eiram ente

transformar 32X9!) em — — "~°° e então tem os iransiormai ggoi) em 99{K) —  ay00)
3 2 0 0 - 3-2 . 41 __3241 —32
" 9‘JOuT' 990ü 990ü

Para converter uma fracção periódica mixta em fracção 
ordinaria , devem os tomar para numerador a parte nflo pe
riódica, e mais o periodo, diminuído da parto não periódica, 
e por denominador tantos noves quantos algarismos tem a 
parte periódica, seguidós de tantas cifras quantos são os alga
rismos da parte não periódica.

Exemplos:

1.° A' que fracção ordinaria corresponde 0 , 1 3 8 8 =
S f  13X 9_8 —I3X(10—1) 8 '-130—13__133—13

900 900 900 900

-í . °  Qual é a fracção ordinaria equivalente á 2 ,4 1 8  efc.
2-4-0 418 * —— = — = -  por lanto 2 ,4 1 8 = 2  H?.

“  ’ 99ü — 990 495 55 1 5o'

(Í45) Observação. Para formarmos uma ideia exacta da 
natureza das fracções periódicas quando expressadas em frac
ções ordinarias é preciso considerar, que a fracção periódica 
t* uma expressão, que se aproxima tanto mais da fracção or
dinaria equivalente . quantas mais decimaes se tomam em 
consideração, eque a fracção decimal não tem limite. Seja por 
exemplo proposta a fracção decimal 0 ,9^ 99  etc. atè o infini
to, o valor d’esta fracção é pela regra acima i = l , a s s i m  re

presenta a unidade. Entretanto seja qual for o numero de 9 que 
tomamos,nunca teremosexactamente a unidade por resultado,
se tomamos o primeiro algarismo temos jj?  e a unidade è
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igual á logo ^ = 1 — ~  , e falta um decimo para que 

soja a fracção igual á 1. Sc tomamos dous algarismos temos
~  a unidade ó igual —  > logo —  =  1— —-  assim pois já o 100, °  100 b 100 100, 1 J
valor se aproxima mais da unidade porem ainda ha uma dif
ferença de í— ’ e assim por diante — - = I  — í— , — | —  ' 100 1 1000 1000 10000

de modo que podemos aproximar de 1, tanto quan

to quizrrmos, som porém nunca ohlcr exactamente este va
lor. A unidade aquiposs não è senão o que so chama cm 
mathematicas um limite, cuja expressão é 0 ,9 9 9 9 9 ... do qual 
se aproxima tanto mais, quantas mais decimaes se tomam. Dó 
mesmo modo as Iracções, que achamos como equivalentes das 
decimaes periódicas , ou que dão origem a estas decimaes, 
são limites , por exemplo 0 ,33333  etc. aproxima-se tanto
mais de j  quantas mais decimaes tomamos, pois 'j—’ por ex

emplo difiere de r d e 0- ,  Poisí----- - = l - ~  L = ; r  ’ —  differc1 3 3(1 1 3 to 30 30 30 100
, 1 , 1  • 100 99 1 • ,
de3-Je3Õ5’P0,S3ÕÕ-3ÕÕ= 3rô5 ° 3SSim P°r

(146) Podemos sempre saber á priori se uma fracção dá 
origem á uma decimal periódica simples ou mixta.

Já sabemos (141), que quando uma frzcção tem por úni
cos factores 2  c ã  no denominador, a fracção decimal é ex ac 
ta, e que quando tem outros factores <• periódica.

1 .* Quando o denominador de uma fracção não contem ne
nhum dos factores 2 ou 5, a rcducção desta fracção em deci
maes dá origem á uma fracção decimal periódica simples.

Reduzindo esta fracção á sua mais simples expressão temos 
uma fracção irreduzivel, cujo denominador não contém os 
factores 2  e 5; a conversão desta fracção cm decimaes dá 
orieem a uma fracção decimal periódica.

Demais o periodo deve principiar logo pelas décimas, por
que se essa Iracção fosse periódica mixta seria equivalente á 
uma fracção ordinaria tendo um denominador terminado por 
uma ou mais cifras (114) esta fracção sendo igual á uma frác- 
ção irreduzivel cujos denominadores não contém os factores 2 
e õ de 10, todos os factores 2 e  5 de seu denominador devem 
entrar no seu numerador, que deverá por tanto ser terminado 
á direita por uma cifra afim dc que possa ser divisivel por 10; 
mas i>to é impossivcl, pois para isto seria preciso, que o ulti-

A
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1110 algarismo da parte não periódica fosse igual ao ultimo da 
parte periódica, o que não pode ser. O periodo pois principia.
logo nas décimas. Por exemplo seja proposto reduzir ~Do
cujo denominador não contém os factores 2 e 5 á uma deci
mal; esta fracção simplificada lica sendo ou a divisão

de 2 por 21 não pode fornecer senão um periodo, que prin
cipia desde o algarismo de décimas; pois supponhamos, que dá
pelo contrario um periodo mixto como 0 ,23436 , sendo o pe
ríodo 50, a regra dada para reduzi-la á uma fracção ordinaria é
^  esta fracção deve ser igual á portanto todos os
factores 2 c 5 do denominador 1)900 devem desaparecer , o 
que exige que 2 3 4 5 0 —23V contenha estos factores, portanto 
este numerador deve ser divisivel por 10, e seu primeiro al
garismo a dsreita deve ser uma cifra; 6 preciso pois, que ti
rando 234 de 23136 o primeiro algarismo á direita .tio resto 
seja uma cifra; o ultimo algarismo 4  da parte não periódica, 
deverá ser igual ao ultimo algarismo li da p irte periódica; o 
que é contrario a bypothese, pois que então o periodo Seria 
23636 , etc. e principiaria no segundo algarismo; do mesmo 
modo se prova, que não pode principiar senão no primeiro al
garismo decimal.

2 .° Quando o denominador de uma fracção irreduzivel con
tém os factores 2 e 5 combinados com outros fífetores , a 
reducção desta fracção á decimaes dá origem á uma fracção 
decimal periódica mixta: e o numero de algarismos decimaes 
nãQ periodicos, que se acha entre a virgula e o  periodo, é 
igual ao numero de vezes', que aquelle iios factores 2  ou 5 
que entra mais vezes como factor no denominador da fracção 
é contido neste denominador. Por exemplo seja proposto re
duzir á decimaes a fracção o denominador 2 i7 5 0 = 2 X

3 x 5 x 5 x 9 9 ;  o numero 99 nâo sendo divisivel nem por 2 
nem por 5; o denominador contém 3 vezes o factor 5 e uma 
vez o factor 2 . Esta fracção deve d.ir origém á uma decimal 
periódica mixta tendo uma parte não periódica contendo 3 
algarismos. A divisão de 5397 por 2V750, dá um quociente 
periodico mixio, pois se tivessemos um quociente periodieo 
simples 0 ,3737  por exemplo, este deveria representar a frac-
íüo ~  que seria igual á fracção —97 .; ora estas fracções redu- 

. ' 2Í750
zidas ao mesmo denominador, tem por numeradores 3 3 9 7 x 9 0
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<: 24750x5”, que por hypolhese devem ser igu.ies. O deno
minador da fracção proposta é divisivel por 2  e por 5, o pro
dueto 24750x37 tambem é divisivel por 2 e p o ro ; mas 
3397x99=37x24730, logo o produeto 3597x99 è divi-

OOQT # • • t
sivcl por 2  e por 5; mas a fracção j j—q sendo irreduzivel, seu
numerador 3397 nâo pode conter nenhum dos factores pri
meiros 2  e 3  do denominador 24750; seria pois preciso que
99 fosse divisivel por 2 e  por i>, o que não é possivel, pois 
que numeros terminados por !) não são divisíveis nem por 2  
nem por 5 . Portanto podemos concluir, que a divisão de 
8397 por 24750 não pode fornecer um periodo simples, r 
como o quociente è periodico, segue-se, que é mixto.

Agora resta provar, que o denominador contendo 3 vescs
& e uma vez 2  por factores, a parte não periódica do quocien
te da divisão de 3597 por 2 4 750  deve conter 3 algarismos. 
O denominador 24750 s e n d o = 2 x 5 x 5 x 5 x 9 9  para fazei 
desapparecer os factores 2  e 5 contidos neste denominador 
devemos multiplicar o numerador poi 10x 10xt0=2x->x  
2 x 5 x 2 x 3 ,  o que vem a ser o mesmo que multiplicar 
a fracção por 1000, e supprimir depois todos os factores 2 e 5 
contidos nos dous termos da fracção. Effcctuando a operação 
temos

^ 3 9 7 x 2 x 5 x 2 x 5 x 2 x o  3397 x 2 x 2  15588 
2 x 5 x 3 X 5 X 9 9  =  99 =  99

0  denominador 9 ‘J desta ultima fracção nâo coiilém mais 
os factores 2  e 5 , a divisão de 13388 por 99 dà pois um quo
ciente periodico simples.

Mas para desta fracção tirar o valor verdadeiro da fracção
primitiva ^ r ç j'  f! preciso dividir « periodo simples por 10

trez vezes, ou por 1000 o que é o mesmo que adiantar a 
virgula de tres lugares para a esquerda. Por tanto o quo
ciente de 3397 divididos por 21750 contém 3 algarismos de
cimaes entro a virgula c o periodo; de. facto fazendo a divi-
sSo achainos 0 ,1 572.V2525 etc. O mesmo raciocinio applica- 
f-e à qualquer outro exemplo, e assim esta propriedade é 
geral.

(147) Quando uma fracção decimal uão é senão aproxi
mada, ou quando não conhecemos o periodo, o problema de 
•a reduzir ;} uma fracção ordinaria apn*onta uma inliniiiwh'
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<Jü sokn;ões pois 0,75,0-,756,0705 são iguaes
que reduzidas á decimaes tem 0,75 por primeiros algarismos,

l  i.°

lias apnKiumçõcí esu «lecimacs.

(148) Os numero!» decimaes não são, quase sempre, scnâo 
números, que representam as fracções aproximadamente; poi* 
só quando o namorador é um múltiplo de 2  ou 5, è que a frac- 
ção pode scr representada exactamente em decimaes. Para os 
uzos praclicos podemos nos contentar com urna aproximação 
determinada, que não exceda uma certa fracçâo da unidade 
dada.

Para se obter o valor de um numero à monos de uma uni
dade dcciinul de uma ordem dada, basta supprimir todo* os 
algarismos, que exprimem unidades de ordem inferior. Por 
exemplo 0,1 4 -8  é uma fracçâo muito aproximada do valor de —
mas 0 ,H 2 8 5 7  é ainda mais apr®ximada, e 0 ,142857112856 
ainda mais. Por tanto se para o fim, que temos cm vista nos
basta achar o valor de ~ á monos de um centésimo", to m a
mos a decimal 0,1 4 para represental-a; se queremos ter o >a- 
lor desta fracção á incnos de um millesimo tomamos 0,142 
para represental-a, e assim por diante.

Quando um numero não é terminado por uma serie infi
nita de 0, a totalidade dos algarismos, que se supprimem 
para a direita tem stítnpre um valor monor que uma unidade 
da ordem do ultimo algarismo conservado. Por exemplo, 
37,46785 etc. supprinnndo o que fica á direita de 6 centesi- 
inos, a parte supprunida é 0,00785, numero menor, que a 
fracçâo periódica 0,00999, ou que um centesimo.

Para nos aproximar o mais possivel do valor do um nu
mero decimal, quando se supprimem muitos algarismos á sua 
direita devemos distinguir :t casos: 1° se o primeiro algaris
mo que segue o que conservamos é menor que 5, supprimimos 
este algarismo e os que lhe ficam á direita;2°sc o algarismo que 
supprimimos é maior que 5 ou igual á o, mas seguido de um 
algarismo significativo, devemos, supprinfindo-os, augmenlar 
o ultimo algarismo conservado de uma unidade; 3o se o al- 
garismo supprimido è o, mas não è seguido de algarismos sig-

19
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niücalivos, podemos deixar o ultimo algarismo conservada 
sem alteração, ou augmenta-lo de uma unidade. Em todos es
tes caso» o erro nSo pode exceder uma metade da unidade da 
ultima ordem conservada. Supponhamos, que medimos uma 
distancia, e achamos, que tem 17,846217 de legoas. Pode
mos então dizer, que a distancia è de 17 legoas, se nâo pre
cisamos de grande exactidâo, dispresando as fracções; mas este 
numero apesar de ser o numero inteiro de legoas da distan
cia, não è o mais aproximado, pois já que a distancia 6 de 
17 legoas, e de mais 8 décimas da legoa, é por consequencia
maior que 17 legoas, è mais aproximado da verdade dizer,
nue è de 18 legoas, pois neste ultimo caso o e rroê  de menos 
de meia legoa, quando dizendo 17 o erro é de mais de meia 
legoa. Se precisamos de mais exactidâo,e quisermos tomar em 
«onsideração as décimas partes da legoa, devemos dizer que a 
distancia éd e  17,8 legoas, porque entao apesar deste numero 
ser muito pequeno de 0,046217 nâo é tanto menor quanto
17,9 seria maior, e o erro éde menos de i- ou de i-de um déci
mo. Se quisermos ter a mesma distancia exocta até centesimos 
é mais correcto dizer, que é de 17,85 do que de 17,84, pois
o ultimo ò muito pequeno de 0,005217 que é mais que 4,

de—  ou 0,005, e 17,85 é muito grande de menos que 0 ,005 .
Como nos cálculos em que empregamos decimais o que 

queremos quase sempre é uma aproximação, é bom mostrar 
como podemos simplificar as quatro operações sobre decimaes, 
de modo á conservar no resultado o gráo de exactidâo, ou de 
aproximação, que achamos necessário para o fim que temo* 
em > ista.

(149) À’ respeito da addição e da subtracção pouco temos, 
que di*er. Para sommar por exemplo uns poucos de números 
decimaes, querendo ter na somma decimaes de uma ordem 
dada somente, podemos despresar nos números todos os al
garismos decimaes inferiores aos que queremos conservar na 
somma, tendo as cautelas indicadas em (Ü 8 ) .  Seja proposto 
sommar 0 , 0087o, « 0.237B com exactidâo até millesimas: te
mos pela regra.

0,001*
0.298

0 ,0 0 8 7 5
0 ,2 9 7 6

0,:H)7 0 .30835
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Maiscxacio seria neste caso tomar «•> decimaes da? nume
ros até os algarismos de um gráo menor, que os que quere
mos conservar— por exemplo:

0 ,008*
0,2976
õ ^ n êT

E esta somma é exacta até millesimas.
Para a subtracção devemos proceder do mesmo modo: sajs 

proposto achar a diíTerença entro 0 ,0 1 3a11ü37oc 0 ,0 1 1 7  1 875, 
com exactidão até millesimas: tomamos os numeros até déci
mas millesimas, e temos

0 ,0 1 3 6  0 ,0 135543875
0 ,0117  0 ,0 1 1 7 1 8 7 5
0,0029  Õ,0028369375

resultado exacto até millesimas.
(159) Seja proposto multiplicar 0 ,0 2 5 3 í por 0 ,03256  

conservando no produeto só tres lugares decimaes, isto é, 
achar este produeto exacto até as millesimas. Pelo modo or
dinário devemos fazer a operação assim

0 ,03256
0,02534

13Õ?Í
97(18

16280
t)512

0 ,0 0 0 8 2 5 0 7 0 V

E temos muito trabalho inútil, pois devemo» despresar to
dos os algarismos conservando só os õ  primeiros, augmentan- 
do o ultimo conservado de uma unidade de modo que temos 
0 ,0 0 ! .  Podemos abreviar esta operação do modo spguinte. 
Sejam os numeros à multiplicar os seguintes 8 ,7 4 6 2 5 ,  e 
2,34567; e queremos o produeto exacto até décimas. Basta 
que nas multiplicações, do multiplicando por cada algarismo 
do multiplicador o ultimo algarismo á direita dos produetos 
parciaes representem millesimas, isto é, unidades cem vezes
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minores que as do primeiro algarismo ú direita do produeto,
que se quer achar, pois as de ordens inferiores nSo podem 
alterar este algarismo; portanto podemos proceder do modo 
seguinte. .

Tomam se os multiplicando e multiplicador só ats mitlasi- 
mas e enlAo temos.

mas, o erro no produeto parcial e < 0 ,0 0  ) 9 9 x 2  ou que 
0.001  X 2 = 9 ,0 0 2 .  Do msstno modo nos 3 outros produeto»

De mais despresandose o r^sto 0 ,00007  do multiplicador 
o erro, que resulta no produeto total è menor qne 8 ,7 1 6 2 3 X  
0 ,0 0 0 9 9 , ou que 8 ,7 4 8 2 3 x 0 ,0 0 1 = 0 ,0 0 8 7 1 6 2 3 .

0  erro no produeto total é menor que a somma 0,002-f- 
0 ,0 ü 3 - f0 ,0 0 l- f0 ,0 0 5 - f0 ,0 0 8 7 í6 2 3 ;  este erro pois è eíTec- 
tivamenle menor que 0 ,0 2 0 7  4023 <  0 ,1 , isto é, menor (pie 
um décimo.

Para facilitar o calculo que acabamos de fazer, observa
remos que o que queremos e multiplicar duas fracções deci
maes uma pela outra, dc modo que se conserve no produe
to um numero dado de decimaes , e poupar o trabalho dc 
achar os outros algarismos decimaes: ora é evidente, que po
demos escrever o.s algarismos do multiplicador cm uma or
dem inversa (1321 em vez de 125 í) com tanto, que na ope- 
raçlo se remova cada linha um lugar para a direita . cm vez 
<\e para a esquerda. Por exemplo

2X 8,746  

0 ,3 X 8 ,7  í

874fi 17 82

0 ,0 4 X 8 ,7  =  0 ,5 4 8  »

0 ,0 0 5 \'8  =  0 ,0 4 )  » 
20,502

í)e facto pelo modo porque procedem >s, q:ian lo multipli
camos o multiplicando por 2  unidades do multiplicador, des
prezamos no multiplicando as unidades inferiores á millesi-

O produeto precurado é pois 2 0 ,ti.

parciaes os erros sflo respectivamente menores que

0 : 3 X 0 0 1 = 0 ,0 9 3  
0,04 x O l = 0 ,0 0 4  
0,00ox 1=0,005
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25^1 2221 
1234 4:i21 
8884  2221

0663 * W2
4 t l  2 6(563 

222 t 8884
27407T i 2740714

Seja egora proposta multiplicar 34S,841 4 por 51 ,50742  
conservando sò 4 decimaes no produeto, invertendo o multi - 
plirndor, c procedendo como explicamos tomos:

518 .8414
2470315

17442070  
3488 414 
1048524  

24418  
1395 

03
4 7898,1522

898
.'GÍJG
66828
23188

Cortando por uma linha vertical as 4 primeiras decimaes. 
e as columnas, qae as produziram, é evidente, que forman
do a nossa abreviação temos de conservar; 4.° tudo o que li- 
ca á esquerda da linha vertical; 2 .°  tudo quanto è levado da 
primeira columna à direita da linha para a sua esquerda, 
considerando a primeira columna á esquerda da linha verti
cal vemos que 4, 4, 8 , 5, 9, provèin, o primeiro da multi
plicação de 4 por 1; o 2 .°, 4 , de 1 x 3 ;  o 3.°, 8 , de 8 x 7 ;
o 4 .° ,  5 , de 8 x 4 ;  o 5 .° 9 . de 4 x 2 .  Se pois arranjasseinos 
o multiplicando e o multiplicador invertido do modo se
guinte:

3488414
247031S

cada algarismo multiplicador se acharia colloeado debaixo do 
primeiro algarismo do multiplicando empregado com elle pa
ra formar os primeiros algarismos decimaes ; e devemos no
tar. que o algarismo , que representa unidades no multipli
cador 5 1 ,30742 . isto é, 4 tica por baixe de 4 , quarto algarif-
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mo decimal do multiplicando. Se nada proviesse da direita 
da linha vertical, a regra seria: Escreva-se o multiplicando e 
por baixo o multiplicador invertido, de modn que o algaris
mo das unidades d'este ultimo fique por baixo do algarismo 
do multiplicando das unidades da ordem menor, que so quer 
conservar no produeto. Depois faça-se a multiplicação, como 
de costume, despresando porem os algarismos do multipli
cando, que ficam á direita d'aquelle do multiplicador porque 
se multiplica; e escrevam-se os produetos parciaes, de modo 
que os seus últimos algarismos á direita fiquem uns por bai
xo dos outros n’uma só columna.

Para seguir esta regra de modo que se iome cm conside
ração o que provem da primeira columna á direita da linha 
vertical, é preeiso notar, que estes números contem duas par
tes, 1.*, a que resulta directamente da multiplicação dos al
garismos do multiplicador pelos do multiplicando, que lhe fi
cam .i direita; e 2.® a que provem da somma da columna, que 
lhe fica á direita.

A primeira pode ser apreciada prinçipiando a multiplica
ção de cada algarismo do multiplicador pelo algarismo do 
multiplicando, que lhe Gca ii d ireita , e levando as dezenas 
para o algarismo irnmediato, como se costuma fazer, sem 
escrever as unidade*; mas ambas as partes podem ser toma
das em consideração ao mesmo tempo com bastante exacti- 
dão, levando I desde 5 até 15, 2, desda 1o atè 2.>, isto e, le
vando o maísproximo numero de dezenas; em yez de em 37, 
por exemplo , levar 3 , leva-se 4 ; porque 57 aproxima-se 
mais de 40, que de 30. Assim masmo o ultimo algarismo 
não serà exacto, mas o erro pode ser evitado fazendo a mul
tiplicação de modo que se conservo no produeto um algaris
mo decimal mais do que se precisa, e a regra geral então é 
a seguinte. Escreva-se o multiplicando, c por baixo o mul
tiplicador invertido de modo que o algarismo, que no mul
tiplicador primitivo representava as unidades, fique por bai
xo do algarismo do multiplicando , quu representa unidades 
da menor ordem , que se quer c.onservar no produeto. De
pois na multiplicação despresam-se todos os algarismos, que 
ficam á direita do que serve de multiplicador parcial, e es
crevem-se os produetos parciaes de modo que os últimos al
garismos a direita fiquem todos em uma columna vertical 
uns por baixo dos outros, tendo porènt o cuidado de ajun
tar a estes últimos algarismos de cada produeto parcial , «s 
dezenas provenientes da multiplicação do multiplicador par-
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ciai pelo primeiro algarismo á sua direita no multiplicando, 
augmentado de 1 , ([uando estos producto* dão 5 atè 14 , 
de 2, quando dão 15 atè 24; de 3, quando dflo 25 atè 34 
etc., e a somma do todos estes produetos parciaes será o pro
ducto procurado exacto até o ultimo algarismo á direita.

Exemplos.

27 ,14986X 92,4:1053—afoi 4 lo#ares decimae».

.27,14980
.*>301429

2'* 434874 
542997 
108599 

2715 
81 
14

2508,9280

27,14986
2 9 ,4 1 0 3 5

i á 574930
81 44958

2714 986
108599 44
542997 2

24Í3 Í8 7 4
2508,9280 650510

E x e m p l o  2 / — 128,67843x38,2403, consertando só tres 
decimaes no producto.

Resposta 4921,464

Exemplo 3.°— 0,248264x725234, conservando 6, 5, c 4 
decimaes.

Resposta 0,180,049, 0.18006, 0 ,1800

Exemplo 4.°— 4745,079x751,751,4549 conservando no 
producto só inteiros.

Resposta 3569163

(151) Também podemos fazer uso de uma divisão abrevia
da fundada nos mesmos principios. Por exemplo seja pro
posto dividir 16,80437921 por 3,142, levando a divisão até 
um numero dado de algarismos decimaes, 5 por exemplo; pe!» 
modo ordinário lemos:
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I0 ;8 0 i3 “9-2I 
15 TIO

10ÍH5
9 i2 0
15177
12568
200Ü !♦
2515 (i

í!0 ih1
91 20
~ 2 ÕÕT

5,1 íâ
5,34830

Coilc-sa por i i m i  linha vertical como in  multiplicaçâo to
dos os algarismos que fioam á direita do primeiro algarismo 2 
do ultimo resto 2001. Coma na multiplicação podemos achar
o que lica á esquerda desta linha por um methqdo abreviado.

Depois do que temos dicto, tnetando da multiplicação é 
inutil entrar em mais particularidades, e podemos dar logo a 
regra geral para dividir um numero decimal por outro con
servando no quocientc so um numero dado de algarismos de- 
cimaes.

Tomam-se tantos algarismos para a esquerda no divisor quan
tos sSo Ôs algarismos inteiros e decimaes, quo so quer con
servar no quociento, e divide-sc o dividendo por esto nume
ro. Depois cotisidera-so cada resto como um novo dividendo;
o divide-se cada um pelo divisor diminuido successivamente 
de um algarismo á direita, tendo o cuidado de augmentar o 
valor dos que ficáo sendo preciso conforme a regra, dada na 
multiplicação.

Quando o divisor nflo tem tantos algarismos, quantos d e 
vem ser conservados no quocientc principia-se a divisão do 
modo ordinário com todos os algarismos e continua-se assim 
até que o numero de aigarismos no divisor, e os que ainda te
mos de achar no quocientc s5o iguaes, então omprega-se d 
abreviação acima indicada.

Exemplos. Divida-se 2508, 92S0 (5051 por 92, 11035, 
«•onséfvando só i  decimaes no quociento.
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2508,923C2Col 92,il05{5

080721 2 7 ,1498  '
13849

ÍC08
912
79

o
<

l\ira rnolhor inlclligencia desta abreviação faremos a compa
ração deste modo de dividir com o modo geral e usual

2,‘>08,92806051 
1848207
tit)U721 92410
(>46872 7

13849 9241
9241 1
4608 924
3 6 9 6 4

912 92
828 ~9

79 9w i <> 8= ;27

92,4-103(5

2508,92806051 1 92 ,41035
66072106 271498  

15848(510 
46075750  

91116605  
7 9 4 7 2 9 0 í 

5 5 4 4 6 2 I

lixettjplo 2.* Divida-se 7 2 1 ,1 7 5 6 2  por 2 ,25782  conser
vando o  decimaes no quociente.

Resposta 319 ,407
Exemplo 3.° Divida-se 37 ,10-í38  por 5 7 1 5 ,9 6  conservan

do 5 decimaes no quociente.
Rosposta 0 ,0 0 6 4 9

('152) Na multiplicacâo e divisão de fracções decimaes,c inu-
-  20



i W ÈXtiMfcYfOS

lil conservar t-.o produeto ou no quociente rnai> algarismos cítí- 
eítuaos do (jue os que são exactos nos multiplicadores etc ., quo 
produzem o resultado. Supponhamus, que 9 ,9 8 , e 8 ,9 6  são 
dous numeros aproximados até as centenas, isto e, que não 
possam ter.de erro senão uma melado de ceulesjinas. O va
lor verdadeiro dc 9 ,9 8  acha-se enlre 9 ,9 7 3 , e 9 ,98S; e o de 
8 ,9 3  entre 8 ,9 5 5 , e 8,-SOS. P. r tanto o produeto dos nu
meros exactos, que representam estes dou? numeros aproxi
mados deve-se achar enUv 9 . ' ; ' 5 x  í,9<'>'>, e 9 ,9 8 3 X 8 ,9 6 3 . 
isto é. tomando nos produetos ires lugares decimaes entre 
89 ,5 2 6 , e 89 ,5 1 0  O produeto dos numeros aproximados <■ 
0 ,9 8 x 8 ,9 6 = 8 9 ,4 2 0 8 .  Por eonsequencia no presente caso 
nâo podemos considerar, como exactos senão, os algarismos, 
que exprimem inteiros neste produeto, á saber, 8!), ou talvoz
o que representa décim as.

A razão ('■ que o erro convnettido em tomar o numero
8 ,9  i, apezar de não passar de centesimas liei por meio da 
multiplicarão elevado á 9 .9 7 5  vezes estas centesimas , ou 
quase 10 vezes , o que altera o valor das décimas. Quando 
pois multiplicamos dous numeros aproximados um pelo ou
tro o produeto tambem não é senão aproximado; c ó preciso 
conhecer até que ponto esta aproximação ó levada, para po
dermos julgar do numero dc decimaes exactas no produeto, 
e n.io fazer cálculos inúteis, procurando algarismos decimaes, 
que devemos depois necessariamente desprezar , para sermos 
conseqüentes com os princípios admiltidos nos dados do cal
culo. Sejam pois 55 e -23 dous factores inteiros aproximados
á menos de meia unidade ou de —  o produeto exacto <■ 

pois comprchcndido entre (5 4 -j - j )  X ( 2 3 + . j ) ^ = 5 Í X  2 3  +  

(2S+5'ÓXj  +  4 .  .<• ( S * - t I .X ? 2 5 - j ) = 5 i X 2 3 - ( 2 3 +  

(
, O produeto aproximado é Ü 4 x 2 õ . Assim pois o orro pode

ser de para mais ou para menos, quando o erro 6 no

mesmo sentido em ambos os factores; mas se sfio em sentido 
coatrario, r/um sendo para mais, n’outro para monos o erro é

menor; pois («oi— jX (2 ã ^ -l .= r i-4 x 2 3 -f5 Í X  2 3 x | -  — 
» . 
í *

Assim pois dcvwrioi aproveitar na pratica esta observação,
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« tractar sempre na multiplicado d': dous factores aproxima- 
(ios de tomar um em excesso, e.outro em falta, e não ambos 
em excesso ou em falta

Se os factores são exactos somente até decimaes então o er
ro será menor, e determina-se do mesmo modo. Por exemplo 
sejam òs factores 9 ,9 , 8 ,0 , exactos á menos de uma decima
(9,9 ± i )  x  ( 8 , 9 ± Í55) = 8 ,9 X 9 ,0 + ( 9 ,9 ± 8 ,1) ) X 1Í! +

T(ii5; 0 L'iro l>ois é 110 (S "9 ± 9 >9  ) x T5>= ! ; í 2 r ;!-
Se são exactos até centesimos como 9 ,9 8 , e 8 ,9 8  o erro é

íí • t  c assjnl p0 r  d ia n te .
200 • • ■ < ' ■ ■ ! A somina destes dous numeros dhididos por 200 o iguai

á 0 ,0947  e o produeto destes dons numeros é igual á 8 9 ,4 2 0 8  
que pode ter um erro, de 0 ,0927  para mais ou para menos; 
assim ' « ‘> ,4 2 0 8 + 0 ,0 9  * 7 = 8 9 .5 1 53 e 8 9 ,4 2 0 8 —0 .0 9 1 7 =  
89 ,5261; são os limites entre os quaes acha-.se o prouucto; 
assim vemos, que no caso presente não podemos dependei' 
da exactidão até décimas; pára que o algarismo decimal tosse 
exiiclo seria preciso, que o erro não excedesse de ,0 ,0o , e 
aqui póde scr de mais 0 ,0 9 . Quando os erros se compensam 
ou slo  cm sentido contrario oos fa< tpres. no produeto o erro 

. . • , íí.tis -- R.9IÍ „ n n v | .
é muito menor pois o entao igual — — —- = 0 ,0 0 o l .  A le-
gra para achar o valor do çrr> é tomar a spmtua do 
multiplicador e do multiplicando, dividil-a por 2, e mudar a 
virgula tantos lugares; para a esquerda quantos são os alga
rismos decimais exactos no multiplintndo e mullipiicaudor.

Na divisão procede-se, como na multiplicação tomando <> 
divisor e o dividendo, em voz d'1 multiplicador e multipli
cando, e procurando o quociente deste numero dividido pelo 
quadrado do divisor. Por exemplo seja proposto di\idir 
17 ,324  por 5 5 ,8(T9, ambos numeros exactos até os millesi-
mos; temos ------- 7>--------=  «w>,oin> que pela re^ra acima n

reduzido á 0,3G5<U‘>, e dividindo este numero por 55,8'>9 X
5 3 ,8 0 9  temos l)' <l>)W>-------- —  0 ,0 0 0 2 . Assim o quociente<>3,809X53,800 .
destes dous numeros pode ser exacto aíé, i  lugares de deci
maes.

(153) Podemos fazer as quatro operações arithmeticas com 
decimaes circulantes ou periódicas, achando no resultado pe
ríodos. As fraeeõcs periódicas, como sabemos, <v) simples ou



inixtas; ckamam-se tambem semelhantes, quando o periodo 
principia no mesmo lugar decimal, como por exemplo
0 .3 5 5 5  c 42 ,7534034; dissemelhantes, quando nSo principia
no mesmo lugar, como 0 ,2 5 3 2 5 3 , c 0 ,4 7 5 2 5 2 . As fracções 
periódicas são conterminaes, quando o periodo acaba no me*-
mo lugar decimal; como 0 ,12555  etc. e 0 ,3 5 4 3 5 4  etc. Süo 
semelhantes e conterminaes, quando os periodos acabam e
principiam no mesmo lugar decimal; como 53 ,2753753  etc.
e 4 ,6325325  0 ,4 6 3 2 6 3 2  etc.

(154) a d d içã o  d e  fr a c ç õ e s  PEaioDiCAS. — Para achar a 
somma de muitas fracções periódicas devemos tonnd-as seme
lhantes e conterminaes, e então sommal-as como se lossem 
numeros inteiros assentando n o  ultimo algarismo á d ir e ita  as 
dezenas provenientes du addição dos primeiros a lg a r ism o s  dos 
periodos.

Para tornar duas fracções periódicas semelhantes basta con
siderar o periodo como principiando em ambas no mesmo lu
gar decimal, considerando um ou mais algarismos do princi
pio do periodo, como não fazendo parte delle; por exemplo 
Ó,12(o) e 4,(103) podem licarsemelhantes considerando o pe
riodo lG 3coino principiando no 3° algarismo, e entao temos
4,10(310)316 etc. e ficando 16 no principio como numeros 
não fazendo parte do periodo, que em vez de ser 163 á prin
cipiar das décimas è entíio 3H i. á principiar das millesimas.

Tornam-se os periodos conterminaes fazendo com qüe os 
periodos acabem no mesmo lugar decimal; por exemplo, de
pois de termos feito as fracções 0 ,1 2 3 , c 4 ,163  semelhantes, 
reprcsentanüo-as pelas fracções, 0 ,1 2 o , e 4 ,1 6 3 1 6  . podemos 
fazcl-ascontèrminaesrepresentando-as por 0 ,1 2555 c 4 ,1 6 3 1 6  

Assim para sommar-tis fraccões 0 ,1 2 5 , 'i,Í0:> í , 71-15 c
2 ,34  devamos tniual-as seinrlbantes e routefminaes o que sc 
faz do modo seguinte:
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Scmelliantrs roírtèrininal.

0 ,1 2 5 = 0 ,1 2 (5 ) = 0 , 1 23o5o555555oo
4 ,1 6 3 = 4 ,1 6 (3 1 6 ) = 4 ,1 6 3 1 6 3 1 6 3 1 6 3 1 6
Í ,7 Í 4 3 =  1,71(4371) = 1 ,7 1 4 3 7 1 4 3 7 1 4 3 7 1
2 ,3 Í = 2 ,5 4 (5 4 ) — 2.5454342254o  55 i

<S,54854188111607



Tambem [iodemos empregar outro meio , q u eé  quase tão 
conveniente como este ç menos complicado. Por exemplo
seia proposto achar a somma de 0 ,3  e 0 .1 3 5  , reduzindo á 
,  3 1 A :-i 135 45fracções ordmanas tornos 0 , 3 = - = ^  ,e  0 ,1 3 5 = - -^ .= — .=

1 L = 1 .  então V H - s = ^ r = ^ r = 0 - * 6 8 .  Pelo modo aci-111 37 1 37 111 111
ma íeriamos

0 ,3  ==0,(333)
0 ,1 3 o  = 0 ,(1 3 5 )

0 ,(468) a

(165) S u btra cçã o  d e  fr a cç õ es  p e r ió d ic a s .— Seja pro
posto tirar 3 ,45735  de 11 ,473; devemos tornar os numeros 
semelhantes e conterminaes e fazer a subtracção como para 
numeros inteiros.

1 1 ,4 (7 5 )=  11,47(575757)
3 ,4 5 (7 3 5 )=  3,45(735735)

8,01  840022
Feios fracções ordinarias seja proposto tirar de 4 ,7 5 ,

0,3r ° '  , 3  3 7 5 -3 7 _ 3 3 S _ 1 6 9 . . 3 _ g f tremos 4  - ,  c O . p ^ - ^ ^ - i ^ l o g o  ,150-

• , 337 I; n - .
4 ’ õ õ r ^ ’3 ' 4 ’

I)E ARITB-METIGa.. 14-9

Pelo modn acima'
4 ,7 5 0
0 ,37b

4 ,3 7 4
1'Armplo 2.* U e 4 9 .0 0  t i r a r  1.757  

4 7 ,5 3  = 4 7 ,5 3 3 5  
1 ,757  1 ,7577

45 ,7 7 5 5  •

(156) M u l t ip l ic a ç ã o  d e  fracções  m s r i o d ic a s .  O  m e lh o r  
m o d o  de ac u a r  o  p ro d u e to  d a  m ultip licação d e  diufs fracções
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periódicas é redazil-as á fracções ordinarias equivalentes , e 
multiplical-as uma pela outra , e depois reduzir o produeto
á fracção decimal. Seja proposto multiplicar 0,»i6 por 0 /25 .

qrf__3«__-t
°  99 11

90 90

I*or tanto o produeto é i  x  ̂ = ^ = 0 , 0 9 2 .

Alg uns autores t!e Arithmetica dão outras regras para se 
ellectuaf estas multiplicações sem rcccorrer ás IVacçòes ordi- 
narias, mas são tão complicadas que ò sempre mais conve
niente empregar o processo acima exposto.

(15T) D iv is ã o  i u s  fr a c ç õ e s  p e r ió d ic a s . O melhor modo é 
tambem de recorrer as fracções ordinárias, transformando as 
fracções periódicas em fracções ordinárias equivalentes ; en
tão eflectuar a di\isâo e transformar o quociente em fracção 
decimal.

Seja proposto dividir 0,(j por 2 ,3 .
Temos (i= ^ - = %  e 2 . 3 = 2 ' 1 = 2 -  =  -. c por tanto — 

a  :i ,  í> . i  . i  1 •>

7 2 3 . 2 A qqv» « i
.í J  7 i

.  ' e s °o O»

Fritcçíícs continuas.

(l.‘»8) Quando temos de considerar jracçòes, que tem nu 
meradores e denominadores consideráveis , e que entretanto 
não tem factores communs , procuramos valores aproxima
dos d estas fracções, que sejam expressados por numeros mais 
simples, afim de podermos formar uma idéia mais- clara da 
fracção.

Assim pois o objecto para que se empregam as fracções 
continuas, ó para avaliar aproximadamente fracções, cujos 
termos sío  consideráveis e primeiros entre si.

Por exemplo seja proposta a fracção os dous termos 

desta fracção são' primeiros entre si, e portanto a fracçSo é
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irreduzivel. Nesta forma não podemos fazer uma ideia m uito , 
clara do \alor desta fracção; mas dividindo os dous termos 
d ei Ia por 159 , o que não altera o seu . valor , tem os

011 efleotuando a divisão indicada no denominador 34-16 
Í5Õ 159
despresando a fracção 1—, a fracção 1-  que resulta é maior que

a proposta pois que diminuimos o denominador; logo a frac- 
rão proposta acha-se entre t- e 1 ; pois que pondo 1 em lugar

,Ic - temos 1 = - ,  fracção mais pequena que a proposta 
159 . 3-f-l •'» . , .

pois augm entam os o denominador. Já podemos pois ter uma
ideia m aii ciara da fracção e assaz exacta. Podemos porém  

lorma r uma ideia ainda mais exacta, isto é, achar uma fracção 

ainda mais aproximada de ^  do ijue P;*ra isto hasta pro

ceder co m —  como flzêmos com isto è , dividir os dous1 õi) 4.P.J
lermos por 10* terenrios então;

10 I 1 .
139  139 9  +  15

T Õ  16

1
e a fracção proposta é = -------

õ + l
< 4 -1 5

T õ

despresando1- ’, temos que é maior que segu e-se pois

que rÇ L L  é menor que —— porque o seu denominador é 
’ * 9  4lio

1 1 9 • t r
m aio r do  (jup. d ev e ria  se r  assim a Iracçao

* rjT
Ü

acha-se enlre 1  e A  diíTerença destas duas fracções é 

L • por tanto, o orro que se comin<>Ue tom ando^



4 r
por valor da fracção —  ê menor que ApplicanJo o mt*s-

15 *
mo processo a - ,  temos -  = 1+1 ; a fracçfio propesla lomn a

15
seguinte forma

I
T T f i _

9 + l _

1 + 1
15

x _ 1 
despre».mdo —_ o num ero - í =  1 é maior que logo irZTi =

7

é m enor que e finalmente 3 + 1  = 3 Í = ^ ,  e maior que
10 109 to  ro J1
159 , . 159 , . 9 10 f— , por tanto ^ a c u a - s e  entre f- e  a primeira fracçfio

sendo muito pequena, e a segunda muito grande a differença

destas duas fracções ó assim o erro não pode exce-31 28 868
der de tomando i  ou para representar a fracção pro

posta.
(159) Por uma serie dc operações chegam os a acbnr em  

termos mais simples fracções, que dão valores aproximados de 
uma outra fracção, cujos terinos são mui grandes; a expressão

I

5X 1 
!>XT 

\  X j 5  
7 õ

é o que se chama uma fracção continua. Em  geral entond e-  
se por fracção continua uma fracção que t«m por num erador 
a unidade, e por denominador um numero inteiro mais uma 
fracção, que tem por numerador a unidade e por denom ina
dor um numero mais uma fracçfio e tc ., e a^ im  por dinntc.

1 ^ 2  ELEMENTOS
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Redectindo solire a marcha, que seguimos para reduzir 
cm fracção continua, vemos que dividimos 493 por 159,

o que deu um quociente 3 e um resto, que dividimos depois 
159 por 1(> o que deu por quociente 9, e por resto to ,  de
pois dividimos 16 por 15 o que deu por quociente 1 por 
resto I . ‘

Podemos pois deduzir a seguinte regra para reduzir uma 
fracção qualquer em fracção continua.

Applica-seaos dous termos da fracção proposta o processo 
para achar o maior comrnum divisor (95); e continua-se a 
operação até que se obtenha um resto igual a zero. Os 
quocientes successivos, que se obtem assim, serão os denomi
nadores das fracções propriamente dietas, que constituem a 
fracção continua; sendo todos os numeradores a unidade. 
Quando o numero é maior que a unidade o primeiro quo
ciente representa a parte inteira, que entra na expressão da
fracção continua. Exemplo. Seja proposto reduzir ^  á frac*
ção continua; temos pela regra acima.

I 2 |  1 1 2 i I | 87
965 | 551 | 263 | 88 | 87 | I
702 j 263 | 176 | 87 | 87 I
263 I 88 I 87 I i I 00

i i 1 i
Por tanto J.>,«>.> 351) 351 JO.í 2Q3 8» K3 S7

I
351-ÜS2+ I

l +  i
2 -!- 1

"• +  L
87

As fracçOes aproximadas são i-> L i  j l j  - I*
Exemplo 2."

251
Reduza-se ~  a fracção continua.

Resposta L  !?, SiVlI*.
1 t 07 70 3Í7

21
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Exemplo «>."
Reduza-se á fracção continua.13SUI
n  1 1 3 * 8 »  3.ril l c s p o s ta  - ,  - ,  g - , n  -

As Iracçòcs continuas são dc muita importância nas mathe- 
ma^icas, o tem muitas propriedades, mas não podemos expur 
toda a sua theoria sem empregar conhecimentos, que não te
mos ainda. No compêndio de Álgebra, que deve seguir á este, 
trataremos de novo da theoria das fracções continuas, dando- 
lhe então toda a extensão precisa.

(160) O b serv a çã o  g e r a l . —  Temos considerado todas as 
quantidades, como podendo ser representadas por números 
inteiros, ou por fracções. Não é verdade entretanto que esco
lhendo uma quantidade para servir de unidade, qualquer o u 
tra quantidade da inesma especie possa ser exnctamente re 
presentada, ou por um certo numero de unidades, ou dc 
partes quaesquer da unidade. Para provar isto seria preciso fa
zermos uso de mais conhecimentos do que os que temos até 
agora adquirido neste compêndio; mas podemos desde já 
mostrar, que podem existir quantidades, que não sejam nem 
unidades, nem partes da unidade. Tome-se uina linha de uma 
braça, por exemplo; divida-se esta linha em 10 partes, 
cada uma destas partes cm 10 partes menores, e assim 
por diinte. Se qualquer ponto na linha for tomado ao 
acaso não nos parece evidente, que ainda que as divisões dc- 
cimaes sejam continuadas tão longe, quanto 6e queira, que 
um dos pontos da divisão deva cahir justamente no ponto to
mado ao acaso; nem isto nos poderá parecer mais certo, se a 
divisão fosse feita em 7, 8, etc. partes em lugar de 10, ou 
emfiirr de qualquer modo, que se queira. Portanto pode ha
ver uma paçte de uma braça, que não seja uma frac- 
çuo exacta da braça; e veremos, que é este um caso muito 
freqüente nas altas mathematicas: estas quantidades são cha
madas incommensuraveis; não podemos dellas tratar senão 
na Álgebra.

(IGl) Aqui acaba-se propriamente a arithmetica; o que 
precede contém realmente as regras essenciaes para a avalia
ção dos valores, considerados os números como factos; e po
deríamos desde já passar a consideral-os em geral. O que te
mos de tractar daqui por diante poderia ser tractado na Ál
gebra mais abreviadamente; com tudo ha alguma vantagem 
ern empregar o raciocinio na investigação dos problemas 4;
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Arithmetica sempre que se pode, quando não soja senão para 
exercer as nossas faculdades intellectuaes.

C V P I T U L O  V I I .

DA IflVOLUÇÃO E EVOLUÇÃO

(162) Já tractamos das quatro operações fupdamentaes da 
Arithmetica, e mostramos, como as podiamos fazer com nú
meros inteiros, e com fracções. Agora temos de tractar da 
mais duas operações (21, 5.°, 6.°) chamadas involuções o 
evoluções, ou elevação á potências, e extracção de raizes.

Das quatro operações fundamentaes, duas desfazem o que 
as duas outras fazem: por meio da addição e da multiplica
ção compomos núm eros, por meio da subtracção c da divi
são decompomos números. A subtracção é o opposto da ad- 
dição, a divisão da multiplicação: as duas operações, de que 
temos de tratar são tambem o opposto uma da outra, a evo
lução desfaz o que faz a involução, pela involução compomos 
números, pela evolução decompomos números.

(163) Todas as operações arithmeticas tem sempre por fim 
compor ou decompor números; ou cm geral todas tem por 
objecto engendrar um numero por meio dc outros.

A addição engendra uma quantidade por meio da reunião 
em um só aggregado de muitas outras quantidades. A sub
tração engendra um numero, ou uma quantidade tirando de 
um aggregado um outro aggregado: A multiplicação engen
dra uma quantidade repetindo uma quantidade um certo 
numero de vezes. A divisão engendra uma quantidade tiran
do de um aggregado um outro dado, um certo numero de 
vezes.

A involução engendra uma quantidade multiplicando um 
numero por si mesmo um certo numero de vêzes. A evolu
ção engendra uma quantidade procurando uma outra, que 
multiplicada por si mesma um certo numero de vezes pro
duza uma quantidade dada.

. A multiplicação é uma modificação da addição; ou é a ad
dição de umas poucas de quantidades iguaes. 2 X 3 = 0 ,  é o 
mesmo que 2 + 2 4 -2 = 6 .

A multiplicação repetida dá origem a involução. Um nu



mero pode ser engendrado pela multiplicação do muitos fac- 
to rc s , 3 X 2 X 3 X 5 = 9 0 ;  podemos engendra» assim urn 
numero com uns poucos de faetores todos iguaes, como 
4 X 4 X 4 X ^ X 4 = 5 0 2 4 .  Esta especie de multiplicação^jvdil- 
ferente de todas as mais, e reconhecemos, que para cons
truir 1024, basta tomar o numero 4, cinco vezes por lactoi. 
isto 6, que pode ser determinado só pelos números 4 e o; ■' 
é esta multiplicação, que chamamos involuçSo , ou eleva.”'» 
á potências, como jã vimos em (2i,5°); e em vez de escrever
mos 4 X 4 X 4 X 4 X ^ 1 0 2 4 ,  escrevemos &  =  1024.

V evolução é uma operação opposta , e tem por objecto 
achar um numero, que multiplicado por si mesmo um certo 
numero de vezes,produza uin numero dado.

Na involuçSo chamamos o numero factor, base da potên
cia, cm 43 , U l a base; na evolução a base toma 0 nome de 
raiz: de modo que no exemplo acima 4  é a base quando 
partindo d'este numero construímos o numero 102^ ; .e e ,t 
raiz quando partindo de 1024 , tractamos de achar o nume-
ro 4*. * . 1

As potências mais empregadas na Anthmetica, e em todos
ramos das mathemalicas, são a 2 . a e 3." , que^são cha

madas o quadrado , e o cubo de um numero. 4 1C> t <>

quadrado de 4; 4 ^ = 6 4 ,  é o cubo de 4.
\ s mesmas denominações extendem-se as raizes: a ra u  

quadrada do l(i,é 4; c a raiz cubica do t í í  , é 4. Kstes lei- 
mos tiram a >ua origem da geometria.

I5G 0 e l e m e n t o s »

i n v o l n c ç S o  o h  i l a s  [»® < ciic ias .

í l 6 i )  .Multiplicando-se um numero por sunesm o L  2 . 3 . ,
I S etc vezes successivas obtemos as 2.% 3 .a, 4.*, o .‘ , etc.
potências deste numero. Para os cálculos matbematicos e ulil 
saber as 9  primeiras potências dos 9 primeiros números. Na 
sT-uintc t íb  Ji U acham-sá estis potências.w C5
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Nada ha pois de mais facil do que achar uma potência 
qualquer de um numero inteiro dado; basta multiplical-o por 
si mesmo tantas vezes menos uma quantas s;1o as unidades, 
que entram no seu expoente: por exemplo.

2X 2, é a t .a potência dc 2.
2 X 2 = 4 , é a 2 .“ potência de 2 .

2 X 2 X 2 = 8  é a potência de 2.

Quando queremos formar uma potência, podemos deixar
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de passar succcssivamente, por todas as potências inferiores, 
por exemplo: a undecima potência de 3, isto é, 3 11, pode-se 
achar sem ter o trabalho de passar successivamente de 32 para 
3 3 , para 5 4 etc.; como o objecto é achar um produeto em 
que 3 entra como factor 11 vezes, podemos decompor 1 1 
em 3 + 4 + 4 ,  e entío 3 l l = 3 3 X34 X3* , e basta calcular, ou 
procurar na taboada acima a 3 .a e a 4.* poteucias de 3 ,  c 
multiplicar 3a por 3 S , e depois este produeto por 3* , o 
assim temos 3 l l = 2 7 x 8 1 x 8 t . A regra geral é pois. decom
por a potência proposta em outras, de que seja a som ma, c 
multiplicar estes resultados uns pelos outros.

(165) Quando multiplicamos duas potências uma pcln ou
tra, o produeto é uma poteucia do mesmo numero tendo por 
expoente a somma dos dous expoentes das potências multipli
cadas. O mesmo se appiica á multiplicação de. mais de duas 
potências.

Por exemplo 23 x 2 4 = 2 3't~4; e de facto 8 x 1 6 = 1 2 8  e 
1 2 8 = 2 "  ; o que é evidente, pois 23 = 2 x 2 x 2 ,  e 2* = 2 x  
2 x 2 x 2 ;  logo 23 x 2 J = 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2 x 2  , isto ó ,  2 
factor 7 vezes ou 27 . As potências de uma potência acham-se 
multiplicando o expoente da base pelo expoente da potência 
à que se quer elçval-a, por exemplo a 2a potência de 2 3 é 
23X 2 = 2 0  e de facto (23  )2 = 2 3 x 2 3 = 2 3  f  3 = 2 6  = 8 x 8  
= 6 4 .

(1G6) Apresentaremos aqui algumas propriedades das po
tências, que seráo de utilidade nos cálculos.

1 .° O quadrado da somma de dous números c igual ao qua
drado do 1° mais o quadrado do 2o, e mais duas vezes o pro
dueto do primeiro multiplicado pelo segundo. Por exemplo 
(2+5)2  = 2 2  + 3 2  + 2 x (3 x 2 ) , de facto V  = 2 o = 5 + 9 +  
1 2 = 2 5 .  o que é evidente fazendo a multiplicação pois; ( 2 +  
3 ) x ( 2 + 3 ) = ( 2 + 3 ) x 2 + ( 2 + 5 ) x 5 ;  isto *6, o quadrado de 
2 + 3  é igual a 2 + 3  tomado duas vezes c mais 3 vezes; ora 
( 2 + 3 )  x 2 + (  2 + 3  ) X 3 = 2 X 2 + 5 X 2 + 2 X 3 + 3 X 3 = 2 X 2  
+ 2 X ( 2 x 3) +  3 X 5 = 2 2  + 2 x ( 2 x 3 ) + 5 2  .

2.* O quadrado da dilTerença de dous números é igual, ao 
quadrado do primeiro, mais o quadrado do segundo menos 
duas vezes o produeto do primeiro multiplicado pelo segundo. 
Por exemp.: (4— 2)2 = 4 2  +  5-2 _ o X (4 X 2)i e de facto 22  
=^4, 1 6 + 1 — 1 6 = 4 ,  o que é evidente pois o quadrado do 
4 — 2 é 0 mesmo que (4— 2 'ix (4 — 2 ) = ( 4 — 2 ) x 4 — ( 4 — 2 ) 
\ 2 = 4 x 4 — 2 X 4 — 2 X 4  1 -2 X 2 = 4 2  — 2 X (2 X 4 + 2 2 J

•r».n O cubo da somin;’ le dous números é igual ao cubo do



primeiro mais o cubo do segundo, mais tres vezes o quadrado 
do 1° multiplicado pelo 2®, mais tres vezes o quadrado do 2» 
multiplicado pelo 1°. Por exemplo (3-j-5)3 = 3 3  -J-o3 -4-3 X 
(32 X 5 )+ 3  X(52 X3) de fado 83 = 5 1 2 = 2 7 + 1 2 5 - f tõ o - r  
2 2 5 = 5 1 2  o que é evidente, pois (34-5)3 é o mesmo que 
(3 -f-a)X (3-{-5)x{5-5)=(3x5)2  x ( 3 + o ) = ( 3 i f 2 X  (3x5) 
4-52 )x (5 4 -5 )= (3 2  4 - 2 X (3x5)4-52),x 3 4 -(3 2  4 - 2 x ( 3 x 5 )  
4-52 ) x 5 .  (53 4-2x(32 X5)-f-52 X 34-(52  x S ) + 2 x ( 3 x
52 )4-§:l = 3 :!  4- 3 X(32 X5)4*3X(3X52 )4-53,

4.° l ambem 0 cubo da diflerençade dous números è igual 
ao cubo do I o numero, menos o cubo do 2°, mais 3 vezes o 
produeto do 1° pelo quadrado do 2°, menos 3 vezes o produc- 
to do 2o pelo quadrado do I o (5 —2)3 = 5 3 — 23 — 3 (5 2 X 
3)4-5(22 X5) de fado 53 = 2 7 = 1 2 5 - 8 — 1504-60— 185— 
1 5 8 = 2 7 .  Prova-se facilmente multiplicando (5 —3)2 por 
( 5 - 2 )  ou (02 — 2 (oX2)4-22 )X(5—2).

(167) As potências das fracç.ôes formam-se multiplicando 
a fracçâo por si mesma tantas vezes menos uma quantas uni
dades tem o expoente da potência a que se quer elevar a
fracçâo. Por exemplo para elevar a fracçâo j  á 2a potência

1 1  1 1 1basta multiplicar- por -  e temos — X j  = j -  ■ A 2 ' potcncia

de Jr, é “_ v A  = _ ! = ? ! - .  Logo para elevar uma fracçâo á 
5 5 5 25 52 

uma potência qualquer basta olevar 0 seu numerador, c 0 seu 
denominador á mesma potência.

As fracções decimaes são elevadas ás potências, como os 
números inteiros; por exemplo : a 2" potência de 0,25 é
0 ,2 5 x 0 ,2 3 = 0 ,0 6 2 5 = 1 0 ,2 5 )2  , c de facto

'•looy — 100-!
r 025.

ÍÕÜÒ0
Assim para achar uma potcncia qualquer de um numero 

decimal , eleva-se este numero como se fosse inteiro á essa 
potência , c depois separam-se tantos lugares decimaes 
para a direita quantos tinha a decimal primitiva, multiplica
do pelo expoente da potência. Por exemplo a 21 potência de
0,5, è o- = 2 5 ;  e como 0,5 tem um algarismo decimal a po
tência deve ter 1 x 2 = 2 ,  e assim 0 resultado é 0,25; (0,5)2 
= 0 ,1 2 5 .

DE ARITUMETHCA. 1 5 9
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§ 2 ."

Da Evolupo 011 cxtracção ile raizes.

(108) A Evolução ou cxlracção de raizes é urna operação 
muito mais complicada que a involuçãol c esta operação é 
tanto mais laboriosa, quanto mais elevada éa  potência, cuja 
raiz se procura. Mostraremos primeiro como se acham as 
raizes quadradas, depois as cúbicas, e finalmente as raizes de 
ordens superiores.

1 :°  EXTRÃCÇÂO I>E RAIZES QUADRADAS.

(109) Os quadrados dos numeros de um só algarismo são 
Iodos menores que 100. Podemos destes quadrados voltar as 
suas raizes por meio da tabella seguinte:

Ilaizes I, 2, 7», 4, 5 , 0, 7, 8, !), 10 
Quadrados 1, 4, 9, 1 tí, 23, õ(i, 49, (> 1, 81, 100

Oe todos os numeros de um e dous algarismos só nove são 
quadrados; os mais não tem uma raiz exacta; isto c, nSo po
demos conslruil-os pela multiplicação de um numero inteiro 
por si mesmo. Quando uma quantidade se acha comprehen- 
dida entre dous numeros inteiros consecutivos, estes dous nu
meros inteiros são os valores inteiros aproximados desta quan
tidade. Assim a raiz quadrada de 3S, por exemplo, acha-se 
entre 0 e 7; porque 6'2 = 3 0 ,  e 7^ = 4 9 ;  c que 58 6 maior 
30 é menor que 49, o menor valor aproximado da raiz qua
drada de 158, è pois G. As raizes quadradas dos numeros in
feriores á 100 acham-se por meio desta tabella, c pela maior 
parte não tem raiz quadrada exacta.

(170) Para achar as raizes quadradas de numeros superio
res á 100, é preciso ver como podemos decompor a raiz em 
partes, c como estas entram no quadrado. Já  sabemos, qm- 
o quadrado da somma de dous numeros, é igual aos quadra
dos dos dous numeros,mais o dobro do produeto dos dous nu
meros (100, 1.°)

Podemos considerar um numero qualquer como com
posto de duas partes, de dezenas ed e  unidades; o numero Oi 
é a somma dos numeros 6 0 + 1 ;  c então o quadrado de 8V é 
composto do modo seguinte:
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04-
fii
1(5= iX  4 =  i"2 quadrado das uuidadôi.

av 0==S í X H  =  2 vezes 6 0 X 4.2 4 0 = 6 0 x  4 [ =
3 6 0 0 = 6 0 x 6 0  =  602 quadrado das dezenas.
40 9 6 = 6 4 *  “

O numero 4 0 96= 642  e composto de 36 centenas, quadra
do de 6 dezenas; mais o dobro do produeto de 0 dezenas mul
tiplicadas por 4 unidades, ou 48 dezenas, e mais o quadrado 
de 4 unidades, ou 16.

Assim pois o quadrado de um numero composto de dezenas 
u unidades contem 5 partes; á saber: 1.° o quadrado das 
dezenas; 2.° o dobro do produeto das dezenas multiplicadas 
pelas unidades; e 5.° o quadrado das unidades.

Agora podemos passar á mostrar como. extrahimos as rai
zes quadradas de números superiores à 100: antes, porem, 
estabeleceremos os dous seguintes princípios.

1.° O quadrado de um numero não pode ter sendo o do
bro dos algarismos da raiz, ou o dobro menos um.

Sejam os números 10090 e 99999, compostos de 5 alga
rismos cada um. O quadrado de IOD0O que 6 o menor dos 
números representados por •> algarismos tem 9 algaris
mos, isto é, o dobro dos algarismos da raiz menos um, o que 
è evidente, pois 10000X Í0 0 0 0 = 1 00000000 , isto é, a uni 
dade seguida de 8 cifras.

O quadrado de 9999),  que é o maior numero represen
tado pnr 5 algarismos tem 10 algarismos; o quadrado de 
9999 ) não pode ter menos de 10 algarismos, porque o qua
drado de 90 )00, que è menor tem 10 algarismos; pois 
ÜOOOO X 9 0 0 0 0 =  1800000090. enílo pode tambem o quadra- 
d de 9 99J9 ter mais de 10 algarismos; supponhamos, que 
tern II por exemplo; ja que o quadrado d« 100000, que 
£ maior que 99999 tem 11 algarismos, e que este quadrado 
c o menor representado por 11 algarismos pois é ÍOOODOOOOOO, 
é e idente, que o quadrado de um numero menor (99999) se
ria nes. caso maior, que o quadrado de um numero maior 
(100000), ou pelo menos igual ao quadrado dc um maior, o 
que é absurdo; iogoo qnadrado de 99999 não pode ter 11 al
garismos, e tem 10; por consequencia os quadrados dos nu- 
«J«r«s entre 10000 e 99999, nâò podem U»r senão o dobro

22
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cios algarismos de suas raizes, ou o dobro menos um. Este ra 
ciocínio applica-se á quaesquer outros números; logo o prin
cipio 6 geral.

2.° O numero dos algarismos da raiz quadrada de um nu
mero é igual á metade do numero dos algarismos de seu qua
drado, quando o numero dos algarismos de seu quadrado é 
par; é igual á metade mais um, quando o numero dc algaris
mos do quadrado è impar.

Um numero de 10 algarismos tem 5 algarismos na sua raiz 
quadrada; de facto a raiz não pode ter mais, pois se tivesse G, 
o seu quadrado teria ao menos 11(1 .*); e não pode ter menos, 
pois o quadrado do menor numero de 5 algarismos tem 9 al
garismos ( I .0;) logo um numero de 10 algarismos não pode 
ter por raiz quadrada senão um numero de 5 algarismos.

Um numero de 9 algarismos tem uma raiz quadrada de 5 
algarismos; pois o quadrado do menor numero de 5 algaris
mos é o menor numero de 9 algarismos. Estes raciocínios ap- 
plieam-se á outros quaesquer números, por tanto o principio é 
geral.

Sendo verdade o que acabamos de provar, é evidente, que 
dividindo um numere da direita para á esquerda, em secçôes 
de dous algarismos cada uma, o numero dos algarismos da 
raiz deste numero será igual ao numero de secções; a primeira 
seeçüo á esquerda podendo constar de um só algarismo.

Na extracção das raizes quadradas dos números superiores 
á  100 temos ditFerentes casos.

í.°  caso. Quando o numero dado tem 3 ou 4 algarismos, a 
raiz neste caso tem dous algarismos .(2o).

Seja proposto extrahir a raiz quadrada de 7S4. Esle nume
ro tendo 3 algarismos a sua raiz quadrada deve ter dous; e ó 
composta de dezenas e unidades; ora o quadrado 784 é com
posto, l u do quadrado das dezenas de sua raiz, mais 2o, do 
quadrado das unidades, mais 3o, do dobro do produeto das de
zenas multiplicadas pelas unidades.

O quadrado das dezenas acha-se tomando o quadrado do al
garismo que representa as dezenas na raiz quadrada de 784-, 
com duas cifras; portanto não consta senão de centenas, e nâo 
entra ua somma das tres partes senão no algarismo de cente
nas; logo podemos separar os dous algarismos à direita do nu
mero 7 8 i ;  e o quadrado das dezenas da raiz acha-se no nume- 
ío 7 centenas, que pode alem disso conter outras centenas, 
provenientes das outras duas parles do quadrado. Tomando 
pois a raiz do quadrado contido em 7, isto é ,d e 4 ;  esta raiz, que
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é 2, é o algarismo das dezenas da raiz quadrada de 784; por 
que 7 achando-se entre 2 2 c 3'! , o numero proposlo "84 
acha-se entre 202 = 4 0 0 ,  e 302 = 9 0 0 ,  e a raiz acha-se enlre
20 e 30. Tirando-se de 700 o quadrado 400 de 20 , ficam 300, 
proveniente das outras partes do quadrado. () numero ">84 6 
pois composto do dobro do produeto das dezenas da raiz mul
tiplicadas pelas unidades, e mais do quadrado das unidades.

Acha-se o dobro do produeto das dezenas multiplicadas pe
las unidades, tomando o dobro do algarismo das dezenas da 
raiz multiplicado pelas unidades, c ajuntando uma cifra. As
sim na somma das tres partes do quadrado, este produeto 
constando só de dezenas e centenas, aeba-se nos algarismos 
das dezenas e centenas, e não entra no das unidades, isto é. 
no exemplo presente, nos algarismos 38; e podemos separar 
de 384  o ultimo algarismo á direita; além deste produeto, 380  
pode conter as dezenas provenientes do quadrado das unida
des da raiz, e o que provém de não ser, talvez, 784 um qua
drado exacto, se conbecessemos estas dezenas tirando-as de 
380, o resto seria igual ao dobro do produclo das dezenas da 
raiz, multiplicadas pelas unidades; e dividindo este resto pelo 
dobro do algarismo das dezenas da raiz, que já achamos, e 
que é 2 X 2 = 4 ,  o quociente seria as unidades da raiz; não 
podendo fazer esta separação, devemos proceder do modo se 
guinte; dividindo 38  por 4 , o dividendo sendo maior rio que 
deveria ser, o quociente pode ser muito grande, mas facil é 
verifica-lo; por exemplo, tomando o quociente 9  desta divisão 
pelo algarismo das unidades da raiz, e collocando 9 á direita 
de 4  temos o numero 49 que é o dobro das dezenas mais as 
unidades da raiz, e multiplicando este numero por 9  temos 
4 9 x 9 ,  isto é , o dobro do produclo das dezenas multiplicadas 
pelas unidades, mais o quadrado das unidades. Ora 49><9=  
441 é um numero maior que 584 , por tanto 0 é muito gran
de e devemos tomar para algarismo das unidades um numero 
menor; experimentemos o numero 8 , e tomos então 48X  
8 = 5 8 4  que é exactamente o numero procurado; ossitn acha
mos que 28 ó a raiz quadrada de 781 , e de facto 282 = 7 8  í.

Eis como se escreve este calculo—

784F 28
4 4!) 48
384 9 8
384 4V\ 384
000
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À raiz quadrada do maior numero quadrado contido nas 
centenas de um numero qualquer, determina sempre as deze
nas da raiz quadrada deste numero.

Quando o numero dado tem 4 algarismos a operação é a 
mesma, por exemplo, seja proposto achar a raiz quadrada da 
1024, temos

1Ô24- | 32_________

*124 2 
124 -'f24_

~0Õ0

i .°  caso. Quando o numero proposto tem 5,fi, ou maii. 
algarismos. Seja proposto achar a raiz quadrada de 29506624,

29506024 343-2
25 104 1083 10862

430 \ 3 0
416 416 3249 21724

3466
3249

21724
21724
00000

() numero proposto sendo maior que 10000 sua raiz qua
drada è maior que 100, isto è, deve ter mais de 2 algarismos. 
Entretanto podemos sempre considerar esta raiz. como com
posta de uma collecção de unidades simples, e de uma colle- 
ção de dezenas; pois um numero qualquer como 6343 pode 
ser considerado como composto de 6 3 4 0 + 5 ,  isto é, de 034 de
zenas, mais 5 unidades. O numero proposto pois pode ser de
composto em 2930062 dezenas e 4  unidades. Este numero 
consta de 3 partes, que sáo o quadrado, das dezenas, mais o 
dobro do produeto das dezenas multiplicadas pelas unidades, 
mais o quadrado das unidades, de sua raiz quadrada. O quar 
drado das dezenas produz pelo menos centenas; logo os dous 
últimos algarismos à direita nSo podem fazer parte delle, e por 
tanto o q u a d ra d o  das dezenas da raiz acha-se na parte, que fica 

á esquerda deste* dous algarismos.
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Vrocurando a raiz quadrada do maior quadrado contido em 
205f 68 considerado como representando unidades simples, 
acharemos o numero total das dezenas da raiz quadrada do nu
mero proposto. Com eíTeito; a raiz do maior quadrado contido 
em 295066 tem um certo numero de centenas; e o quadrado 
desta raiz multiplicado por ICO dá um numero menor que 
29506600, e portanto menor qne2950862i.  E nâo pode 
ser a raiz quadrada do numero proposto composto de mais 
uma dezena, do que a raiz do maior quadrado contido em 
295066; porque o quadrado deste numero seria entflo maior 
que 295066, e multiplicado por 100 maior que 29506:>flü, de 
pelo menof uma centena, e logo assim maior que 22o3G624. 
Por tanto a raiz procurada consta da raiz do maior quadrado 
contido em 295066 considerado como representando cente
nas, e de um certo numero de unidades menor q u e -10. À 
questão po‘s fica reduzida á achar a raiz quadrada do numero 
295066, considerado como representando unidades simples. 
Raciocinando sobre este numero, como sobre o numero pro
posto reconhecemos, que para achar as dezenas de sua raiz 
quadrada basta extrahir a raiz quadrada do maior numero 
quadrado contido na parte ú esquerda de 66, isto é, em 29,50; 
e para obter as dezenas desta nova raiz, é preciso ainda fazer 
abslracção dos dous últimos algarismos 50, e extrahir a raiz 
quadrada do maior quadrado contido em 29.

Extrahindo a raiz quadrada de 25; escrevemos 5 á direita 
do numero proposto, e tiramos 25 de 29, o que dá por resto 
4; á seu lado escrevemos os dous números seguintes 50, pois 
queremos agora achar o 2.° algarismo da raiz quadrada de 
2950: separando o ultimo algarismo á direita de 450 , di
vidimos 45 por 10, dobro de 5, e temos por quociente 4 , 
que escrevemos à direita de 10, e multiplicando 104 por 4, 
achamos o produeto 416, que tirado de 450 dá p o rre s to õ í .

Entâo 34 representa a collecçâo das dezenas da raiz qua- 
dradd de 295066. Para obtermos as unidades, abaixamos ao 
lado do resto 34 os nuineros 66, o que dá o numero 34<>6, 
do qual separamos o ultimo algarismo á direita, e dividindo 
516 por 108 dobro do 54, raiz já achada, temos por quo
ciente 3, que escrevemos á direita de 108. e depois multipli
camos 1083 por 3, e liramos o produeto 5249 de 3406. En- 
tõo543 exprime o numero total das dezenas da ra;z quadrada 
do numero dado 29506624. Para achar o algarismo das uni
dades, abaixamos ao lado do resto 217 os últimos algarismos
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do numero, 24; depois fazemos abstração do ultimo alga
rismo 4 direita dividimos 2172 por 1086, dobro da raiz já 
achada 545, o temos por quociente 2, que escrevemos á di
reita de I0KG, e depois multiplicamos 10802 por 2, e tirando 
o producto 21721 do resto 2 I7 2 'i temos por resultado zero. 
Portanto 54"2 é a raiz quadrada de 29306621, o que pode
mos verificar multiplicando 5432 por si mesmo.

[171] Agora podemos dar uma regra geral para a extracção 
das raizes quadradas.

1 .° Principiando pela direita divide-se o numero em secções 
de dous algarismos cada uma; a ultima á esquerda pode ser 
do um só algarismo.

2.° Toma-se a raiz do maior quadrado contido na primeira 
secção á esquerda; e será o primeiro algarismo da raiz pedida; 
subtrabe-se o seu quadrado da I a secção, o que dá o primei
ro resto.

3.° A’ direita deste resto escreve-se a secção seguinte, o que 
dá o primeiro dividendo.

4.° Dõ primeiro dividendo separa-se o ultimo algarismo á 
direita, e divide-se o numero restante pelo dobro da raiz já 
achada. O algarismo achado no quociente escreve-se na raiz 
e poderá ser considerado como o 2 ’ algarismo da raiz, e tam
bem escreve-se á direita do numero, que servio de divisor, e 
chamaremos este o primeiro divisor.

3.° Multiplica-se o 1° divisor pelo 2" algarismo da raiz; se 
o producto for maior que o primeiro dividendo, emprega-se 
em lugar do 2" algarismo da raiz primeiro achado, um numero 
menor de uma unidade, e o mesmo para o ultimo algarismo 
do divisor, e assim procede-se atè que por esta multiplicação 
acha-se um numero menor que o dividendo: subtrabe-se este 
producto do Io dividendo, o que dá o 2o resto.

6.° A’ direita deste resto escreve-se a 5a secção, o que dá 
o 2" dividendo.

7.° Do 2° dividendo separa-se o ultimo algarismo á direita, 
e divide-se o numero restante pelo dobro dos dous algarismos 
já  achados na raiz. O algarismo do quociente escreve-se na 
raiz, e poderá ser considerado como o 3o algarismo da raiz, e 
tambem á direita do numero que servio de divisor, e chama- 
se este numero 2° divisor.

8." Procura-se um novo resto por meio de 5a e repete-se o 
processo até que todas as secções sejam empregadas; se entSo 
não houver resto, a raiz quadrada pedida será achada; se hou
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ver um resto o numero proposto não tem raiz quadrada, e o 
numero achado como sua raiz quadrada, í- a raiz quadrada do 
numero proposto ílimiiiuido do resto.

9.° Quando o dobro do algarismo, ou algarismos da raiz 
quadrada achada não é contido no dividendo sem o ultimo al
garismo á direita, ou quando é contido uma vez, e que este nu
mero dá uin produuto maior que o dividendo, escreve-se uma 
cifra na raiz, e abaixa-se a secção seguinte; se o mesmo tem 
ainda lugar, escreve-se outra cifra na raiz, e abaixa-se outra 
secção, e assim por diante.

Exemplos.
4 .° Qual é a raiz quadrada ue 5499025 ?

numero raiz
5499025 } 2 3 Yo 

Divisores 4
43 149

5 129
464 2090

4 1850
4685 23425wí> 23425

00000

2.° Qual é a raiz quadrada de 12088868379025
Ilesposta= 5Í76905

ÜhskkvaçÃo l . a—Em toda a operação da cxtracçáo da raiz 
quadrada cada resto é igual ao numero, de que se pede a 
r9iz, diminuidodo quadrado da parle da raiz já achada. Che
gamos á estes restos tirando successivamente do numero pro
posto os quadrados das diversas parles da raiz já achadas; 
quando esta condição não é satisfeita, devemos tirara conclu
são de que houve erro na operação.

O bserv açã o  2 / — Podemos muitas vezes pela simples ins-
peccão do numero dado conhecer se é, ou não uni quadro 
perfeito.
. ^ ' ' f,0^0 0 uumero par não divisivel por 4, nâo équadra- 

cio períeito. Os números pares podem sempre ser representados 
por um outro numero multiplicado por 2; o seu quadrado é 
o quadrado deste numero multiplicado por 4, logo todo nu
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mero por, que u8o é divisivel por 4, nflo é um quadrada per- 
fcilo. O numero par 14 por pxemplo pode ser representado 
por 7 x 2 ,  e l í -  é igual a (7x2)2 = 7 *  x 2 *  = 4 9 x 4 ,  numero 
divisivel por 4.

Todo numero impar que tirando-lho um, h8o for divi- 
sivel por i ,  não é quadrado perfeito. Todo numero impar pode 
ser representado por um outro numero multiplicado por 2 mais 
1; e o seu quadrado será igual a quatro vezes este numero qua
drado, mais quatro vezes este numero, mais 1, quantidade, 
que diminuida de 1, é divisivel por 4-, logo etc. Por exemplo 
o numero impar 15 pode ser representado por (7 x 2 )  +  1; o 
quadrado de IS,ou 13* = (7 X 2 + 1 )*  =(7X2)* +2X'(7X2)X1 
+ 1 25 = 4 9 x 4 + 7 X 4 + l  — (49-J-7)><4+l , logo es/e numero di
minuído de l  ò divisivel por 4.

õ.° Todo o numero, que contem um faetor primo 
e não é divisivel pelo quadrado deste factor , nâo pode 
ser um quadrado perfeito. Pois a raiz quadrada deste 
numero, se é inteira, não pode ser senão este numero pri
mo multiplicado pelos outros, e seu quadrado deve ser
o quadrado deste multiplicado pelos dos outros, e é di
visivel pelo quadrado do numero primeiro. Um numero di
visivel por íí e poro, deve sertambem divisivel por 9 e por 
25 para ser um quadrado perfeito.

4.° Todo numero terminado por 2, 3, 7, ou 8 não 6 qua
drado perfeito. Com etteito. conforme a composição do qua
drado de um numero composto de mais de um algarismo, as 
unidades simples do quadrado, níío são senão os quadrados das 
unidades simples da raiz. Ora formando-se os quadrados dos 
nove primeiros números vê-se , que nenhum delles é termi
nado pelos algarismos 2. 3, 7, e 8.

5.° Todo numero terminado por 5 r.3o pode ser quadrado 
perfeito, se o algarismo de suas dezenas não é Esta pro
priedade se deduz Inmhem da composição do quadrado de um 
numero de dous ou m iis algarismos. Os dous trilimos alga
rismos do numero proposto não podem, neste caso, provir 
senão do quadrado das unidades (!a raiz, pois que o algaris
mo das unidades é ó; o dobro do produeto das dezenas pelos 
algarismos das unij.Hes o, é necessariamente um certo nii- 
mero de centenas. O n  o quadrado de 5 6 23; logo o numero 
deve ser terminado por 23.

(j.1 Todo o numero br.ninndo por cifras em numero impar 
nâo é. quadrado perfeito. Esta propriedade é evidente; se a 
raiz for exaeta nâo pode ser senâo um numero terminado por
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tuna ou mais cifras; ora o quadrado desta raiz deverá ser ter
minado por duas vezes o numero de cifras, que tem a raiz;’ 
logo é sempre terminado por utn numero par de cifras.

Observação 3.3 Quando um numero não è divisível por 
nenbum dos números primos , que não excedem sua raiz 
quadrada, este numero ó primo. Pois de outra sorte o nu
mero teria um divisor maior que sua raiz quadrada; o quo
ciente correspondente seria neste caso menor, que esta raiz, 
e dividiria o numero proposto, o que é contra a hypotbese. 
Esta propriedade pode servir para simplificar o calculo para 
aebar os números primos (91). l .°  Seja proposto formar 
uma taboada de números primos; jà mostramos (91), que 
estes números não se aebam senão entre os números:

2, 5, 5, 7 ,1 1 ,  1 3 ,17 ,  19, 23, 29, 31 57, 41, 43, 47, 49, 
53, 59. 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 91, 97, 101, etc.

Depois de ter reconhecido, que os dous menores números 
primos são 2 e 3 , observamos, que para obter os números 
primos comprehendidos entre 3 e 9, que é o quadrado d<*
3, basta tomar os números 5 e 7, que não são divisíveis por 2 
ou 3.

Conhecendo os números primos, 2 , 5, 5, 7, compruheu- 
didos entre 1 e 9, para obter os números primos entre 7 o 
81 quadrado de 9, basta tomar aquelles dos números 11, 
13! 17 ,19 , 2 3 ,2 9 ,  3 1 ,3 7 ,4 1 ,  43, 46, 49, 5 3 ,5 9 ,6 1 ,  67, 
71, 73, 79, que não são divisíveis por nenhum dos números 
2, 3, 5, 7: e assim achamos, que os números primos entro 
7 e 81 são 11, 13, 17, 1 9 ,2 3 ,  2 9 , 3 1 ,3 7 ,  41, 4 3 , 4 7 ,5 3 ,  
59, 71, 73, 79. Do mesmo modo determinamos iodos os nú
meros primos entre 79 e 6361, quadrado de 81; o assim por 
diante.

2.° Para decompor um numero em seus faclorc? primos 
faz-se uso do methodo (94) com esta differença, que não so 
toma por divisores, senão os números primos, quo não exce
dem a raiz quadrada do numero proposto.

(172) Relativamente á raiz quadrada, os números dividem- 
se cm duas calhegorias; os que são quadrados perfeitos, o os 
que não o são. Os primeiros tem sempre uma raiz inteira, 
os segundos não tem raiz inteira. Quando porém, um nume
ro não è um quadrado perfeito , a sua raiz , não s<5 nâo 
è um numero inteiro, como tambem não pode ser repre
sentada exactamente por um numero, seja clle, do. que na tu 
reza for, isto è,  íião pode ser representada nem par uai nu 
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mero inteiro, nem por utn fraccionario, Não 6 pois pòssivel 
designar exactamente um numero, que seja a raiz quadrada 
dos nnmeros, que não são os quadrados dos números 1, 2,
3 , 4, 5, 6 7, etc. etc.

Por exemplo o numero 7 não tem uma raiz quadrada exac- 
ta, e não existe um numero, que represente exactamente a 
raiz quadrada de 7; com efTeito a raiz quadrada dc 7 é maior 
que 2, pois 2 2 = 4 ;  e menor que 3, pois 32 = 9 ;  se losse 
possive! determinar esta raiz, ella deveria ser igual á 2 mais 
uma fracção. Reduzindo o inteiro 2 á fracçSo, e ajuntando-lhe 
a parte Iraccionaria, formamos um numero fráccioriario, é um 
numero fraccionario reduzido á sua mais simples expressão 
tçm por numerador e por denominador números primos 
entre si; elevando esta fracção ao quadrado, temos por resulta
do uma fracção, tendo por numerador o quadrado do nume
rador da fracção primeira, e por denominador o quadrado do 
denominador da primeira fracção; e estes dous números são 
tambem primos entre si; portanto a nova fracção è irre
duzivel, e um numero fraccionario, que não pode ser igual á 
um numero inteiro. Logo a raiz quadrada de um numero in
teiro, que não é o quadrado perfeito de um outro numero in
teiro, não pode ser expressada por nenhum numero exacta- 
mente. Assim pois, quando a raiz quadrada de um numero 
inteiro acha-se comprehemíida entre dous números inteiros 
successivos, esta raiz, ainda que exista, não pode ser expres
sada exactamente por nenhum numero. Temos aqüi um ex
emplo, do que chamamos números incomrnensiiravéis, isto 
é, de uma quantidade, que não pode ser represShtàifa dxacta- 
mente por números. Estes números incomuiensuraveis, isto 
è, que não podem ser medidos, nem pela unidade, nem por 
partes da unidade, chamam-se tambem irracionaes, como
)2, )5, )11; porque estes números não podem ser repre
sentados exactamente por nenhum numero, inteiro fracclona- 
rio ou decimal; e daqui resulta, que se concebermos a uni
dade, dividida em tantas partes iguaes, quantas se queira, uma 
destas partes não será jamais assás pequean para ser contida 
um numero exacto de vezes, na raiz quadrada de 5, de 11 
etc., e na unidade.

Se porém não podemos obter exactamente a raiz quadrada 
dos números } que nSo são quadraáos perfeitos , podemos 
sempre represental-a aproximadamente.

Para extrahir a raiz quadrada de um numero inteiro qual-
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q u e r , proccde-sc como se o numero fosse um quadrado 
perfeito.

Quando o ultimo resto , ,que corresponde ao algarismo das 
unidades da raiz não é zero, a raiz procurada é incommensu- 
ravel; e o numero obtido, como raiz quadrada exprime a raiz 
do maior numero quadrado contido no numero dado.

Se procurarmos exlraliir a raiz quadrada do numere 
422110, acharemos o numero 649 na raiz, e o resto 909, a 
raiz quadrada d’este numero è incommensuravel; o resto 909 
é igual á 422110— (649) 2 ; c 649 exprime a raiz quadrada 
do maior quadrado perfeito contido em 422110 , de modo 
que 422110 acha-se entre (6 Í9)'2 e (GoO)2- Por este modo a- 
chamos a raiz quadrada do numero dado aproximadamente 
á menos de uma unidade; podemos achal-a ainda mais apro
ximadamente, á menos de um decimo, de um centesimo etc., 
como mostraremos logo.

Se o resto do numero,do qual se extrahio a raiz quadrada, 
é igual ao dobro da raiz, mais um, a raiz aebada é muito 
pequena.

Seja por exemplo o numero 547o; extrahindo a sua raiz 
quadrada, supponliamos, que achamos 73, e que o resto ú 
2X73+-1; a raiz 73 é muito pequena; de facto 742 = ( 7 3 +  
1)2 = 7 3 X 7 3 + 2 X 7 3 +  i ;e é ev idente que o quadrado dc 74 s e 
rá igual á 5476, c que a raiz achada 75 é muito pequena de uma 
unidade. A differença entre dous quadrados perfeitos conse
cutivos, é tanto maior quanto as raizes destes quadrados são 
maiores, e a expressão desta differença deve ser conhecida. 
Sejam, por ex., dous numeros inteiros consecutivos, 5 e 5+ 1  
ou fi. Teremos elevando-os aos quadrados o2 = 2 5 ,  e ( õ + l ) 2 

+2X 5X 1 ;e a difTerença entre (5+1)2 Co2 )è (2 o + 1 0 + l)
2 5 = 1 0 + 1 .  Logo a diíTercnça entre os quadrados de dous 

numeros consecutivos é igual ao dobro do menor destes dous 
numeros, augmentado da unidade. Assim a differença entre 
os quadrados dc 348 e 3V7 é igual á 2X347+ - 1, ou 69o; 
ou em outros termos, os quadrados de 347 e de 348 compre- 
hendem 649 numeros inteiros, que não são quadrados per-

l ‘\ ntc.s l̂ e Pnssar á mostrar como podemos achar a raiz qua- 
J \ a ( l l r n  numei'° qualquer aproximadamente, é preciso 

rarmos como podemos extrahir as raizes quadradas das 
fracções e dos numeros decimais.

(173) Jã mostramos que os quadrados dos numeros frac- 
‘ lonarios acbani-sc elevando os numeradores e os deno-
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dej-por exemplo, cra ^  ou que . Segue-se, que

Podemos reduzir esta operação à uma só

extracção de raiz; islo se faz multiplicando os dous termos da 
fracçâo dada pelo denominador; por este artificio a fracçâo 
conserva o seu valor primitivo, c o denominador torna-se um 
quadrado perfeito, e assim a operação reduz-se á extracção da 
raiz quadrada do novo numerador. Por exemplo seja proposto
extrabir a raiz quadrada de ~ multiplicando os dous termosO

7 TX8 5(5
desta fracão por 8 termos g- = — 8= (rj; ora a raiz quadrada 

, 50 )56 )56
ueír7 = - = =  _  • assim so temos «ue extranir a raiz qua- 

Gi  )G4 8  1
drada de 56. Poderiamos pelo contraio fazer o numerador um 
quadrado perfeito; multiplicando os dous termos pelo numera
dor; mas então a raiz quadrada do denominador sendo quase 
sempre um numero incommensuravel, e tendo de dividir o 
numerador por esle numero incommensuravel, teriamosdous 
inconvenientes; 1 de reduzir esta operação á cálculos com
plicados; 2.°, de não mostrar com que grao de exactidão se 
obtem a raiz da fracção dada. Para aebar a raiz quadrada 
do» números complexos, que constam de um inteiro, e de 
uma fracção, reduzimos o numero à uma fracção imprópria, 
e procedemos como para as fracções próprias. Seja proposto
adiar a raiz quadrada de 2 temos U  L _v)11__V 1X5

ü 5 5 y  52

— = 4 , á  menos d e JJ52 5 0 5
Exemplos.

J Q ú a l  ó a raiz quadrada dc —j? Resposta
64 82.° Qual é a raiz quadrada dc - ^ R e s p o s t a - .

5.° Qual c a  raiz quadrada de 11 j-1.?  R e s p o s t a á  menos

■•A-
(171j As raizes quadradas dos^iumeros decimaes se obleiu

1 7 2  '■ e lem en t o s
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pelo modo seguinte. Já mostramos, que para formar o qua
drado de um numero decimal, formamos o quadrado deste 
numero, como se fosse um numero inteiro, e depois separa
mos á direita duas vezes tantos algarismos quantos algarismos 
decimaes tem o numero dado (ltíb).

Assim pois o quadrado de um numero decimal tem sempre 
um numero par de algarismos decimaes. Para achar a raiz 
quadrada de um numero decimal devemos extrahir a raiz 
quadrada deste numero considerado como inteiro; e depois 
separar tantos algarismos á direita da raiz quadrada, quantas 
unidades tem a metade do numero do algarismos decimaes 
do quadrado dado; esta regra se deduz da precedente. Seja 
proposto extrahir a raiz quadrada de 4-2,1201; a raiz quadra
da de 421201 ó G49. a raiz quadrada procurada é pois 6,49, 
separando no resultado 619 duas decimaes, porque o numero 
dado tem quatro.. Esta regra demonstra-se facilmente pois

' ‘ . )  10000 ) íoooõ 100 ’
Qual é a raiz quadrada de 0,001212012, a raiz quadrada 

de 421201 é (549, a raiz procurada pois ó 0,0649, separando 
no resultado 4 algarismos decimaes, porque o numero dado

tem8; 0,00-121201 = ) , ouuooouo- )i Õoõòõooo—1OÕÕÕ” ^ 6^  
Qual é a raiz quadrada de 0 , 1562o. Resposta 0,125.

(175) Agora podemos moslrar, como se extrabem as rai
zes quadradas aproximadamente, quando os números dados 
não são quadrados perfeitos. Para extrahir a raiz quadrada de 
um numero qualquer, áum a fracção dada de diíTerença, quer
0 numero dado seja inteiro ou fraccionario devemos proceder 
do modo seguinte: O que queremos c achar um numero, que 
diffira da raiz quadrada de um numero dado, de uma quanti
dade menor, que uma fracção dada. Seja o numero dado 59, e 
que queremos acliar a raiz quadrada deste numero a menos de
1 _ _ 59x122  
,jq. Podemos pòr 59 debaixo da forma seguinte — —r ’

quantidade igual á 59, porque multiplicamos e dividimos 59 
pelo mesmo numero 122 • nssim cílectuando as operações in

dicadas, temos -  *  4 ^= - [ ^ 2  e extrahindo a raiz quadradaI 4 -i 144

desta fracção temos ~  ‘

Ora a raiz quadrada de 8496 a uma unidade de diffe*



8496 _n , ,
íença e 92; segue-se pois que ° 9 ;  acha-se entre

— e — isto é, que a raiz quadrada de 59 diíTere de 
(I %-t (12)2 ’ 1 1
92 93 Iá menos, e d e —, á mais, de uma fracç3o menor que —>.

números, V,ue comi
(1ÍJ* 141  (1-2)2 111 ’ 

prehendem entre si o numero -y j j -= 5 9 .  Assim pois a re

gra para effeçtuar a aproximação proposta é a seguinte. Mul
tiplica-se o numero dado pelo quadrado do denominador da 
fracçâo dada, que determina o gráo de aproximação, que se 
quer attingir; e extrahe-se a raiz quadrada do produeto assim 
achado, e divide-se esta raiz aproximada pelo denominador, 
da fracçâo dada,

4 1
Qual é a raiz quadrada de 31 — a mesma de O nu-
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í  c>j) | 221
mero 31. -  0 produeto de ^-m ultip licado  por(23)2

, 116909, 2e — =— t eífectuando a divisSo, temos 16/01 =■» numero

cuja raiz quadrada é 129, logo a raiz quadrada do numero
129 14 1

dado è -^ -ou  5 ^  exacta á menos de j , '20 2o -*0
2

Jíeste exemplo extrahímos a ráiz quadrada de 16701 
2,

fazendo abslracçâo de porque é evidente que se 16701

acha-se enlre o quadrado de 129 e o dc 130, o mesmo acon-
2tece a 16701 -<
i

A aproxiniaçjo por decimaes funda-se nos mesmos princí
pios,, e c muito mais util, e a  que se emprega sempre.

1.° Para obter a raiz quadrada de um numero inteiro, com

differenra de-jy» j m 1 Tõõõ etc*’ *' Prcc’so multiplicar este
numero por 10- , lOí)'- , 1000- etc., isto é, pòr a direita 
deste numero duas, quatro, seis cifras, e depois extrahir a 
raiz quadrada deste produeto à uma unidade dc diíTercnça, e 
dividir a raiz por 10, 100, 1000 ele.

Em otrtras palavras; csd«vc-se á direita do numero dado
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duas vezes taatas cifras qnantos algarismos decimaes se quer 
ter na raiz; extrahe-se a raiz quadrada deste novo numero, « 
separa-se á direita do resultado o numero de decimaes corres
pondente. Seja por exemplo proposto achar a raiz quadrada

de 7 a de dilTerença. Escrevemos á direita de 7 seis 
1000

cifras, porque queremos ter tres decimaes na raiz, o temos o 
numero 7 0 0 0 0 0 0 ; a raiz quadrada deste numero é 2 6 4 5 ;  as
sim separando á sua direita 3 algarismos temos 2,6-15, que ó

a raiz quadrada de 7 á menos d e -j^ g »  011 0 ,001, o que sig

nifica, que a raiz quadrada de 7 acha-se entre 2 ,643 o 2 ,6 i6 .
A fracção decimal, que achamos na raiz quadrada de um 

numero inteiro, que não è quadrado perfeito, apesar de ser 
composta de um numero illimitado de algarismos não podo 
ser uma fracção periódica. Se podesse ser seguiria-se, que, 
como toda a fracção periódica è equivalente a uma fracção or
dinária limitada, um numero incommensuravc! pode ser 
igual à um commensuravel, o que è absurdo.

2.° Quando o numero, de que queremos extrabir a raiz 
quadrada em decimaes, é uma fracção temos dous casos; 1 .°, 
ou o numero dado é já uma fracção decimal; ou 2 . ‘, é uma 
fracção qualquer. Seja proposto achara raiz quadrada de uma 
fracção decimal, aproximada a menos de uma fracção decimal 
dada. Seja o numero dado 3,425. e o limite da aproximação

> ou 0 ,00 ! .  Para isto devemos multiplicar este numero

dado por 1000* , ou por 1000000 , o que ó evidentemente o 
mcsmo,que escrever 5 cifras é direita do numero,e supprimir 
a virgula;assim obtemos o numero 3425000; a Taiz aproxima
da deste numero è 1849, portanto 1849 ó a raiz procurada 
exacta á menos de 0,001. Para extrabir a raiz quadrada de, 
uma fracção decimal, 1°, torna-se o numero dos algarismos 
decimaes do numero dado, o dobro do numero dos algarismos 
decimaes, que se quer conservsar na raiz, o que se faz escre
vendo á direita um numero conveniente de cifras; 2 ®, faz-se 
abstracção da virgula no novo numero, o extrahe-se a sua Taiz 
quadrada aproximada dc uma unidade; 3°, separa-se á direi
ta desta raiz o numero de algarismos propostos.

Para avaliar a raiz quadrada de um numero fraccionarío 
qualquer; reduz-se primeiro á fracção decimal equivalente, 
conserva-se na decimal duas vezes tantos algarisntos decimaes, 
qnantos são os que se quer conservar na raiz, e faz-se a ope
ração. como ácinia. '



Seja por ovemplo proposto achar a raiz quadrada de 

á menos de ~  ou 0,01. Primeiro reduzimos á deci

maes, e temos =  23,8461 com quatro decimaes, por

que queremos só duas na raiz, depois procederemos confor
me a regra ácima.

^ i ^ = j 2 3 , 8 4 6 l  =  f ,88 á menos de 0,01.
/  13 •

Fica pois provado que para números inteiros pode-so sem
pre achar a expressão da sua raiz quadrada exactamente, se o 
numero é um quadrado perfeito, aproximalivamente, isto é, 
Um numero de uin valor tão aproximado quanto se queira da 
raiz, se o numero é um quadrado imperfeito. O mesmo pode
mos dizer de uma fracção qualquer.

Assim pois todo numero pode ser considerado como o qua
drado do um outro numero commensnravel, ou incommen- 
suravel.

Exemplos aproximados á 5 decimaes.
1.® Qual a raiz quadrada de 5?

1 76  EI.F.MENTOS

Resposta 2,2i60G
2.° Qual ó a raiz quadrada de 15?

Resposta 3,60555
3.® Qual é ti laiz quadrada de 7 ,6 i?

Resposta 2,76586
4.® Qual a raiz quadrada de 0,056?

Resposta 0,23664

5.* Qual a raiz quadrada de

Resposta 1,32287

(176) Podemos aproximar da raiz quadrada dc um nume
ro sem limites, isto é, podemos tomar na raiz um numero 
indifinilo de decimaes. Quando queremos levar a extracção 
da raiz á um grande numero de decimaes podemos abreviar 
o methodo geral de extracção das raizes quadradas. Seja por 
exemplo proposto aebar a raiz quadrada de 12 com o maior 
gráo possivel de aproximação, isto è, conservando na raiz um 
numero considerável de algarismos decimaes; 22, por exem-r 
pie, Podemos neste caso seguira seguinte rSgra.



l)E  A M tllM fcT ieA . 1 7 7

Depois tle se ler achado a metade dos algarismos decimaes, 
que se quer conservar na raiz, se este numero é par, ou a 
m etad e  mais um se ô impar, o resto calcula-se simplesmente 
dividindo o ultimo dividendo pelo ultimo divisor, como na 
divisão abreviada das decimaes (119).

E ’ preciso notar, que neste processo (como em todos pelos 
quaes obtemos decimaes por aproximação), o ultimo alga
rismo nunca é muito exacto, e que por tanto é bom levar a 
operação mais adiante de um ou dous algarismos decimaes 
do que se precisa.

12 13.46410161513
9 .

61) 300
2o G

686) 4400 
4116

692'i) 28400 
2769G

0 9 2 8 1 ) 7 9 4 0 0  
69281

69 2 8 2 0 1 ) 1 11 9 0 0 0 0  
6 9 2 8 2 0 L

69282026) 4 2 6 1 7 9 9
415G921

00
56

0 9 2 8 0 3 2 1 ) 1 0 4877
6 9 2 8 2

4400
0321

6 9 2 8 2 0 3 2 2 5 ) 3 5 5 9 5
31611

4 0 7 9 0 0  
0 I6 I25

69 2 8 2 0 3 2 3 0 1 ) 9 5 4
6 9 2

3 9 1 7 7 5 0 0
8 2 032301

6 9 2 8 2 0 3 2 3 0 2 3 ) 261
207

5 7 4 4 5 1 9 9 0 0
84G 0969069

53(7253550831

Sc do qualquer resto cortarmos as cifras e todos os alga
rismos situados por baixo d’ellas ou para sua direita por 
uma linha vertical, acharemos na esquerda d’esla linha uma 
divisão contrahida como a que empregamos para abreviar a 
divisão dc decimaes (I 49.) Por exemplo; depois de tarmos

21
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achado a raiz de 12 alé 3.464101 temos 4261799, e o di
visor 6928202. Os algarismos à esquerda du linha vertical 
nada mais são do que uma divisão abreviada d’estc resto pe
lo divisor; com esta differença porém, que devemos princi
piar por tirar um algarismo á direita do divisor, em lugar 
ile empregal-o todo inteiro. l’or este modo podemos dobrar 
o numero de decimaes, e achar os algarismos 61337 , o 
ultimo 7 obtemos levando a divisão abreviada um passo a 
diante com o resto 53. Temos pois esta regra; metade das 
decimaes achadas, em lugar de ajuntar duas cifras ao resto 
tira-se um algarismo á direita do numero, que deveria ser o 
divisor se o processo tivesse de ser continuado, e divide-se 
o resto pelo divisor contrahido como em (149).

Para dar um exemplo seja proposto dobrar o numero de 
algarismos decimaes da raiz quadrada de 12 achada acima , 
que 6 3,46410161513.

O resto é 537255550831 , o divisor é 092820323023 o 
processo é o seguinte:

G92820323026) 557253550831 (7754587549
484974226118

52279324715 
4849742261I

5781902102
3464101615

317800187 
. 277128129

40672358
34641016

6031342
5542562

'.88780
484974

:<806
3164

342
277

65
62

~ 3
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Portanto a raiz quadrada de 12 com ±2 algarismos deeimaos 
c 34041010151377545870549 que 6 exacta até o ultimo al
garismo um pouco grande de mais; porém pondo 8 em lugar 
de 9 na direita fariaraos a raiz muito pequena.

2

ExtfKcçiT» das raiz«g ciilticas.
(177) À extracção da raiz eubica é uma operação ainda 

mais complicada e trabalhosa, que a da raiz quadrada.
Os cubos dos nove primeiros números devem ser decorados, 

e são.
Raizes 1. 2. 3. 4. 5. 0. 7. 8. 9 .
Cubos 1. 8. 27. 64. 125. 210. 343. 512. 729.

Iodos estes cubos de números menores que 10 ou de uni 
só algarismo são menores que J 0 0 0= 102 . para achar a raiz 
cúbica de um numero menor que 1000 devemos fazer uzo 
desta tabella, e vemos que muitos números não tem raiz cu- 
hica, inteira ou exacto, pois de 1000 números só nove são 
cubos perfeitos.

(178) Para podermos extrahir as raizes cúbicas dos núme
ros superiores á 1000, que devem conter mais de um alga
rismo, devemos-nos lembrar da expressão do cubo da somma 
de dous números, e como as partes da raiz entram no seu 
cubo (165, 3.o)

Pouemos sempre considerar um numero qualquer como 
composto de duas partes; e se o numero é de dous algarismos, 
composto de dezenas e de unidades; e então o cubo de uma 
somma de dous números consla í .°  do cubo da l . a parte; *2." 
mais o triplo do quadrado do I.° numero multiplicado pelo 
3o mais o triplo do quadrado do 2° multiplicado pelo i°; 4° 
mais o cubo do 2.° numero. Um numero composto de deze- 
“as e unidades contém no seú cubo quatro partes, a saLer:
* ■“ O cubo das dezenas; 2.° o triplo do quadrado das cleze- 
“as multiplicado pelas unidades; 3 .u o triplo do quadrado das 
unidades multiplicado pelas dezenas; 4.° o cubo das unidades.

A.isim o cubo do numero 23, que pode ser considerado 
como igua! á z20-|-£>, isto è,  2 dezenas, mais 5 unidades » 
composto do modo seguinte.
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I .• 203 -cSOOO
2." 3 x ( 2 0 *  X 5 = 6 0 0 o  
:i.v 3 X (52 y t > 0 ) =  | :,()u

53 =  125
’ 2o:! =156-20

Assim pois para achar o cubo dc um numero qualquer como 
259 podemos considerar esto numero como composto de 25 
dezenas, e de 9 unidades; e o  cubo do numero inteiro è com
posto de (250)3 , mais õ vezes 2502 X 9 ,  mais 3 vezes 92 x  
250, mais 93-

1.° O cubo de um numero não pòde ter senão o triplo dos 
algarismos de sua raiz, o triplo menos um, ou einfim o triplo 
menos dous. Sejam dados os numeros de 5 algarisqios 10000 
e 99999; o cubo de 10000, que é o menor numero de cinco 
algarismos tem 13 algarismos, isto é, o triplo menos 2 doí 
algarismos da raiz; porque o quadrado de 10000 tendo 9 al
garismos 6 evidente, que multiplicado por 10000 para for
mar o cubo deve dar um producto de 13 algarismos. O cubo 
de 99999, que é o maior numero de 5 algarismos tem 15 al
garismos, o não pode ter mais: com effcito o cubo de 99999 
não pode ter menos de 15 algarismos, pois o cubo de 90009 
que è menor tem 15; pois o quadrado tendo 10, o cubo tem 
Jo; o cubo de 99999 não poda ter mais de 15; supponha- 
mos que tem 16 por exemplo; então como o cubo de 100000, 
que é um numero maior que 99999 não tem senão 16; o 
que é evidente, pois o seu quadrado tendo 11, este multi
plicado por lOOOOOdeve dar um producto de 16 algarismos; 
e que este cubo é o menor numero representado por 16 al
garismos, para que o culto de 99999 tenha 16 algarismos se
ria preciso, que o cubo dn um numero menor fosse maior 
que o de um maior, ou pelo menos igual, o que 6 absurdo. 
Logo o cubo dos numeros entre 10000 e 99999 não podem 
(or senão 13, l i  ou 1o algarismos, isto é, o triplo dos alga
rismos da raiz menos 2 ou menos 1, ou o triplo exacta- 
mente.

2.° O numero dc algarismos da raiz cubica de um numero 
qualquer é igual ao terço dos algarismos deste numero, 
quando o numero de seus algarismos é divisivel por 3; e ao 
lerço dos algarismos do numero augmentado de um ou de 
dous, quando o numero destes algarismos não ó divisivel por
5. Seja dado um numero de 15 algarismos; a sua raiz cubica 
terá 5 algarismos: dc facto cila não pode ter mais. pois se ti
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vesse 6, o cubo desta raiz deveria ter pelo menos 16 alga
rismos (1°) e não pode ter menos, pois o cubo do mais peque
no numero representado por 5 algarismos tem 15 algarismos.

Um numero de 13 algarismos tem 5 na raiz cubica, pois o 
cubo do mais pequeno numero de 5 algarismos tem 13.

Como o numero de algarismos da raiz cubica é igual ao 
terço do numero de algarismos do seu cubo, ou á este terço 
augmentado de um. ou de dous, é evidente, que dividindo 
um numero dado da direita paraa esquerda em secções de tres 
algarismos cada uma, o numero dos algarismos da raiz cubica 
serà igual ao numero dc secções, a primeira á esquerda po
dendo constar de um ou dous algarismos só.

Os cubos dos numecos 10, 100, 1000 etc. são formados, 
pela unidade seguida de tres vezes tantas cifras quantas con
tem estes números; assim o cubo de um numero de dous al
garismos, que se acha entre 10 e 100 tem o seu valor entre 
1000 e 1000000, isto é, tem de 4, o, ou 0 algarismos; portan
to todo numero composto de 4, 5, ou G algarismos tem uma 
raiz cubica de dous algarismos. As raizes cúbicas dos números 
inferiores á 1000 não tem senão um algarismo: a taboada 
acima as faz conhecer.

A extracção da raiz cubica de um numero qualquer apre
senta dous casos.

I o caso. Quando o numero proposto tem 4, 5, ou 6 alga
rismos, então a raiz cubica, tem 2 (2o). Seja proposto extra
hir a raiz cubica de 262144: este numero tem G algarismos, 
logo a sua raiz deve ter 2; e de fado podemos dividil-o em 
duas secções de 3 algarismos.

O cubo das dezenas da raiz, acha-se, elevando o numero 
destas dezenas ao cubo e ajuntando-se-lhe á direita 3 cifras: 
portanto separando-se por uma virgula os 3 algarismos 144 á 
direita do numero dado, 202 contem o cubo das dezenas 
consideradas, como unidades, e alem disso os milhares pro
venientes das outras partes.

O maior cubo contido em 262 é o de 6, o numero 262 
acha-se entre G3 e 73 ; 6 pois será o algarismo das dezenas 
da raiz. Com elTüito262 sendo maior que 63 = 2 1 6 ,  os 262 
milhares de 262144 exprimem um numero maiorque 216000; 
ainda maior è 262144 que 21G000, e 262 é menor que 73 =  
.'>43; e o excesso de 73 sobre 262 não è menor que uma unida
de; por conseguinte 262000 é menor que 343000, o excesso 
não pode ser menor que um mil; ajuntando-se poisá 262000 
o numero 144, que é menos que 1000 a somma 2 6 2 1 4 4 <



1 8 2 ELEMENTOS

que 343000: o numero proposto pois acha-se unira 60^ a
703 ; a raiz cubica de 262144 acha-se entre 6 e 7 dezenas, 
o portanto composta de G 'lezenas, e de um certo numero do 
unidades menor que 10. Para achar o algarismo das unida
des da raiz devemos tirar de 262144 o cubo de 60, que é 
igual á 216000 e lira o resto 46144. Este resto representa 
as outras partes do cubo, isto é, 3 vezes o quadrado das de
zenas multiplicádo pelas unidades; mais 3 vezes as dezenas 
multiplicadas pelo quadrado das unidades; mais o cubo das 
unidades. Ora. o produeto de 3 vezes o quadrado das deze
nas multiplicado pelas unidades forma-se multiplicando pelas 
unidades o triplo do quadrado dos dezenas; isto ó, de 60, 
que é 3x^60(1=10800; este produeto sendo composto do 
’centenas, podemos separar os dous últimos algarismos á di
reita de 46144, e não se acha senão em 40100, que contem 
além disso as dezenas provenientes das duas outras partes 
do cubo; dividindo pois 461000 por 10800, ou 461 por 108. 
o queciente representara as unidades, ou um numero maior; 
este quociente è 4. Para verificar este numero, devemos for
mar a seguinte somma; 108 o que é o triplo do quadrado das 
dezenas,mais o triplo das unidades,multiplicadas pelas dezenas 
3x4x60=720; e o quadrado das unidades 42 = 1 6  é a som
ma destes 3 númerosmuHipltcada por 4 dá o numero 4(ji44; 
e mostra no caso de ser maior que o resto que o algarismo 
das unidades é muito grande, e experimenta-se um menor até 
que esta quantidade seja igual ou menor que o resto; no pri
meiro caso, que ó o do nosso exemplo, tem o numero uma 
raiz cubica exacta; no segundo não tem, e o numero não é 
um cubo perfeito. Tambem se pode verificar o numero das 
unidades, ajuntando-o ao das dezenas, e elevando este nume
ro ao cubo, como por exemplo, no caso presente; elevando 64 
ao cubo, e ver-se 64 é maior, igual, ou menor que o numero 
dado. A raiz do maior cubo contido nos milhares de um nu
mero qualquer determina sempre as dezenas da raiz cubica. 
Podemos escrever a operação acima do modo seguinte.

262144
216

64 raiz cubica

4 3 2 0 0 = 3 x 6 0 -  X 1
46144 2 8 8 0 = 3  X60 X 4) x  4
46141 6 1 =  42 x i

00000 46144 4



I>E ARITHMETICA. m
2® raso. Quando o numero dado contem mais de 6 alga

rismos, e a raiz mais de dous. Sejam quantos forem os al
garismos de um numero, a raiz deste num ero tem necessa
riam ente mais dc um algarismo, e pode-se considerar, coma 
composta de dezenas e unidades, somente, o num ero das de
zenas, pode ter muitos algarismos. Seja por exemplo propos
to extrahir a raiz cubica do numero 213359449. O cubo das 
dezenas da raiz não pode dar senão pelo menos milhares, logo 
este cubo não pode se achar senão na parte á esquerda dos tres 
últimos algarismos. Se extrahirm os a raiz do inaior numero 
eubico contido em 275350 considerado como representando 
unidades, acharemos o numero das dezenas da raiz procurada. 
Com elTeito seja 64 a raiz cubica do menor cubo contido em 
275359; segue-se, que a raiz do numero dado tem pelo m e
nos 64 dezenas, pois que G i3 xlOOO pode ser tirado de 
275559000, e á forciori de 273359449, e a raiz não pode 
te r 6 4 - |- l  dezenas, porque (6 ü -f l)3 ^ maior que 273359, e. 
(64-4-1)1 XlOOO maior que 2 7 5 5 5 9 0 0 0 , de pelo menos 
1000, e por tanto maior que 2755594+9; logo a raiz procu
rada consta de G4 dezenas, e mais um certo num ero de un i
dades menor que 10.

A questão pois fica redusida a extrahir a raiz cubica de 
273359; mas este novo numero tendo mais de tres algaris
mos a sua raiz tem mais de um, isto é, contem dezenas e 
unidades. Para achar as dezenas è preciso separar os tres 
últim os algarismos á direita 359 , e ex trah ir a raiz do menor 
cubo contido em 273, se este novo numero tivesse mais de 
tres algarismos , em pregaríamos ainda o mesmo raciocínio, 

chegar ã um  num ero de trez algarismos.
O maior cubo contido em 275 é 63 ; logo 6 exprime as 

dezenas da raiz cubica de 273359 , ou as centenas da raiz to
tal; tirando pois o cubo de (> ou 216 de 273 teremos o res
to 57 , no lado d’este resto escrevemos a secção seguinte de 
tres algarismos o que dá o resto 57359; tomando para di
visor d’este resto o triplo do quadrado de 6 ,  achamos 

X 5 = 1 0 8 ;  e dividindo 57359, separando os dous ú lti
mos algarismos á direita por 108 o quociente è 4 , quo é o 
algarismo das unidades da raiz cubica de 2 7 3 3 5 9 , por tanto 
O í c a raiz cubica do maior cubo contido em 273359; e é  o 
num ero das dezenas da raiz cubica, do numero dado, ora o 
excesso de 275559 sobre 64 3 = 2 6 2  l i i  ó 11215, a raiz cú
bica de 2 7 3 3 S 9 i4 9 , é composta de 64 dezenas, e um  certo 
numero de unidades expressado por um só algarismo. Para

lar as unidades escrevemos ao lado do resto 11215 a ulti-
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ma secção 449, o que dá o numero 11215449; então for
mamos o triplo do quadrado de 64:64'2 x 3 = 1 2 8 8 ;  e dividi
mos 112154 centenas do numero dado por este producto; o 
quociente 9, exprime o algarismo das unidades procuradas, 
ou um maior. Para verificar tiramos 6193 dc 273359449: o 
resto zero faz ver que 649 é a raiz cubica de 273359449. 
Esta operação pode ser escrita do modo seguinte.

273,3o9,449 
216

57359 
46144
112154,49 
11215 449

00

649 raiz cubica

6 2 x 5 = 1 0 8  Div. 642x5= 12288

6 0 2x4X 3= 43200  
6 0 x 4 2 X 3 =  2880 

4 3 =  64

6402x9 X 3 =  11059200 
640 x92 X 5 =  155520 

9 3 =  729
46144 I 1215449

(179) A regra geral para extrahir a raiz cubica dc um nu
mero inteiro é a seguinte.

1 .° Divide-se o numero dado em secções de 5 algarismos 
cada uma, começando pela direita; a ultima á esquerda po
derá ser de 1 de 2 ou de 3 algarismos. O numero de secçòcs 
é igual ao numero de algarismos da raiz cubica.

2.° Da 1.° secção contando da esquerda , se subtrahe o 
maior cubo n’ella contido, a raiz cubica d’este é o primeiro 
algarismo da raiz procurada,

õ.° A direita do resto cscrcve-sc a secção seguinte e se- 
puram-se os dous últimos algarismos á direita.

4.° Dividc-se o numero acima formado pelo triplo do 
quadrado da raiz já achada, e toma-se o quociente desta di
visão para o algarismo da raiz, eleva-so então o numero for
mado pelos dous algarismos da raiz já achados ao cubo; se 
este cubo é maior que as duas primeiras secções do numero 
dado, cumpre diminuir de 1 algarismo o tornar a examinar, 
se elavando-o ao cubo pode este subtrahir-se das duas sec
ções.

5.° Esta subtracção feita abaixa-se a 5.* secção e separam- 
se os dous algarismos a direita.

6.° Divide-se o numero assim preparado pelo triplo do 
quadrado dos dous algarismos da raiz já achados: escreve- 
se o quociente na raiz que ficará tendo 3 algarismos, cleva- 
se ao cubo esta raiz; se não puder ser subtrahida das 3 sec
ções, tira-sc 1 ao ultimo algarismo o torna-se a verificar.
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7.° Esta nova subtracção feita abaixa-se á direita do resto 
a secção seguinte, e separados os dous últimos algarismos ;í 
direita, continua-se do mesmo modo até cbegar á ultima 
secção.

4 Í278,242810(3456 
27

32 x  3=27)= = Í4278 ( \
41278

f» 5 3 __ ‘í O o a  r,

342 X 3 = 3 4 0 8 )1 9 7 4 2 i2(5
41278242 

3453 = 4 1 0 6 3 6 2 5
345? x 3 = 3 5 7 0 7 õ)2 14617810(6

41278242816 
34563 = 41278242816

ObsérvaçAo . Em toda a operação para a extrecção da 
raiz cúbica, cada resto é igual ao numero dado diminuido 
da raiz cnbira da parte da raiz já achada.

(179) Paia cxtrahir a raiz cúbica de um numero inteiro 
qualquer, procede-se como se o numero fosse um cubo per
feito. o quando fica um resto que corresponde ao algarismo 
das unidades da raiz, o numero não è cubo perfeito, e o nu
mero achado como raiz exprime a raiz cúbica do maior cubo 
contido no numero dado.

Podemos mostrar como fizemos á respeito das raizes qua
dradas (591) , que quando um numero inteiro, como 3, não 
tem raiz cúbica inteira, também não tem uma raiz fraccio- 
nriria, mas que podemos achar uma aproximada.

(180) Os cubos das fracções acham-se elevando os deno
minadores, e os numeradores das fracções ao cubo; para ex
trabir a raiz cubica de uma fracção basta pois extrabir a raiz 
cubica de seu numerador e de seu denominador. Como po
rém pode acontecer que o denominador, ou o numerador 
não seja um numero cuhico, ó bom reduzir esta dupla ope
ração ã uma fó, o que se faz multiplicando os dous termos 
da fracção pelo quadrado do denominador, a ultima fracção 
conserva o mesmo \alor, e só se tem de fazer uma operação 
para achar a raiz cubica do numerador. Por exemplo a raiz

25
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. 1 1 =  3 /H X 3 2 3/4* V 44  
cubica de ã  2

(181) O cubo dc um numero decimal acha-se formando o 
cubo d'esto numero ôomo se fora um numero inteiro, o se
parando dopois á direita d’este cubo, tres vezes tantas dcci- 
inaes quantostinha o numero dado. O numero de decimaes 
dc um cubo 6 sempre um múltiplo de 3 .  Para extrahir a 
raiz cúbica dc um numero decimal, basta extrahir a raiz cú
bica do numero inteiro que resulta da suppressão da virgula 
da decimal dada, e depois separar à direita da raiz, tantas 
decimaes quantas unidades tem o terço do numero de 
decimaes do cubo dado. Por exemplo a raiz cubica 
dc 273,359419 acha-se , extrahindo a raiz cubica de 
273359449, que ó 049, e separando á direita d’esta raiz 2 
decimaes porque o numero dado tem 6 decimaes, e en
tão a raiz procurada ó 0 ,49 .  Se o numero proposto for
0 ,000273359449 ,procura-se a raiz cubica dc 273359449 que 
é G49, e como esta deve ter 4 algarismos decimaes terço 
dos que tem o numero dado, a raiz cubica 6 0 ,0049 ,

(182) Para achar a raiz cubicít de um numero aproxima
damente , empregam-se artifícios analogos aos que indica
mos para a extracç.ão das raizes quadradas. Por exemplo 
para extrahir a raiz cubica dc 3, á menos de um quarto mul
tiplica-se 3 pelo cubo de í ,  e depois extrahe-se a raiz cubica

3 /
d’esle prodtfcto 3 X 6 4 = 1 9 2 , V 1 9 2 = 5 ,  -f- um resto , a raiz
cubica de 3 6 pois um numero entre ~  e j - . A aproximação
por meio das decimaes, acha-se, recuando para á direita a 
virgula tantas vezes trez lugares quantos algarismos se quer 
conservar na raiz cubica; para isto ajunta-so um numero

3 /
conveniente de cifras sendo preciso. Assim V 0 ,3  á menos | 
de - i -  ou 1,00, extrahe-se a raiz cubica dc 0 ,300000, que

é (H, logo a raiz cubica dc 0 ,3 ,  ó 0 , 0 1.
Sn o numero dado 6 inteiro ajunta-se a cada resto uma ] 

scn-fiO de 3 cifras atè que se obtenha o numero de algaris- , 
mos decimaes que se quer.

.
Exemplos.

j QuV, a raiz cubica de 0 ,0001557 resposta 0 ,0 ò lo 8

3/
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2  Q ual a raiz cubica dc 5, resposta 1 ,7 0 9 9 7 0
3 Qual a raiz cubica de 10, resposta 2 , l o i i o u

(183^ N ada direm os á respeito tia extração das raizes
4  » e õ V  etc. para o que ternos m cthodos análogos aos 
núe em pregam os para  a extração das raizes 2 a e 5 :1, porqua 
na algebra m ostrarem os como se pode extraliir um a raiz 
qualquer-, nos usos da vida nunca precisam os senão da ex
tração das raizes quadradas e cúbicas. O bservarem os porém  
que, quando o. gráo da raiz 6 o produeto dc m uitos factores 
podemos decompol-a em extracções successivas de raizes de 
gráos m enores. Assim por ex. para achar a raiz 4“ dc um  
num ero basta ex trah ir a raiz quadrada d’esle num ero , e de
pois a r a iz  quadrada desta raiz. A raiz 12*,porque 12 2X_,Xo, 
acha-se extrahindo duas vezes a raiz quadrado, e depois a rai& 
cubica; por exemplo para  achar a raiz 1 2 ' dc 2 í l l i 0 o 2 j ,  p ri
m eiro extrahe-se a raiz cubica que é 0 2 o  , c depois a raiz 
quadrada de G25 que b 2 5 , e finalm ente a raiz quadrada de

25 que è 5, e assim V 2 M  1 4 0 0 2 5 = 5  : De m odo (pie só 
precisamos de saber ex trah ir dircctam ente as raizes de gráos 
representados por num eros prim os.

A extracção de raizes é uma operação trabalhosa, mas lo 
go veremos quo torna-se m uito fat il em pregando-se os lo- 
garitbm os.
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PAUTE 2.»
COMPARAÇÃO DOS NUMEROS.

C A P IT U L O  V III .

DAS PRO PO RÇÕ ES E  PRO G RESSÕ ES.*

§ l . ü 

lta z ô c s .
(184) Dous num eros comparados nâo podem aprezentar 

senâo duas relações, são, ou iguaes ou desiguaes. A igual
dade de dous num eros considerada nâo no principio de for
mação respectiva á cada um , que pode sor dilTerente, mas 
nos seus valores mesmos, ó uma idenlidade simples que ne- 
nliuma consideração nos pode suggerir. V relação ( j= ( j  sig
nifica simplesmente que <3 é 0 . A desigualdade entre dous 
numeros dà origem a duas considerações diíTerentes, I o esta 
comparação pode ter por objecto saber quanto um dos n u 
meros é maior que o outro , e 2o quantas vezes um dos n u 
meros contém o outro . No prim eiro caso o resultado da 
comparação, ou a sua razão, é a differença do um para o u 
tro num ero, no 2o caso, ò o quociento de um num ero dividi
do peíõ outro. A diíTerença de dous uum eros chama-se ra 
zão arithm etica, o quocieute razão geom etrica. Por exem 
plo a razão arithm etica de 5 , e 7 , é 2 , porque 7— 5 = 2 ,  e
a razão geometrica do ”>, e, 9 . é 5  porque ;j- =  5 . Os dous
numeros comparados chamam-se os termos da razão, o p ri
meiro termo chama-se antecedente, e o 2 o conseqüente.

(185) Uma razão arithm etica fica sendo a m esma, q u an 
do auginentamos , ou diminuímos os dous term os de um a 
mesma quantidade; a razão de 7 à 5, ó a mesma que a do 
7 -f-3 á o - j-3  isto é, que a de 10 á 8 , do facto 7— o = 2 ,  o 
10— 8 = ? .

(186) Uma razão geometrica não muda quando m ultip li
camos, ou dividimos os dous termos por um a mesma quan
tidade. Por exemplo a razão geometrica de 9  á 3, é a mos-
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ma que a de 9 x 2 , a 3 x 2 , isto e de 18 a b, e dc facto a pn-
. <> i ismeira é ^ = 5 , e a segunda -^ = 3

(187) As razoes das quantidades irracionaes podem ser 
determ inadas, pois que entram nos cálculos como represen
tando valores aproximados. Eslas razões são muitas veze-
commensura%eis, por exemplo a razão geometrica enlre )12  

e )5 pode ser representada por ~ , pois

V 12 _  /  j __2
V 5 ~ v  i — i

2 2 .°

PROPORÇÕES.

(188) Duas razões iguaes da mesma natureza, isto é am
bas arithm eticas ou ambas g eo inetricas, estabelecem entro 
os numeros que as formam uma igualdade que so chama 
proporção. Por exemplo a rasão arithm etica entre 7 e o , sen* 
do a mesma que entre 10  e 8 , estes quatro num eros dão 
origem a igualdade 7— 5 = 1 0 — 8 , que se chama equidifle- 
rença, ou proporção arithm etica. A razão geom etrica ontre
4  e 2  sendo a mesma que entre 0 e 3, os num eros 4 , 2, 6 ,
3 , dão origem á igualdade 5- = ^ -  que se chama um equi-ij
quociente, ou uma proporção geom etrica.

Os quatro term os de um a equidiflerença escrevem-se uns 
adiante dos outros separando por um ( . j cada antecedente 
ile seu conseqüente, c por ( : )  as duas razões comparadas; 
por exemplo a equidiflerença 7— 2 = 11— G escreve-sa 
7 .2 :1 1 .6 . ’

Os quatro  termos de um a proporção geom etrica escre
vem-se uns depois dos outros separando por ( : ) cada ante
cedente de seu conseqüente, e por :: as duas razões; por
exemplo o equiquociente ^ = - r J  escreve-se 2 1 :3 ::1 4 :2

Para distinguir os antecedentes e os consequentas d’um a 
proporção, chamam-se I o antecedente c Io conseqüente os 
dous termos da primeira razão, e 2* antecedente e 2o consc- 
quente os dous term os da segunda razão. O prim eiro termo 
c 0 4° term o são os extrem os, c 2 o term o e 0 3o são os 
meios.
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A diíTerença entre os dous primeiros termo's d ’uma pro
porção arithm etica , 6 a rasai) da l"  relação, e a diíTerença 
dos do«s outros termos a rasão da 2 :1 relação, estas razõôs 
sSo iguaes. T*i’urna proporção geometrica o quociento do pri
meiro termo dividido pelo 2o é q razão da prim eira relação, 
e o quociente do 3o term o dividido pelo 4° 6 a rasão da 2.“ 
relação, estas duas razõess ão iguaes.

O quarto termo d’uma proporção 6 o que se chama a 4a 
proporeional aos trez oiitros termos.

Quando os termos do meio são iguaes a proporção é con
tinua; como 5 :7 :7 .9 . o termo do meio 7 é ütii meio arithm e- 
tico entre 5 o 9 , esta proporção escreve*se ~  5 .7 .9  , c 9 
6 um a terceira proporcional á 5 e 7. Do mesmo mod# 
4 :1 2 :: 12:36 é uma proporção geometrica continua que se 
escrevo - —|-4 :1 2 :õ 6  o 12 é um meio geometrieo entre 4 e 
36 e este ultim o uma terceira proporcienal geometrica á 4 c 
12.

P roporções à r it ü e m t ic a s .

(189) Theorema 1.° Em toda proporção por differença a 
somma dos extremos ó igual a somma dos m eios. Seja dada 
a proporção 7 .2 :1 1 .6 ; a somma 7-J-G dos extremos é igual a 
somma 2 - j - l í  dos meios. A proporção exprime por stla 
natureza que 7— 2 = 1 1 —6. portanto acrescentando aos doils 
termos desta igualdade Uma mesma quantidade , (a somma 
dos conseqüentes ou das quantidades suhtractivas 2-f-G,) não 
alteramos a igualdade (25 axi 4") logo

7 —2 f 2 + G = l l — G + 2 f( i
e simplificando

7 - f 6 i = l l - f 2 .
Portanto a somma dos extremos da proporção 7 .2 :1 .6 ir  

igual a somma dos meios.
(190) Theorema 2 .° Todas as vezes que quatro numeros 

são taes que a somma de dous d ’entre ellcs 6 igual a somma 
dos dous outros, estes quatro numeros formam uma cqiii- 
differença, ou uma proporção arithm etica, na qual os dou» 
primeiros numeros occupam os extremos ou os meios, e os ou
tros dous os meios ou os extremos. Seja dada a igualdade 
7 -{ -9 = 1 1  - f  5* O ra se das duas quantidades iguaes que 
formam esta igualdade tiramos um a mesma quantidade ã-f-O 
não a alteramos, (26, I o), lo jo
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7-J-9— 5 —-9 = 1 1  + 5 — 5 —9
<3 redusindo

7—5= 11—9
Esta ultima igualdade è um a properção arithm etica, quo 

pode ser representada por 7 .5 :1 1 .9 , ou por 1 1 .9 :7 .5
(1 9 i)T h eo rcm a  5 .°U m  dos extremos d’uma proporção arU 

thmetica é igual a somma dos meios diminuida do valor do 
outro extremo. E  um dos meios é igual a somma dos extre-> 
mos diminuida do valor do outro meio.

Seja dada a proporção 7 .5 :1 1 .9  esta proporção nos dá a 
igualdade 7 + 9 = 1 1 + 0  (189) tirando de cada termo desta 
igualdade a mesma quantidade 7, temos a seguinte igualdado

7 + 9 — 7 = 1 1 + 5 — 7

simplificando 9 = 1 1 + 5 — 7
0  4.° termo 9 da proporção dada é igual a somma dos 

meios 1 l + o  diminuida do outro extremo 7 ; a segunda parto 
se prova do mesmo modo

1 1 + 5 = 7 + 9
tirando desta igualdade 5 dc cada termo temos a igualdado

l | + S _ 5 = 7  +  9 — 5 
1 1 = 7 + 9 —5

um dos meios 11 é igual a somma dos extremos 7 + 9  dimi> 
nuida do 5, outro m eio,

(191) Theorema 4.° N um a proporção arithm etica c-on- 
tinua, o meio arifchmetico é igual metade da somma dos 
extremos: seja dada a proporção arithm etica 8 .0 :0 .4 . te 
mos

8 + 4 = 0 + 0 = 1 2  
logo devidindo os termos desta igualdade por dous, temos 
uma outra  igualdade—

8 + 4 _ l 2 __n
2 2

o 0 o meio arithmetico da proporção dada, c igual âNnetade 
da somma dos extrem os.

(195) Theorema 5.° Podemos fazer n ’uma proporção ari- 
them ctica todas as transformações que não allerão a igual
dade enlre a somma dos meios e a dos extremos. Por exem 
plo a proporção arithm etica 7 .5 :1 1 .9  dando a igualdado 
7 + 9 = 5 + 1 1  pode fornecer as o i to  proporções segui tjles..
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7 .5 :11 .9 ,7 .11 :5 .9 ;9 .5 :1 1 .7 ;9 . i1:o.7.
5.7:9.11 ;5.9 :7 ,11 ;11 .7 :9 .5 ;11 .9:7.5

(194) Problema. 1, Conhecendo tres termos duma pro
porção arithmetica, determinar o 4.° quer seja um extremo 
ou um meio.

Representando o termo incognito por um x podemos 
sempre determinal-o dados os outros termos, a incógnita 
não pode ser senão um dos extremos, ou um dos meios.

1.° Quando é um dos extremos como na proporção 4 .2 :12.x 
acha-se o seu valor por tlicorema 3o pois temos então 
x = 1 2 + 2 — 4 = 1 4 — 4 = 1 0 ;  o que se pode provar directn- 
mente pois a proporção dá a igualdade

x + 4 = 1 2 + 2  
tirando 4 de cada termo temos a igualdade

x = 1 2 + 2 — 4 = 1 4 —4 = 1 0
e de facto 4.2:12.10, ou 4—2 = 1 2 — 10.

2.° Quando a incógnita é um dos meios como na pro
porção 4 .x :l2 .10 ,  tãobem a achamos pelo mesmo theorema 
pois temos então , x = 4 + 1 0 — 1 2 = 1 4 — 1 2 = 2 ;  o que se 
prova directamente pois a proporção dada, nos dà a igual
dade

4 + l 0 = x + l 2
tirando a mesma quantidade 12 de ambos os termes temos 
a igualdade

4 + 1 0 — 1 2 = x  
14— 1 2 = x  

2 = x
e de facto4,2:12.10, ou 4 - 2 = 1 2 — 10.

(195) Problema 2.* Achar um meio arithmelico entre 
dous numeroç dados.

O meio arithmetico entro dous números é a metade da 
somma d’estes números theorema 4o. Por exemplo seja pro
posto achar um meio arithmetico entre 12, e 8, este meio 
é x = i 2 + « = ! 0 ;  ede  faelo 12.10:10.3: ou 12— 1 0 = ! 0 - 8

2

PROPORÇÕES GEOMETRICAS.

(I9G) Theorema 1.° Em toda proporção geometrica o pro- 
ucto dos extremos è igual ao produeto dos meios: Seja 

(jada a proporção geometrica, ou por quociente, 2 1 :3::14:2,
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21 líentão 21 X 2 = 3 X Í4 , a propòrção dada exprime que ■5 = 2’’ 
isto é que os quocientes d’estas duas divisões são iguaes: rcr- 
dusindo estas duas fracções ao mesmo denom inador, tem os as

21X2 1ÍX3 * •fracções seguintes — —2=  a por eonsequencia, ja  quo os

denominadores destas fracções são iguaes, não podem ser cilas 
'iguaes sem que os num eradores 0 sejão, e ellás são iguaes 
porque são as mesmas fracções que as que indicãó a igualdade 
que resulta da proporção dada; logo podemos concluir que 
2 1 X 2— 1 4 x 3 ,  isto 6, 0 produeto dos extremos 2 1 x 2 , ó 
igual ao produeto dos meios 1 4 x 5 .

(107) Theorema 2.° Todas as vezes que quatro  numeros 
forem taes que o produeto de dous d’en(re eiles seja igual ao 
produeto dos dous outros, estes quatro num eros formam uma 
proporção geom etrica, da qual os dous primeiros numeros 
são os extrem os, ou os meios, e os dous outros os meios, ou 
os extrem os. Sejam dados os numeros 9 ,1 2 ,3 6 ,o , taes que 
9 x 1 2 = 3 6  x  3 . Estes numeros formam uma proporção^geo
m etrica tendo por extrem os, os dous numeros de um  d’esles 
produetos, c por meio os do outro produclo: temos pôr hv- 
potbese a igualdade

9x12=36x3=108
dividindo os dous term os desta igualdade peia mesma quan
tidade 5x12 temos .

9X12_3CX3 
3X12 3X12

supprimindo os factores communs nestas duas fracções dos 
denominadores e num eradores, 0 que vem a ser 0 mesmo que 
dividir os dous term os de cada um a pela mesma quantidade, 
temos á finai a igualdade

' 2 . = ^
3 12

0 por tanto sendo esles dous quocientes iguaes, lemos a pro
porção

9:5;:36:12
<- e os num eros dados formam um a proporção geom etrica.

(198) Theorem a 3 .°  Um dos termos extremos de um a 
proporção geom etrica ó igual ao produeto dos meios di
vidido pelo oulro extrem o; e um dos meios è igual ao pro
dueto dos extrem os dividido pelo outro meio— seia dada a 
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proporção 9 :3 :: 36 :12 , ternos por theorem a 1.89 x  1 2 = 3 x 3 6 »  
dividindo os dous membros desta igualdado pela mesma quan
tidade 9 , temos a seguinte igualdade

9 X 12__3X30
1 T  1 T

simplificando, ou supprimindo o factor commum aos dous 
9X12termos da fracção - j -  temos

„  3X3Í*>.
12= ------ - *V 0

isto é, o 4 .° term o da proporção dada é igual ao produclo dos 
m e io s  dividido pelo 1.° term o: do mesmo modo se prova que

3X3C> • o 9X12 n  (> 9X129 = - — .j e que os m eios, 3 — —̂ - ’ e 3 6 = - - —-

(199) Theorem a 4 .° N ’uma proporção geometrica conti
nua, o term o medio geoinetrico, è igual á raiz quadrada do 
produeto dos extrem os. P o r exemplo na proporção geome- 
trica continua 5 :3 0 :.3 0 :1 8 0  , o term o medio 30 é igual a 
raiz quadrada de 1 8 0 x 5 .  Temos por theorem a 1°, í> x  180=  
3 0 X 3 0 = 3 0 J , logo a raiz quadrada de 3 0 2 deve ser igual 
a raiz quadrada de 5X 180 , isto é tem os a igualdade

3 0 =  v  5 x 1 8 0 =  V 9 0 0 = 3 0

Assim 3 0 , meio geometrico da proporção dada, é igual a 
raiz quadrada do produclo dos extrem os 5, c 180.

(200) Theorem a 5 .°  Podemos fazer n ’um a proporção geo
m etrica todas as transformações que não alteram a igualda
de entre o produeto dos extrem os com o dos meios. A pro
porção 6:3:: 14:7 dá a igualdade 6x7=3x14  e podemos 
escrever esta proporção de diversos modos.

1.° Dislocando os extrem os entre si, e os meio» entre si, 
o que se chama alternando

6 :1 4 :;3 .7  
7: 5 : ;1 4 :0  
7 :1 4 :: 3 :6

2 . ' Pondo os extrem os «m lugar dos meios, o que se di«- 
ma invertendo—

3:6 ::7 :1  í  
1 4 :6 .:7: õ 

3 :7 ::6 :1 4  
1 4 Z>
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À proporçSo 6 :3 : : 1 4:7 . dando por transform ado a p ro 
porção 3 :7 ::6 :1 4 . resulta quo em toda proporção a razão do
1.® conseqüente ao 2.° conseqüente è a mesma que a razão 
do 4.° antecedento ao 2 .°  antecedente.

(201) Theorema 6.° Uma proporção não se altera m ulti
plicando por um mesmo numero os dous primeiros term os, 
ou os dous últimos, ou ambos os antecedentes, ou ambos os 
conseqüentes. Seja dada a proporçSo 6 :3 :: 14:7 não altera
mos esta proporção, multiplicando por um numero 5 , 1.*, 
os dous primeiros termos 6 , c 3, de facto a proporção 6 :3 ::
i 4 :7 . nos dá a igualdade 5. — l i  e multiplicando 6  e 3 por

5 temos a seguinte igualdade logo 30 :1 S ::1 4 :7 . 2 J

os dous últimos termos 14, e 7, na igualdade j = * -  m ultipli

cando os últimos termos por 5 , temos a igualdade |< =

i? e 6 :5 ::7 0 :3 5 : 3.° os antecedentes 6  e 14, de facto 
7X5 :J5

na igualdade -- ■— multipl icando 6 e 14  por o , temos 

0 p0r tanto 3 0 :3 ::7 0 :7 : 4 .° os conseqüentes X
3 3 ^

c 7 . de facto na iguldade ~ m u l t i p l i c a n d o  3 e 7 por 5

temos a igualdade - ^ . = ^ 7, logo 6 :1 5 ::1 4:35.o aJ  i aO
O b s e r v a ç ã o . Tambem não se altera a proporção div i

dindo por um  mesmo num ero, os prim eiros term os ou os ú l
timos, ou os antecedentes, ou os conseqüentes; prova-se do 
mesmo modo.

Corollario. Por esta propriedade pode-se fazer desapare
cer as fracções que se acham n’uina proporção, e simpliíicam- 
se os termos d uma proporção quando tem hum factor com
mum á um extrem o e um meio. P o r exemplo ~  ; 4 :

-y-*, è uma proporção da qual podemos fazer desaparecer 0»

denominadores 3 , e 7 ,  multiplicando os dous antecedentes por
3 ,e o sd o u s  conseqüentes p o r7 ,eternos cntàõ 2 :30 0 :: 12:5000  

Podemos simplificar esta proporção dividindo os conse
qüentes por 100, e temos então 2 :5 :: 12:30.

(202) Theorem a 7.° Q uando duas proporções tem um a 
razüo com m um , as duas outras rasões formam um a propor
çSo. Às duas proporções 2 .3 : :6 :9 . e 2 :3 :.1 0 :1 5 , te n d a  u«»a
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rasão commum 2 :3 , as duas outras rasões 6 :9 , 1 0 :Í5  for
mam uma proporção 8 :9 :: 10 :15. A primeira proporção dá a
igualdade , e a segunda a igualdade Io g o - =O i *  ü il) y
~ , e  portanto 6 :9 : : i0 :1 5 .

(203) Theorema 8.° Quando duas proporções tem os mes
mos antecedentes, ou os mesmos conseqüentes,- os outros 4 
term os formam uma proporção. Sejam dadas as duas propor
ções 2:G: õ :9 , e 2 :8 ::5 :1 2 , tendo os mesmos antecedentes,
2 , e 5 , os quatro term os formam a proporção 6 :8 ::9 :1 2 . As 
duas proporções dadas podem ser transformadas (2 0 0 ) nas 
seguintes 2 :5::G :9, 2 :3 ::8 ;1 2 , e ternos então as igualdades

1=1 > 1 = 4  ’ e P°rtant0 (2ü2> *J=r2 > e « % S:i2 .
(204) Theorema 9 .°  Em toda proporção a somma ou a 

(lillerença dos dous primeiros termos está para o segundo , 
como a somma ou a diíTerença dos dous últimos para o quar
to . Na proporção 4 :2 ;: 10 :8  temos 4 + 2 : 2 : : 1 0 + 8 : 8 .  Nas

fracções ~  , e que representam  as duas razões da pro*

porção dada, tem os a expressão de quantas vezes os conse
qüentes são contidos nos seus antecedentes, logo atigmen- 
tando ou diminuindo cada antecedente de seu conseqüente 
cada rasão augmenta ou dim inue do uma unidade, e como
as duas rasões prim eiras l , e ^ , s ã o  iguaes, as duas novas

tambem o ficam sendo, logo — , e & + 2 :2 ::1 0 + 8 :8 .

Pela mesma rasão podemos concluir que o 'Io term o de 
um a proporção mais ou menos um certo num ero de vezes o 
2", esta para o 2o, como o terceiro lerino mais ou menos o 
mesmo num ero de vezes p 4o está para o 4 \

(2í)o) Theorema 10. E m  toda proporção, o 1° anteceden
te mais ou menos o seu conseqüente, está para o 2o antece
dente mais ou menos o seu conseqüente, como o 1° antece
dente, para o 2 ’ antecedente, ou como o I o conseqüente pa
ra o 2 ,J conseqüente. Seja dada a proporção 4 :2 :: 16:8, en
tão, 4 + 2 : 1 6 + 8 : 4 : 1 0 ,  ou 4 + 2 : l  ò + 8 :2 '8 .  Esta proporção, 
nos tíà por (2ü4) e pelo que provamos no theorem a antece
dente a seguinte proporção 4 j h 2 : 2 : : l 6 + 8 : 8  , alterando a 
ordem dos meios term os tem os, 4 + 2 : 1 6 + 8 : 2 : 8  , e como 
invertendo os meios term os da proporção primitiva temos 
lambem 4 :1 6 ::2 :8 , segue-se que ( 2 0 2 ) ,4 + 2 :1 6 + 8 :4 :16. 

D^este theorema concluímos que o 1" antecedente mais ou
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menos um  certo numero de vezes o seu conseqüente está 
para o 2° antecedente mais ou m enos o mesmo num ero de 
vezes o 2" conseqnente', como o I o antecedente està para o 
2", ou o 'Io conseqüente para o 2o.

(208) Theorema I I o. Em toda a proporção a somma dos 
dous primeiros term os està para a somma dos dous outros 
term os, como a diíTerença dos dous prim eiros termos está 
para a diíTerença dos dous outros. Seja dada a proporção 
4 :2 ::1G :8 . temos 4 + 2 : 1 6 + 8 : : 4 — 2 :1 6 — 8. pelo theorem a
, , , , , 4+2 2 4—2 2 T 4 -  2 4—2antecedente temos , e _ = ~ L o g o , - - = r _

e por eonsequencia 4 + 2 : l 6 + S : : 4 —2 .1 0 — 8. Deste theo
rem a se tira a conclusão de que o antecedente mais um 
certo numero de vezes o seu- conseqüente, está para o 2 o an
tecedente mais o mesmo num ero do vezes o seu conseqüen
te, como o prim eiro antecedente menos um  certo num ero 
de vezes o seu conseqüente está para o 2 o antecedente m e
nos o mesmo numero de vezes o seu conseqüente.

(207) Theorema IS”. Em toda a proporção a somma ou a 
differença dos antecedentes, eslà para a somma ou a diffe
rença dos conseqüentes, como cada antecedente está para seu 
conseqüente. Seja dada a mesma proporção 4 ;2 : :1 6 :8 -  te
mos 4 4 H 6 : 2 + 8 : : 4 : 2  ou : : 16:8.

P ara  -provar este theorem a hasta m udar a ordem da pro
porção prim itiva, e applicar o principio de (205). Assim m u
dando a ordem da proporção dada temos 4 :1G ::2 :8  , e por 
theorem a (205) tem os 4  +  1 8 : 2 + 8 : : -10 :8 , ccom o 4 :2 :: 1 G:8 
segue-se que 4 + 1 6 : : 2 + 8 : : 4 : 2 .

O i u antecedente mais ou menos um  certo num ero de ve
zes o 2 o antecedente, está para o prim eiro conseqüente mais 
ou menos o mesmo num ero de vezes o 2° conseqüente, co
ro0 cada antecedente està para seu conseqüente. '

(208 ) Theorem a 13. Em  toda a proporção a somma dos 
antecedentes está para a somma dos conseqüentes, como a 
dilierença dos antecedentes este p a ri a diíTerença dos conse
qüentes. Seja a proporção 4 .2 :: 10:8. então
j- +  t ( i .3 + 2 : :  !G—4 :8 —2:) Temos (207) as seguintes prepor- 
çoes 4 + 1 0 : 2 + 8 : :  16:8

1 0 — 4 :8 — 2 ” Í6 :8
__1(5 16—4 Ift .

' 0* 0 “ 8 ^ 2 — 8 ’ c e por eonsequencia
IG-hí 1G_5 „
'8 + ã ==~s=2 ; e 1 6 + 4 :8  + 2 ::1 6 — 4:8  — 2,
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O primeiro antecedente mais um certo numero de vezes
o 2 o antecedente está para o I o conseqüente mais o mesmo 
numero de vezes o 2o conseqüente como , o 1 antecedente 
menos um certo numero do vezes o 2o antecedente está pa
ra o I o conseqüente menos o mesmo numero de vezes o 2o 
conseqüente.

(209) Theorema U .  Multiplicando ordenadamente os ter
mos de duas ou mais proporções os produetos resultantes es
tarão em proporção.

Sejam dadas as duas proporções 30 :15::6 .3  e 
2 :3 ::4 :6 ;  30X2:1 5x 3::6X 4:3 x 6. A s duas properções dão

l i  l J  30 6 2 4 I 30 y .2 .— <*. vas igualdadades , e , 'oDo -  x 3 — 3 X

—, pois as fraeções iguaes ^ , e  jj* foram multiplicadas por
1 2 4 ,  t 30X2 6X4quantidades iguaes -  ,e ^  , por tanto ^ 3= 5xüi e Por con‘

scqucncia 30X2:15X3::6)C4:3X6. O mesmo se pode provar 
de um numero qualquer de proporções.

(210) Theorema 15. Dividindo ordenadamente os termos 
de duas ou mais proporções, os quocicntes resultantes esta
rão em proporção.

Sejam dadas as proporções 8:4:: 12 :0 ,  e 4 :2 ,: :6 :3  , le- 

mos J- , e facto , e , logo d i

vidindo as fraeções iguaes e '-j pelas fraeções iguaes —
G . .  • . . 8 . 4 . 0e — continuarão a ser iguaes por tanto -  — j  =  -g -r-f •

(211) Theorema 16. As potências da mesma orJem d*> 
quatro números cm proporção, formam tambem uma pro
porção. Seja dada a proporção 6 :5::10:5 , então 6 2;32:;102'.
52, 63:33::103:o3, o quo se prova facilmente, pois vem à 
ser o mesmo que multiplicar duas ou tres proporções iguaes 
e semelhantes, termo por termo; mas prova-se directamento 
este theorema pelo modo seguinte, a proporção dada, nos dá

r> 10 0-3 IO2 6 3 IO3 .
a igualdade -  =  -  , e portanto — — =  —  logo

6 :2 3 2;: 102: 52
(212) Theorema Í7 .  As raizes do mesmo grào de quatro 

quantidades em proporção tambem formam uma proporção. 
Seja dada a proporção 4:9:: 16:56, então V 4 ^  V »::_y i«>: 
V w , ou 2 :3 : : i :6 ,  de facto 1 = 1 ?  , logo V 1  =  V ^ ;|  =

~  , s portanto 2 :3 ;:4 ;6 .
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(213) Theorema 18. Em uma serie de raeões iguaes a 
somma de um numero qualquer de antecedentes eslá para a 
somma de seus conseqüentes, como um antecedente está pa
ra o seu conseqüente. Sejam dadas as relações iguaes ^ »

1 ,  temos 5:6:;4:8, logo õ+4 :6 -f-8 ;V ;8  (207) as rasões
0 14

A l  •iguaes ,-r,d5o a proporção 4 ;8 ; ;7 ;1 4 ,  por eonsequencia0 x 4
temos a proporção 3-f-4• 6-{-8:.7 :l4  e podemos formar a 
proporção seguinte

3+4-Jr“ : 6 - j -8 - f -1 4 : :7 : i4 .

Para indicar quo umas poucas de razões síío iguaes como
1  , 1  , 2 . -  etc. escrevo-se assim 3 :6 : : i :8 : :7 :14 ::5 :10  o 
b ’ 8 ’ l í  ’ 10
diz se que 3 está para 6 como 4 para 8 como 7 para 14 co
mo 5 para 10, isto è 5 ó metade de 6, 4 de 8, 7 de 14, 5 
de 10 etc.

(214) Problema 1.° Dados tres termos d'uma proporção 
geometrica determinar o outro, quer seja um extremo ou 
um meio.

Representando por x o termo incognito podemos sempre 
determinai-o, conhecendo os outros tres termos da propor
ção, quer seja um dos extremos, ou um dos meios. Por 
exemplo I o 8;2 ::20; x têmos

8 x x = 2 0 x 2  dividindo os dous termos por 8 
x = 2 0 x 2  

8~~
x = 4 0 = S .

8
e de facto 8;2;;20:5. ou %

2.* 8:x::20:5, temos 
2 0 X x = 8 X 5

x = 8 X 5 _ 4 0 _ o 
20 20 "  

e de facto 8 ;2 ; :2 0 :5  ou
2 5

(215) Problema 2.° Achar um meio geometrico entre doiiá 
numeros quaesquer.

Para achar o m#io g«om#lri«o unir* 4, « 36, lorma-
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produeto 4 x 3 0 = 1  l i  tios dous num eros, ecxtraho-se a raiz 
quadrada deste produeto, que ó 12, e 12 é o meio geome- 
trieo entro 4 , e 3G, 6 dc facto 4 :12 ::12 :5G . ou  -=-^4:12:36. 
,Ein geral acha-se o meio gconictrico entre dous num eros m ul
tiplicando um  pelo o u tro ,  e extrahindo a raiz quadrada 
d ’cste produeto.

M uitas vezes não se pode achar um meio geom etrico entro 
dous num eros exactam ente, mas sempre se pode achar mn 
aproxim adam ente. Por exemplo para achar o meio geometrico 
entro 1 e 10 seria preciso extrahir a raiz quadrada do 10, 
esta raiz e incommensuravel, ou irracional, nenhum  numero 
satisfaz á questão, inas pode-se achar um num ero que so 
aproxim e tanto quanto se queira do meio geometrico entro 
\  e 10.

1.°  Exemplo: qual é: o meio geom etrico entre 3, e 12. 
3 X 1 2 = 3 6 , a raiz quadrada de 30, o 6, meio pedido.

2.° Exemplo: qual e o meio geometrico entre 10, e 20.
Resposta 14, 1421356

Progressiíes.

í 21G) A progressão c um a serie do num eros em proporção 
arithmetica ou geometrica, e assim são ou arithm eticas ou 
geomctricas.

l .o  P rogressões A rithmeticas.

(217) Uma serie dc num eros em que cada num ero excede 
ou é menor que o que precede, e ó m enor ou m aior que o 
que o segue,de uma mesma quantidade,é o que se chama uma 
progressão arithem ctica, ou  por differença. Por exemplo 2 , 4 ,
6 , 8 , 10, 12, formam um a progressão arithm etica porque 
cada term o excede o que precede de 2 , os numeros 10 , 12,
8 , 4, formam tambem um a progressão, mas nesta ultim a, 
cada term o ó m enor que o que precede de 4  unidades o que 
se chama progressão decrescente, por scr o contrario da ou
tra que se chama progressão crescente, indicam-se as progres
sões pelo modo seguinte ~  2 . 4 . G. 8 . 10 . 12 . o que se enun
cia 2 está para 4 , como 4  para 0, como G para 8 ,  como 8 
para 10 , como 10 para 12. A differença entre dous numeros
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quaesquer da progressão é uma quantidade fixa que se cliama 
razão.

(218) Theorem a 1.° Um termo duma progressão ãrithm e- 
tica, 6 igual ao primeiro term o augmentado de tantas vezes a 
razão quantos termos ha que o precedem na progressão, q uan 
do esta é crescente; e igual ao 1 .° term o diminuído de tantas 
vezes a razão quantos são os term os que o precedem , quando 
a progressão è decrescente.

Pela definição da progressão arithm etica (217) ó evidento 
que nas progressões crescentes,o 2 .° termo é igual ao 1.° mais 
a razão, o 3o igual ao 2o mais a razão , ou ao I o mais duas 
vezes a razão , o 4° igual ao 3 o mais a razão , ou ao I o mais
3 vezes a razão, e assim por diante, logo qualquer term o ó 
igual ao primeiro mais tantas vezes a razão quantos são os 
term os que o precedem. Na progressão decrescente o Io ter
mo menos a razão é igual ao 2o , o 2° menos a razão , ou o 
I o menos 2  vezes a razão è igual ao 3 o etc. logo um term o 
qualquer ó igual ao I o menos tantas vezes a razão quantos 
termos o precedem.

(219) Theorem a 2 .° A soinina do I o e ultim o termos dc 
um a progressão arithm etica , è igual a somma de dous ter
mos quaesquer igualmente distantes dos extrem os , ou igual 
ao dobro do termo do meio, quando a progressão tem um nu
m ero impar de term os.

Seja dada aprogressão 2 , 4 , C, 8 ,1 0 ,  12, 14, 2 -}-14= 4-f-
4 2 ,-= 6  -f- 1 0 i= S - ( -8 .  _ _ _

O ultimo term o 14 é igual ao I o, 2 , mais a razão 2  m ul
tiplicada pelo num ero de termos da progressão menos 1, isto 
é por G. Assim a somma dos extrem os é 2 -|-(2 -{ -2x0 ,) o 2° 
termo 4  é igual ao I o mais a razão, o 6o term o é iguaiao  I o 
mais a razão m ultiplicada pelo numero dc term os que prece
dem isto é por 5, logo a somma d’estes dous term os é (2-|-2)-|- 
( 2 4 - 2 x 5 ) = 2 - f 2 + ( 1 4 - 5 ) x 2 = - i + G x 2 ,  igual á somma dos 
extrem os, do mesmo modo se prova o resto.

(220) Theorem a 3.° A differença entre os term os ex tre
mos de um a progressão aritlim etica, ó igual a razão m ulti
plicada pelo num ero de termos dim iuuido de 1. Na progres
são 2 , 4 , G, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 2 0 , de 10 term os a ra
zão é 2 ,  e o num ero de term os menos 1 é 9; então dize
mos , que 2 0 — 2 = 2 X 9 = 1 8 .  O ultim o term o è igual por 
theorem a í<> ao I o mais a razão multiplicada pelo num ero 
dc term os menos 1, logo o ultim o term o menos o Io é igual 
a  razão multiplicada pelo num ero de termos menos 1,

27
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(221) Theorema 4.° A somma de todos os (ermos de uma 
progressão arithm etica, <5 igual a somma dos extremos m ul
tiplicada pelo num ero de termos e dividida por 2. O u a som 
ma dos extremos multiplicada pelo num ero de term os , é 
igual ao dobro da somma de todos os termos da progres
são. Podemos fazer isto evidente do modo seguinte. Seja 
dada a progressão 1, 3, 5, 7, 9 , I I ,  13, 15, escrevendo-se 
esta progressão, e por baixo a mesma progressão invertida, e 
sommando os term os correspondentes cm ordem assim—

1. 5. 5 . 7 . 9 . 11. 13. 15 
15. 13. 11. 9 . 7 . 5 . 3. 1

Í6  10 i6 , 16 lti 16 16 íü

as sommas parciaes dão sempre o mesmo num ero, e reuni
dos dão a somma das duas series, ou o dobro da somma dos 
term os de uma serie, e a somma parcial de cada dous ter
mos é sem pre igual á somma do I o e ultim o term o da pro
gressão. Logo a somma das duas series é igual a sonuna dos 
extremos da progressão multiplicada pelo num ero dc termos; 
c a somma de uma das progressões é igual á metade desta 
quantidade, ou à somma dos extremos multiplicada pe!o nu* 
mero de termos dividido por 2.

(222) Destes theorem as podemos tirar os meio» de achar 
um a das 5 cousas, os dous extrem os, o numero de term os, 
a razão, e a somma dos termos todos, quando 3 destas cou
sas são conhecidas.

I o Problem a. O I o term o, a razão, e o num ero de termos 
dados, achar o ultimo; ou oul^o qualquer termo determ i
nado.

Multiplica-se o num ero de termos m enos um  pela razão, e 
r.junta-se este produeto ao primeiro term o, se a progressão 
ó crescente, ou diminue-se do I o term o, se é decrescente, o 
resultado é o termo procurado. Esta regra  é uma simples 
applicação do theorema 1 .°

i° Exem plo. O prim eiro term o de um a progressão arith
metica crescente sendo 2, a razão 5 e o num ero de term os 
30; pede-se o nllim o term o. Seja x o ultim o term o , esto 
deve ser igual ao i °  mais a razão multiplicada pelo num ero 
de termos que precedem, isto 6 pelo num ero de termos m e
nos um , logo temos

x = 2 -f -3 x { 3 0 — l)= 2 - f - (3 X 2 9 )= 8 9 . ultim o term o pedido.
Do mesmo modo pode-se achar um term o qualquer d’uma
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progressão arithmetica sem calcular todos os termos inter
m ediários.

2o Exemplo. Pede-se o 100mo. term o da progressfio que 
principia por I , com a razão 5 , isto ó da progressão 1. 4 . 7 . 
iO . etc. Soja x o centesimo termo, temos 

x = l j - (9 9 X 3 )= 2 9 8 ,  terino procurado.
3o Exem plo. O I o term o d’um a progressão arithm etica

decrescente sendo 30, a razão 1 ~  e o num ero de term os 20Jt
qual o ultim o term o?

x = 3 0 — ( 1 9 x 1 .7 ^ = 3 0 — 2 8 ^ = 1  ~  ultim o term o pe

dido.
2o Problem a. Dados os dous extremos d’um a progressão, 

e o numero de termos achar a razão. Divide-se a ditVerença 
entre os extremos pelo numero de termos menos um , o quo
ciente desta divizão será a razão:

Sabemos por theorem a 5o, que a razão de um a progressão 
multiplicada pelo num ero de term os menos 1 é igual a diffe
rença dos extremos, logo a razão 6 igual á esta differença d i
vidida pelo num ero de termos menos um . Sejam dados os 
extrem os 2 e 53, e o num ero dc termos 18, de uma progres
são arithm etica , para achar a razão ; representando a razão 
por x tem os 5 õ — 2 = ( 1 8 — 1) x (theorema 3o) dividindo os 
dous termos desta igualdade por ( t8 — 1) ou 17 temos a se
guinte igualdade

51__
1 7  X

3 = x
3  è a razüo procurada.

2 o Exem plo. Os extremos de uma progressão arithm etica 
sendo 3 , e 19, e o numero de termos 9 , pede-se a razão.

1 9 -3  16 „  * x = — —= _ 3= 2  razao pedida.

3o Exem plo. Uma pessoa fez um a jornada em 12 dias, no
prim eiro fez 3 léguas, o foi augm entando cada (lia o caminho
do um modo igual, de modo que no ultim o dia fez o3  lo-*
guas, pede-se o num ero de leguas de que augm entou cada dia 
a jornada

Besposta 5 leguas.
o° l roblema. Dados os extremos do um a progressão nri- 

thm etica, e a razão achar o num ero de termos.
Divide-se a differença dos entremos pela razão, c o quo-



ciente augmentado de uni serà o numero de termos. A diffe- 
rença dos extremos dividida pelo numero de termos menos 
um dà a razão (problema 2,) logo a mesma differença divi
dida pela razão deve dar o numero dc termos menos \ , c por 
tanto o quocieute desta divisão augmentado de um deve dar 
o numero de termos.

-Io Exemplo. Os extremos são 2 e 53 e a razão 3, qual o 
numero de termos? representando o numero dc termos por x 
temos por tbeorema 3°, a igualdade

(x— i ) x 3 = 5 5 — 2 
logo dividindo os dous termos por 3, temos 

{x_ , ) = ^ = 51= t 7

Ajuntando 1 á cada termo temos
x = l 7 - | - t = l S  numero de termos.

2o Exemplo. Os extremos sendo 10, c 70, e a razão 3 , qual
o numero de termos?

resposta. x = 'a~ —~1~1= = 2 1o O
3 o Exemplo. Se o primeiro termo de uma progressão ari- 

tlimetica é I , o ultimo 10,e a differença ^  qual ó o numero

de termos?
resposta 91.

4 o Problema. Dados os extremos de uma progressão ari- 
thinetica, e o numero de termos, achar a somma de todos os 
termos.

Multiplica-sc a somma dos extremos pela metade do nume
ro de te rm us, este produeto 6 igual a somma de todos os 
termos.

E ’ esta regra uma simples applicação do theorema 4o.
I o Exemplo. Seja proposto achar a somma da progressão

1. 2. 3. 4 . o .  0. 7

l + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 - t - 7 . = ( 7 + l ) x J = ^ = 2 8
2o Exemplo. O I o termo dc uma progressão è 2, o ultimo

53, e o numero de termos 18, pede-se a somma da progres
são. Seja S a somma, temos S = (2 -{ -53 )x  ^ = 5 5  X 8 = 4 9 5 .

3o Exemplo. O I o termo é 1 o ultimo 21 e o numero dc 
termos 11, pedo-se a somma da progressão?

Resposta 121.

2 0 4  ELEMENTOS
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O dSer v a çÃo . Tambem se  p o d e  a c h a r  a som m a d e  u m a  p ro 
g re s sã o  a r i th m e tic a  co n h ecen d o -se  o p rim e iro  te rm o , a  ra z ã o  
e  o n u m e ro  de  te rm o s .

M ultiplica-se o numero de term os menos um  pela razão, a 
procura-se a somma ou differença d’este produeto e dc duas 
vezes o prim eiro termo conforme a serie 6 crescente ou de
crescente. M ultiplicando este resultado por metade do nu
mero de termos acha-se a somma da progressão. E sta regra 
é evidente pois não 6 senão a que damos acima, na qual sc 
substitue o ultim o termo pelo seu valor.

Seja proposto achar a somma da progressão arithm etica 
que principia por 2 , e que tem a razão 3 , e 18 termos. Tendo 
o ultimo term o podemos achar a somma pela regra dada 
neste a rtig o , logo procurando determ inar o ultimo term o, o 
que fazemos por problema 1° podemos fazer uso da regra.
6  ultimo term o é (18— l ) x õ + 2 ,  c pela regra acima

S . = ( 1 8 - 1 ) x 3 + 2 ) + 2 ) x 1|
S .= ( 1 7 x 3 4 ~ 4 )X 9 = 5 5 x S = 4 9 o .

5o Problem a. Achnr dous ou mais meios arithm eticos en
tre  quaesquer dous num eros.

P ara  achar estes m e io s , subtrahe-se do maior num ero o 
m enor, e divide-se esta diíTerença pelo num ero de meios que 
se quer achar mais uma unidade, e assim acha-se a razão ari
thm etica, a qual sendo ajuntada ao m enor term o continua
mente, ou tirado do maior, dá os meios. Considerando-se os 
dous numeros dados como os extremos da progressão quo 
formam com os m eios, é evidente que o numero de termos 
da progressão é igual ao num ero de meios mais dous, logo 
a razão da progressão, por problema 2 o, acha-se dividindo a 
diíTerença dos extremos pelo num ero dc term os menos um ,
o num ero de term os menos um , é igual ao num ero de meios 
mais 1, logo etc. como dá a regra.

1° Exem plo. Pede-se dous meios arithm eticos entre 2 e  8 , 
seja x  a razão então temos

x = 2 + í =  c os dous meios são 24- 2= 4 , e 44~ 
2= 6.

2° Exem plo. Pede-se 3 meios arithm eticos entre 1 , e 2 .
resposta l i ,  i  J . ,  1 2 ..

3 o Exem plo. Pede-se 3 meios arithm eticos entre 2 e 14, 
resposta 4, G, 8, 10, 12,
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I a Observação. Àssiin podemos sempre inserir um numero 
qualquer dc termos medios arithmeticos entre doas números; 
isto é, podemos sempre collocar entre dous números um nu
mero dado de termos taes que a totalidade destes números 
formem uma progressão arithmetica.

2 a Observação. Inserindo successivamente um mesmo nu
mero de meios arithmeticos entre o I o e o 2 o termo de uma 
progressão arithmetica, entre o 2o e o 5o etc. a totalidade 
d’estes termos forma uma outra progressão arithmetica. 
Seja dada, por exemplo, a progressão ~  2. 14. 26 inserindo 
tres meios arithmeticos entre 2 e 14, outros 3 entre 14 e 26, 
achamos a nova progressão ■— 2, 5, 8, 11, 14, 17. 20, 23, 
20. De faclo a razão entre os novos termos determina-se do

, . . 14—2 12 -  ,, 2G—14 12 0 „modo seguinte, x = — = o ,  \ = — y—= — := á ,  assmi a
razão da nova progressão é 3, e a razão entre 2 e 14, sendo 
a mesma que entre 14 e 26, segue-se que a razão enlre os 
termos da nova progressão é igual a 4a parte de 14—2 , =  
2 6 - 1 4 .

2 .°  P ro g ressõ es geom etpjcas.

(223) À progressão geometrica ou por quociente é uma 
serie dc termos taes que cada um contém ou è contido no 
que precede o mesmo numero de vezes: isto 6 que um qual
quer termo dividido pelo que o precede dá um quociente 
constante. Por exemplo 1, 3 , 0 .  27, 81, formam uma pro
gressão geometrica crescente, e 8 1, 27, 9, 3, 1, uma pro
gressão da mesma especie decrescente, a razão ou quociente
constante na I a é 5)-— e na 2a, -  — - — - — 1  

1 3  ’ > 81’— 27— 9 3
Nas progressões crescentes a razão ó um numero inteiro , 

nas decrescentes uma fracção; as progressões gcometricas es- 
crevem-se do modo seguinte — 1; 3: 5; 27: 81 o que se lò,
1 está para 3, como 5 para 9, como 9 para 27, como 27 pa
ra 8 1.

(224) Thcorema 1,° Na progressão geometrica um termo 
qualquer é igual ao 1.° termo multiplicado pela razão eleva
da á potência indicada pelo numero de termos que precedem.

i :  evidente, pela definição da progressão geometrica, que
o 2.° termo é igual ao 1.° multiplicado pela razão, o õ.° igual 
ao 2.° multiplicado pela razão,ou ao 1 ,° multiplicado pelo qua
drado da razão, o 4.° igual ao 3.° multiplicado pela razão, 
ou ao 1." multiplicado pela terceira potência da razão etc,
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logo um termo qualquer é igual ao 1.° multiplicado pela ra
zão elevada a potência indicada pelo num ero do term os quo 
o precedem .

(225) Theorema 2.° O produeto dos extremos de um a pro
gressão geometrica é igual ao produeto de dous term os igual
mente distantes dos extremos, ou ao quadrado do term o do 
meio, se a progressão é dc um numero impar de term os. Seja 
dada a progressão õ: 6: 12 : 24 : 48 , então 5 x 4 8 = 2 4 x  
<j = 12'2. Este theorem a 6 evidente, pois um term o como 
24  é igual ao 1.° multiplicado pela razão elevada a potência 
marcada pelo numero de termos que o precedem , islo ó 
igual a õ x 2 3 , e o term o 6  igualmente distante do outro ex
trem o 6 igual ao I o multiplicado pela razão elevada á po - 
tencia marcada pelo numero de term os que o precedem , isto 
é 3 x 2 ,  e o produeto destes termos é igual ao quadrado do
1.° termo multiplicado pela razão elevada á potência m arca
da pelo numero de term os da progressão menos um, e o pro
dueto dos extremos é tambem igual a mesma quantidade, 
pois o prim eiro term o multiplicado pela razão elevada a po
tência marcada pelo numero de termos da progressão m e
nos um é igual ao ullimo termo , e este m ultiplicado pelo 
primeiro lermo é igual ao quadrado do prim eiro lerm o m ul
tiplicado pela potência da razão marcada pelo num ero de 
termos da progressão menos um , dc facto 5 x 4 8 = 5 x 3 x  
2 '< = 3 2x 24, assim como G x 2 í = ( õ x 2 ) x ( 3 x 2 3) =  õ 2 x 2 í .  
l)o mesmo modo se prova que 1 2 - = l 2 x l 2 = ( 3 x - 2) x ( 3 x  
2 2 )= 3 2x 2 s.

(22G) Theorema õ .° O quociente da divisão dos extrem os 
um pelo outro, é igual a razão elevada a potência indicada pe
lo num ero dc term os menos uni da progressão. Por exemplo 
nos 10 termos 2 , 4, 8 , 16, 5 2 , O i, 128, 250, 5 1 2 , 1024 , 
a razão ó 2 , e o num ero de termos menos 1 ,6  9 , por lan-
lo o quociente dos extrem os — = 5 1 2  , é igual á 2 'J= 5 1 2 .

O maior term o dc um a progressão 6 igual por (Theo 1) ao 
primeiro multiplicado pela razão elevada a potência marcada 
pelo num ero de termos da progressão menos 1, logo este 
waiòr lermo dividido pelo 1 dá por quociente a razão ele
vada a potência marcada pelo num ero dc termos da progres
são menos 1.

(227) íheorem a 4 .° A somma de todos os termos de um a 
Progressão geometrica é igual ao produclo do ultimo term o 
Multiplicado pela razãõ dim inuido do 1.° term o, e dividido 
l)(;‘a razão menos um . Por exemplo na progressão 2 , 4 , 8 ,
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• i (OíX'2}_-
d 6, 52 , 64 , a somma de iodos os term os é igual a -—-g—— ,
pois a razão desta progressão é 2 . À somma da progressão 
pode ser representada do modo seguinte; 2 - f 2  X 2-J-2X 2'2+- 
2 x 234-2 x 2 *-f-2 x 25= S ,  multiplicando os dous term os des
ta  igualdade pela razão 2 , tem os :

2 x 2 + 2  x 2 2 4 -2 x 2 3- f 2 x 2 4+ 2 X 2 54 - 2  X 2 r>=S X  2  — di
m inuindo desta ultim a igualdade a prim eira temos:

(2 x 2 6 — 2 = S X 2 — S. logo—
(2X2&)— 2 = ( 2 — 1) S. 

dividindo ambos os term os por 2 — 1 temos
S = (2 X 2 6 — 2 

‘ 2 — 1
pois, 2X 26=(2X 25)X 2, = 6 í  X 2, o ultim o term o m ultiplica
do pela razão, e assim  temos á final

S=a (64X2)—2 
2—1 “

a  mesma demonstração applica-se a qualquer ou tra  p rogres
são geom etrica.

(228) Dos theorem as acima podemos tira r os m eios do 
calcular um a das 5 cousas, o prim eiro term o , o ultim o te r
m o, a razão, o num ero de term os , e a som m a dos term os, 
quando 3 são conhecidas.

l . °  P roblem a. O prim eiro term o, a razão, e o num ero de 
term os dados achar o ultim o , ou qualquer outro term o de
term inado— Éleva-se a razão a um a potência indicada pelo 
n um ero  de term os menos um , e este resultado m ultiplicado 
pelo prim eiro term o dará o term o procurado; ú esta regra 
um a simples applicação de Theorem a 1.°

Seja dado o 1 ,° term o 2 d’um a progressão geom etrica, a 
razão 2 , e o num ero de term os 15, para determ inar o valor 
do ultim o term o. O ultim o term o ó igual ao prim eiro 2 mui- 
plicado pela razão elevada a potência indicada pelo numero 
de term os que o precedem , isto 6 no caso presente, q u e é  12 
igual ao num ero total de term os 13 menos 1 .— assim pela 
reg ra  temos X = 2 x 2 12) = 8 l 9 2 ,  u ltim o term o procurado.

Exem plo 2 .° Pede-se o 12 .™  lerm o da progressão geom e' 
trica que tem  por 1 .° term o 3 e a razão 2 —

resposta 61 4 4
Exem plo 3.° O prim eiro term o d’um a progressão è  l  > 

razão 2 , e o num ero de term os 23 pede-se o ultim o te rm o - '
R esposta 4194 3 0 't
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Exemplo 4.° O 1 termo d’uma progressão geometrica dc> 
|

crescente é 100 , a razão . j ,o  numero clc termos 10, pede-se 

o ultimo term o—
resposta

1‘28

2° Problem a. Os extremos e o num ero dc termos de uma 
progressão geometrica dados, achar a razão.

Divide>se o ultimo termo pelo prim eiro, e extrahe-se deste 
quociente a potência indicada pelo num ero de termos menos 
um . O ultimo term o é igual ao I o multiplicado pela razão 
elevada à potência indicada pelo numero de termos menoâ 
um, logo o ultimo term o dividido pelo prim eiro deve scr igual

razão elevada á potência indicada pelo numero de termos 
menos um , e por eonsequencia, a razão ó igual á raiz indica
da pelo numero de termos menôs um , do quociente da divi
são dos extremos. Seja dada a progressão geometrica que 
principia por 1, o term ina por <SI, tendo 5 termos.

Seja x a razão, então —
HI

8 1 = i X x 5—* =  1 X x 4 , e portanto x4 = - = 8 1  , e 
h

X = V 8 1 = 3 .
2 .° Exemplo. O» extremos d’uma progressão geometrica 

são 2, e 138, e o num ero de termos 7 . pede-se a razão;tom os— 
\ — 7 -í/1̂ __6 a  <___o

V -2 ~  V J *------
3.° Exemplo. Os extremos d ’uma progressão de 4 term os 

são 2 e 250, pede-se a razão. resposta ;>
3.° Problema. Dados os extremos d’uma progressão geome

trica, e a  razão, achar o numero de term os. Este problema 
não pode ser resolvido senão por meio dos logarithmos de 
que ainda não tratam os.

4.° Problema. Dados o 1.° term o, o ultim o term o, e a razão 
achar a somma dc todos os termos de um a progressão geo
métrica— Multiplica-se o ultimo termo pela razão e divide-se 
a diíTerença entre este produeto o o 1 .“ term o pela diíTeren
ça entre 1 e a razão, o quociente sera a somma.

Ou divide-se a differença entre 1 e uma potência da razão 
indicada pelo num ero dc termos da progressão, pela diíTeren
ça entre 1 e a razão, e depois multiplica-se este quociente 
pelo 1 .° term o, o resultado é a somma procurada Estas re
gras são simples applicações de theorem a 3 .°

Exemplo 1,° O primeiro lermo dc uma progressão e 1 n
l28



ultim o 2 1 8 7 , a razáo 3 , pede-se a somma da progressão. 
Representando a sonftim por S , temos S = ('2 |8 'X3)—1 e por

3—1
lauto eflectuando a operação temos

2187
5
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6 5 6 1
* l

G50Ü | 3 - 1 = 2  
5280

a somma é igual a 3 2 8 0 —
Se em lugar de ser dada o ultimo term o conhecemos o n u 
m ero 8 de term os da progressão, acharemos a somma do 
modo seguinte:

3* — 1
S. = o  _ ]  X  1 o que ê evidente pois em lugar do u lti

m o term o podemos pôr o seu valor 1 X37 e entâo lemos 
„ (1 X 3 7 )X 3 — 1 1 X 3 H— 1
S —  3 —  1 3 — 1.

3 s= 6 5 6 l  
- 1 =  i

0500 (3— 1 = 2  
3280

2 .° Exem plo. Os extremos de uina progressão geometrica 
são 1, c G5536, e a rezão 4, pede-se a somma

resposta 87381 .
3 .°  Exemplo. Os extremos de uma progressão geometrica 

suo 1024. e 59049, e a razão 1 V , qual a somma da progres
são?

Resposta 175099.
5 .°  Problem a. A char dous ou mais meios gcomelricos e n 

tre dous num eros quaesquer.
Para achar dous meios geomctricos entre dous numeros 

divide-se o maior pelo m enor, e a raiz cubica deste quocien
te será a razão dos term os da progressão, multiplicando o m e
nor dos num eros pela razão acha-se o I o meio, e este m ulti
plicado pela razão dá o 2.°

Para achar qualquer num ero da meios geom ctricos, divi
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de-se o maior num ero polo menor, o cxtralie-se a raiz indica
da pelo numero de meios mais um  deste quociente, o que 
será a razão, o então multiplicando o menor pela razão acha- 
se o I o meio, e este multiplicado pela razão dá o 2o meio, c 
assim succcssivamente determ inam -se todos os meios.

Esta regra ó um a eonsequencia dos theorem as Io, e 2",pois, 
considerando os dous numeros dados como os extrem os do 
um a progressão, 6 evidente que a progressão é composta de 
tantos termos quantos são os meios e mais dous que são os 
num eros dados, logo o ultim o termo é igual ao primeiro m ul
tiplicado pela razão elevada a potência indicada pelo num e
ro de term os da progressão menos um , ou pelo numero de 
meios mais um , e assim a razão é igual a raiz do ultim o te r
mo dividido pelo I o, indicada pelo num ero dc tneios mais 1.

1° Pcde-se dous meios geomctricos entre 3 , e 24  pela rc-
'  ̂ “)■} ** 

gra acima temos V = V 8 , = 2 ,  a razão é 2, portan-«J
to 3 x 2 = 0 ,  è o I o meio e, 0 X 2 = 1 2 , ó o 2o meio, c assim 
temos a progressão v t3 :6 :12:24.

2 o Exem plo. P e d e -s e  dous meios*'g co in e trico s  e n tr e  10, 
100.

Picsposta 2 1,54435, e 4 0 ,4 1 3 9 .
3o Exem plo. Pede se tres meios ;geomeiricos entre 0 e

1530 ‘ ‘
resposta 24, 90, 3 8 V.

4o Exemplo. Pode-se 4  meios geomctricos entre õ ,  e 96
resposta 6, 12. 44, 48.

1® Observação. Assim podemos sempre inserir um num e
ro qualquer de termos médios geomctricos entre dous nu 
meros, isto é (iodemos sempre collocar entre dous num eros 
um num ero dado de termos taes que a totalidade destes n u 
meros lbrme um a progressão geom etrica.

2 3 Observação. Inserindo succcssivamente um mesmo nu
mero i!e termos medios propoteionaes entre o I." termo c o
2,° d ’iima progressão geom etrica, entre o 2.° e o 5.° , etc. o 
todo d’estes num eros formará um a nova progressão geome
trica. Seja dada a progressão-^ 81:6501 escrevendo su 
cessivamente enlre 1 c 81 , c e n tre  81 e 6561 , tres mejos 
geom elricos acharemos a nova progressão ~  1 :3 :9 :27:81: 
2 4 2 :7 2 9 :2 1 8 :6 5 0 1 — o que c evidente pois a razão enlre
1, e 8 1 , sendo a mesma que a razão entre 81, c 6561 , se- 
guè-se, que a razão entre os 5 termos da nova progressão en
tro 1 e 81 , é a mesma que a razão entre os 5 term os entre
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81 e 6301— e è a 4 .“ potência da primeira, -pois a razão

\a«iii e/;i <los SogaHthmos.

(K29) Uma das mais importantes invenções é a dos loga- 
rithmos, e como servem para facilitar os cálculos arithme- 
licos apresentaremos aqui algumas noções geraes, deixando 
para a Álgebra a sua tlieona completa.

Uma serie de termos taes que o 2.° é superior ao 1.°, da 
mesma quantidade que o 5." é superior ao 2.° etc. forma uma 
progressão arithmetica. A razão da progressão e o excesso 
dos termos, ou a diíTerença entre dous termos consecutivos.

Uma serie de termos taes que, o 1.” é contido no 2.°, o 
mesmo numero de vezes que o 2o, 6 contido no õ ° , o 3o no 
h.° etc. forma uma progressão geometrica. A razão da 
progressão é o numero de vezes que um termo contém o 
seu antecedente.

As duas series que acabamos de comparar são o germem 
da theoria das series , um dos ramos mais interessantes da 
alta algebra , e que muito tem occupado os mathematicos 
modernos.

A lei de uma serie é a maneira porque os seus termos são 
formados sucessivamente : assim a lei da progressão arith
metica consiste em que cada termo é igual ao que o pre
cede mais a razão ; a lei da progressão geometrica consiste 
om que cada termo é igual ao que o precede multiplicado 
pela razão. O valor do termo geral da serie , isto é de um 
qualquer de seus termos, pode sempre ser expesso por meio 
do numero que denota a ordem que occupa na serie , e é 
um problema interessante, e muitas vezes diflicil, exprimir os 
termos d'uma serie pela lei de sua formação. Na progressão 
arithmetica um termo qualquer 6 igual ao primeiro, mais a 
ra^ão multiplicada pelo numero que indica a ordem do ter
mo diminuido de uma unidade.

Na progressão geometrica um torino qualquer igual ao

entre os 3 termos dados e 81 = e a das novas é \j  81,cíl

C V P I T U L O  I X .

DOS LOGARITHMOSI 

§ 1.“
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prim eiro muitiplicado pela razão elevada à uina potência 
m enor de uma unidado que o numero que indica a ordem 
do lermo.

Examinando estes diversos ' resultados observamos en tre  
estas duas progressões uma grande analogia. Tudo o que nas 
progressões arithmeticas se refere ás sommas , ou difleren- 
ças , refere-se aos produetos e aos quocientes nas progres
sões geomelricas'. Tudo que nas progressões arithm eticas so 
refere aos produetos e aos quocientes, refere-se ás potências 
e ás extracçòes de raizes nas progressões geometricas. E sta 
analogia , que já  tinhamos notado no Capitulo antecedente 
conduzio Neper á invenção dos logarithmos , instrum ento 
admiravel, que reduzindo à algumas horas o trabalho de m ui
tos mezes, dobra a vida dos mathematicos, e dos astronom os, 
e poupa-lhes muitos e rro s ,|c  disgostos inseparaveis dc lon
gos cálculos.

(2ô0) Para tornar estaljanologia mais’sensivel e ver como 
nasceram os logarithmos , c preciso escrever duas progres
sões, uma geometrica, outra a rithm etica , a prim eira princi
piando pela unidade , e a segunda por zero, c dispostas do 
modo seguinte—

1 2 3 4 5 6 7 8
“  | :  3; ‘J: 27: 81: 213: 729: 2 1 8 7 . Num eros.
~  0 . 2 . 4 . ti. 8 . 10. 12. 14 . Logarith.

Na 1 ,a a razão é õ ,  e na 2 .3 2.
Comparando estas duas progressões è facil ver que ao 

produeto de dous termos quaesquer da progressão geom etri
ca corresponde a somma dos dous termos da progressão a r ith 
metica correspondentes , e que ás potências quaesquer do 
um termo qualquer da progressão geom etrica, corresponde o 
produeto do termo correspondente da progressão arithm etica 
multiplicado pelo expoente da potência—

Por exemplo 3 X 2 7 = 8 ! ,  e 8 = 2 -(-G.
Islo ó 3 multiplicado por 27 , 6 igual á 81 , c 2  term o cor
respondente á 3 , mais 6  termo correspondente á 27 , sâo 
iguaes á 8 term o correspondente á 8 1 .— Do mesmo modo 
õ x 5 = 3 * = 9 .  o 2 x 2 = 4 ,  o quadrado de 3 è 9 , c 2 , termo 
correspondente à 3, m ultiplicado por 2, expoente da 2 .” po
tência, è igual á 4 , term o correspondente a 9 .

Dando á cada term o da progressão arithm etica o nome de 
loganthm o do term o correspondente na progressão geom etri
ca; o todo dos term os das duas progressões forma um sys
tema de logarithmos.



(231) Podemos eoncjuir do que temos dito quo 1.° O lo- 
gnrithmo da unidade ó sem pre igual á zero , p o isa  p rogres
são geometrica principia por 1, e a aritluneticà por zero—
2.° Nas duas progressões, cada termo da progressão geome- 
trica ò igual à razão tomada como factor tantas vezes quan
tos termos ha que o precedem, e cada termo da progressão 
arithm etica 6 igual á razão repetida tantas vozes quantos te r
mos ha que o procedem. Por eonsequencia—

1 .° Os term os successivos da progressão geometrica são to* 
das as potências successivas da razão da progressão, e a o r
dem dc cada lerm o 6 indicada pelo expoente da razão do 
term o augmentado de uina unidade. Dc facto a progressão 
geometrica acima pode ser representada por esta forma.

tem l  2 3 4 5 fi 7 8 9
1: 3 : 32: 3*: 3'*: 35; 3(í: 3 ':  3^ etc.

e o 6.° term o por exempio sendo 3 5 é indicado pelo seu ex
poente 5 mais 1.

2 .° Os term os successivos da progressão arithm etica cor
respondente são todos os múltiplos successivos da razão da 
progressão, e a ordem de cada termo é indicada pelo m u lti
plicador da razão do term o augmentado dc um a unidade. Do 
facto a progressão arithm etica acima pode ser representada 
do modo seguinte:

1 2  3 4 5 6 7 8
0 . 2 . 2 x 2 .  2 x 3 .  2 XV. 2X 3. 2 x 0 .  2 x 7 .

e o O.11 term o 2x">, é indicado pelo seu m ultiplicador 5 mais
i , = 6 .

3." Quando um termo da progressão geom etrica occupa a 
mesma ordem que um termo da progressão arithm etica, es
tes dous term os são taes que o expoente da razão no term o 
da progressão geometrica , é igual ao multiplicador da razão 
na progressão arithm etica; e reciprocam ente quando o ex
poente de um termo na 1.“ progressão ò igual ao m ultipli
cador da razão na 2 . a , estos dous termo-, occupam a mes
ma ordem nas duas progressões. Por exemplo o 5° term o da 
progressão geom etrica é 3*. = 8 1  , c o mesmo term o da 
arithm etica è 2X ,í = 8  , e o expoente 4 do prim eiro è igual 
ao multiplicador \  do 2." Os term os õ 5, e 2 x “>, das duas pro
gressões tem o expoente^ dc um igual ao multiplicador do 
ou tro , e estão ambos no G.° lugar em suas progressões res
pectivas.

(232) Se multiplicarmos dous term os ífa progressão geo-
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métrica uni pelo outro, e sc addicionarmos os dous termos 
correspondentes <ia progressap arithm etica , o produeto dos. 
dous termos da I .a progressão , e a somma dos dous termos 
da Ü.:I serão termos correspondentes nas d u is progressões.

O produclo dos dous termos da progressão geometrica , 
contendo todos os factores do multiplicando e do multiplica
dor deve ser igual á razão tomada como factor tantas vezes 
quantas se acha nos dous termos multiplicados: por tanto o 
produeto dos dous termos é uma potência da razão da pro
gressão geometrica , e o expoente da razão neste produclo é 
igual á somma dos expoentes da razão nos dous term os m ul
tiplicados, logo, o produeto dos dous termos è um term o da 
progressão geometrica. De facto multiplicando os 3 .° e 5.° 
term os da progressão geometrica um pelo outro , temos 
3 sx 3 * = 3 l>. À  somma dos dous term os da progressão ari- 
Ihmelica sendo igual a razão desta progressão repetida tan
tas vezes quantas o ó cm cada um  dos dous termos addicio- 
nados , resulta que esta somma è um  múltiplo da razão da 
progrersão, e que o seu multiplicador ê igual a soinrna dos 
multiplicadores dos termos sommados , logo a somma dos 
dous term os da progressão arithm etica é u;n term o da mes
ma progressão.

Sc os dous termos que foram multiplicados na progressão 
geometrica , occupam a mesma ordem que os dous que fo
ram addicionados na progressão arithm etica , os expoentes 
da razao nos dous termos da 1 .a progressão serão respecti
vamente iguaes aos multiplicadores da razão nos term os da
2.° progressão , logo o expoente da razão no pioducto seiá 
igual ao multiplicador da razão na somma , por tanto o pro
dueto e a somma serão dous termos que occupam a mesma 
ordem nas duas progressões.
_ Estes raciocínios applicam-se, não só á dous termos como 
á um num ero qualquer: por tanto multiplicando muitos te r
mos enlre si da progressão geom etrica , e ajuntando os te r 
mos correspondentes da progressão arithm etica, o produeto 
c a somma serão dous termos que m: correspondem nas duas 
progressões.

l'odem os pois concluir que para achar o produclo de dous 
ou mais term os da progressão geometrica , basta a jun tar os 
lerm os correspondentes da progressão arithm etica , a somma 
corresponderá ao produeto procurado. Assim temos demons
trado geralmente o que a inspecção simples das duas p ro 
gressões nos tinha mostrado como uma propriedade d’ellas.

(233) Os term os da progressão arithm etica sendo os Ioga»
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rithm os dos termos da progressão geometrica corresponden
tes , é evidento que o logarithm o do produeto do dous ou 
mais term os da progressão geometrica, é igual a somma dos 
logarithmos destes termos. Por exemplo 16, logarithm o do 
produeto 6561 , dos termos 3 , 27, c 81 da progressão geo- 
m elrica 6 igual a somma dos logarithmos 2 , 6 , c 8 destes 
term os. Assim pois a somma dos logarithmos de dous num e
r o s , é igual ao logarithmo do produeto dos dous num eros.

Segue-se do que temos mostrado que o dobro do logarithmo 
de um  num ero é o logarithmo do quadrado d’este num ero , 
o triplo è o logarithmo do cubo etc. em geral m ultiplicando 
o logarithm o de um num ero por um factor qualquer obte
mos o logarithmo de unia potência deste num ero denotada 
pelo factor.

Por exemplo 9 ’; o triplo de 4 logarithm o de 0 ,é  12, o es te  
é o logarithm o de 7 2 9 = 9 * . O inverso destas propriedades 
são verdades laceis de provar.

(234). Tendo-se um a progressão indefinita geom etrica , o 
um a outra arithm etica que corresponda á prim eira, dispostas 
como as que apresentam os acima, é evidente que (iodemos 
redusir as multiplicações , divisões , elevações á potências , 
e extracções de ra izes, dos num eros contidos na progressão 
geom etrica, á addições, subtracções , inultiplicavcis, e divi
sões, dos num eros correspondentes .na progressão arithm eti
ca. E ste  modo de simplificar os cálculos em pregando os seus 
logarithm os, não ó applicavel senão aos num eros que fazem 
parte da progressão geom etrica , mas facil é oxtendel-o á 
todos os num eros com prehendidos entro os term os da p ro 
gressão geom etrica prim itiva.

Para isto, supponham os que as duas progressões saõ cres
centes, e prolongadas indefinitivam ente, inserindo successi- 
vam ente um meio geom etrico entre o 1.° e 2.° term os en tre  o
3 .°  o o 4 .° etc. da progressão geom etrica, e tam bem  um  meio 
arithm etico entre os term os successivos da progressüo arilh - 
m etica, temos duas novas progressões contendo um  m aior 
num ero de term os, procedendo do mesmo modo como estas 
novas progressões, e continuando a mesma operação, pode
mos obter successivamente novas progressões , todas ap re 
sentando as mesmas propriedades, e nas quaes a diíTerença 
entre dous term os consecutivos torna-se cada vez m enor , 
de modo que podem os levar o calculo atè o ponto de ob te r 
duas progressões taes, que a diíTerença en tre  dous term os 
consecutivos seja m enor quo toda e qualquer quantidade 
dada, Podemos por tanto  concebpr quo todos os num eros
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maiores quo a unidade façam parte  de um a progressão geo- 
metriea crescente principiando pela unidado , e á qual cor
responda um a progressão arithm etica crescente principian
do por zero; e p o rtan to  quo todos os num eros superiorec á 
unidade tenham logarithmos. Tomando para razão da progres
são geometrica um num ero assàs pequeno, podemos formar 
um a progressão geometrica na qual os termos são m ui a
proximados cm valor uns dos outros, e que por aproxim a
ção se achem incluidos n ’olla os numeros 1, 2 , 5 , 4 ,  5 , G, 
7, 8 , 9 . Supponkamos construída uma progressão geome- 
trica cuja razaõ ó taõ pequena que nella se achem inseri
dos mui aproximadamente todos os num eros in te iro s , e 
que tenham os formado um a taboada na qual se escreveram 
ao lado de cada um  d’estes numoros os seus logarithm os, 
ou os termos correspondentes da progressão arithm etica; com 
um a taboada d’estas podemos simplificar m uito todos os 
colculos arithm eticos— Pois.

■]." Para  m ultiplicar dous numeros uin pelo outro , basta 
procurar na taboa os logarithmos d’estcs dous num eros , 
sommal-os, e procurar na mesma, o logarithmo igual ã esta 
somma, o num ero correspondente será o produeto procura
do. P ara  achar o produeto de o , e 8 , procuram os os iogarilh- 
mos de 3, e de 8 , e sommando-os temos o logarithm o do pro
dueto.

Log. 3 -f-log . 8 = !o g . 24 .
2 .° Para  dividir um  num ero por outro procuramos na ta 

boa os logarithmos dos dous numeros , a differença entre el- 
les é igual ao logarithmo do quociente

log. ( | 5)= lo g . 2 i — log. o .

3.° O logarithmo dc um a fracção se obtem  do mesmo mo
do , tirando o logarithmo do denom inador, do do num erador

log. 21 = lo g . 2 4 —log. 5.
■3

4. O logarithm o de um a potência de um  num ero è igual ao 
produeto do logarithm o do numero pelo gráo da potência; e 
procurando-se na taboa entro os logarithmos este produeto, o 
num ero correspondente será a potência procurada— Por exem
plo 4 « = 4 x 4 x 4 ,  logo log. 4 3= ! 0g. 4 + log. i- j- lo g . 4 = 3  X 
log. 4 .

5 . O logarithm o da raiz do um  certo grào do um  num ero
obtem dividindo 0 logarithm o desto numero pelo gráo da

29



raiz, e procurando o quociente entro os logarithm os, o n u 
mero correspondente será a raiz procurada. Por exemplo seja 

3
dado o num ero v 6 4 .

3 3 3
6 4 =  v  6 4 +  v64-f- vG i.

3 3 3 3
log. 64— log. v  G 441og . V 6441og. V 6 4 = 3  log. v 6 4 ;p o rtan -

3
to o Iogavithino dc v 6 i = l o g .

3
Assim pois c.s cálculos os mais complicados tornam -so mui 

simples pelo uso dos logarithm os. E ' por tanto  o emprego 
(i’estes de grande utilidade, c devemos agora m ostrar p rim ei
ro, como podemos calcular e dispôr uma taboa completa de 
logarithm os, e segundo, como podemos fazer uso d ’ella nos 
cálculos arithm eticos de todas as especies.

§ 2 .“

fi^orísaa îí-o de daboas tlt*- SoyariíSsMaos.
j ■

(235) A té agora as progressões por quociente e por difle- 
renya que temos adoptado nas reílexôes acim a, eram arb itra
rias, com tanto que principiassem uma pela unidade, ou tra  
po r zero. e assim um mesmo num ero podia te r um a infinida
de de logarithm os. Mas como a grando vantagem de uma ta 
boa de logarithmos é que com  facilidade, n'e!ia dado um  nu
mero se ache o seu logarithm o 4 e o contrario , e para isto 
um a das condições sendo a uniform idade de systema, foi p re
ciso que os m athem atiços concordassem cm adoptar duas 
progressões determ inadas, um a geom etrica, e outra a rithm e
tica.

(236) Agora tratarem os de expòr o systema de logarithm os 
geralm ente adoptado, que é o  que  se deduz das duas progres
sões indefiuitas seguintes—

- í :  10: 100: 1000: 10000: 100000: 1000000 .
4 0 .  1. 2 . 3 . 4 . 5 . 0 .

Nestas (luas series 1, 2 , 5 , 4 ; etc. são os logarithm os dc 10, 
100, 10Ó0. 10000 , e tc .—

Uma vez feita esta convenção , resta achar os logarithm os 
dos num eros i n t e r m e d iá r io s , de 2 , 3 , 4  etc. que se acham 
Oütre 0  e 1, de 11, í í ,  13, etc . que te  acham  entre 1 ,

2 1 8  ELEMENTO*
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e 2 etc. Nao podemos obter estes logarithmos senão por a
proximação , porque os. numeros naturaes I. 2 , 3, 4 , 5, tí,
7, 8 ,  9 ,  10," eto. não entram  rigorosamente n u m a  mesma 
progressão geometrica, seja qual for a razão adoptado: mas 
como entre 1, e 100000, por exemplo podemos inserir um 
num ero qualquer de meios geom elricos, estes crescerão por 
grãos insensiveis, c os numeros naturaes poderão confundir- 
se com estes meios geomelricos, o se ao mesmo tempo, to 
mando zero por 1.° termo da progressão arithm etica , e 5 
pelo termo correspondente à JOOOOO, na progressão geom é
trica , inserirmos enlre 0, e 5, o mesmo numero d * meios a- 
rithm elicos, estes serão os logarithmos dos meios geom étri
cos correspoodentes que representam aproximadamente os nu
meros naturaes. Na pratica a aproximação é levada á 7 a l
garismos decimais.

Para inserir um grande num ero de meios geomctricos en 
tre  dous num eros é preciso extrahir um a raiz de um gráo 
m uito elevado (228, prob. 5'J), podemos porém evitar esta diíli- 
culdade por meio áe extracções successivas de raizes quadradas. 
P o r exemplo seja proposto achar os Ioga ri llmios de qualquer 
dos numeros naturaes 1 , 2 , 3 ,  4 , 5, 0 , 7, 8 , 9 , e tc .— para 
isto, procuramos o meio geometrico entre 1, e 10, ou enlre 
1 0 ,  e 100 , ou qnaesquer outros termos adjacentes da serie 
entre os quaes se acha o numero proposlo ; do mesmo modo 
procuramos enlre o meio assim achado e o mais proxim o ex
trem o , um  outro meio geom etrico , e assim por dianle ate, 
chegar ao numero cujo logarithmo procuramos , com a apro
ximação que tomamos por limite; islo feito procuramos um 
meio arithm etico da mesma ordem que o meio geometrico 
achado , e este será o logarithmo do meio1 geometrico cor
respondente. Para melhor intelligcncia , seja proposto, por 
cxcinpio, achar o logarithmo de 9 .

O num ero 9 acha-se entre 1, e 10—devemos proceder do 
modo seguinte:

1.° O meio geometrico enlre ! , e 10, é
V 1 0 x 1  =  v  1 0 = 3 ,  1622777.

O logarithmo de 1, é 0  , e o de 10, 6 1, o meio arithm e
tico entre 0, e 1, é
l í í - = -I. = 0 , 5 , logo devemos concluir que o logarithmo d«

3.  1622777 , é 0 , 5.
2.° O meio geometrico entre 3 ,  1622 7 7 7 , e 1 0 ,  é

V 10x3,1622777=5,0234132.



O logarilhm o d e 5 ,1622777, é 0 , 5, e o de 10 , ó 1, portan
to o meio arithm etico entre 0 , 5 , e 1 sendo 1X0,5=0,75, 0 lo- 

. 2 
garithm o de 5,6234-152 6 0 , 75 .

3.° O meio geometrico entre 5 , 6 2 5 4 1 3 2 , e 10 é
V j 0 X 5 ,6 2 5 4 1 5 2 = 7 .4 9 8 9 4 2 2 .

O logarithmo de 5 ,6 2 2 3 4 1 3 2 , é 0 ,7 o , e o d e  10, ó 1, por 
tanto o meio arithm etico entre 0 ,7 5 , e 1, sendo 1 - 0,Si,>,i J 7 <>
o logarithm o de 7 ,4 9 8 9 4 2 2 , é 0 ,8 7 o .

4 .°  O meio geometrico en tre  1 0 ,  e 7 ,4 9 8 9 4 2 2  6
V 10X 7,4989  4 2 2 = 8 ,6 5 9 6 4 3 ! .

O logarithm o de 10, à I ,  e o de 7 ,4 9 8 9 4 2 2 , é 0 ,8 7 5 , por

tanto o meio arithm etico entre l , e  0 ,8 7 5 ,sendo
o logarithm o dc 8 ,6 5 9 6 4 5 1 , 6 0 ,9 5 7 5 .

5*° O meio geometrico entre 10 , e 8 ,6 5 9 0 4 8 1  é
V 1 0 x 8 ,6 5 9 6 1 5 1 = 9 ,3 0 5 7 2 0 4 .

O logarithm o de 10, é 1-, e, o dc 8 ,6 5 9 6 4 5 1 , é 0 ,9 3 7 5 , por
tanto o ineio arithm etico entre e l le s , sendo

o logarithm o de 9.305720-4, é 0 ,9 6 8 7 5 .
6 .°  O meio geom etrico entre 8 ,6596131 , e 9 , 3 0 5 7 2 0 4 ,n u 

meros enlre os quaes se acha 9, é v  8 ,6596431  x  9 ,5 0 5 7 2 0  V =  
8 ,9 7 6 8 7 1 5 .

O logarithm o de 8 ,6 5 9 6 4 3 1 , ó 0 ,9 3 7 5 , c o de 9 .5 0 5 7 2 0 4  
é 0 ,9 6 8 7 5 , portanto o ineio arithm etico sendo—
0^375XQ,«jcs75= q 9 S 3 [2 „   ̂ 0 logarithm o dc 8 ,9 7 6 8 7 1 3  ô

0 ,9 5 5 1 2 5 .
Continuando do mesmo modo , depois dc 25  extracções , 

acharemos que o logarithmo de 8 ,9 9 9 9 9 9 8 , ò 0 ,9 5 4 2 4 2 5 , o 
que pode ser tomado pelo logarithm o de 9 , pois a diflereu- 
ça ò tão pequena que pode ser dispresada em todas as appli
cações sem o menor inconveniente. Do mesítio modo pode
m os calcular o logarithmo de todos cs outrus num eros. Estes 
cálculos sflo laboriosos, mas não è preciso pratical-os senão 
para obter os logarithmos dos num eros prim os , os dos o u 
tros num eros podendo ser deduzidos d’estes; por exemplo u 
ma vez conhecido o logarithm o de 2 , deduzimos o de 4 , pois 
4 = 2 x 2 ,  e por tanto o logarithmo de 4 = lo g .  de 2~Hog. de 2 ; 
o de 6  se deduz do de 2 , c de 3 , pois 6 = 5 x 2 ,  logo o lo- 
garithm o de 6 = lo g .  2 -{-log* 3 .  etc.
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Apezar disto para achar os logarithmos de todos os n u 
meros primos por este methodo teriamos dc fazer cálculos 
muito enfadonhos,e capazes de fatigar a paciência dc qualquer 
calculador; felizmente não precisamos de empregal-os para 
construir as tabaas de logarithmos, temos outros inethodos 
m uito mais commodos, mas que não podemos expor aqui 
porque dependem de conhecimentos que só na Álgebra po
deremos obter: apresentamos aqui este methodo para mos
tra r como podemos construir um a taboa de logarithm os.

(237) As duas progressões acima tem sido adopladas do 
preferencia pelas razões seguintes:

1 .° Os logarithm os dos numeros 1, 10, 100, 1000, 10000 , 
lOOOOOO etc. são 0, 1 , 2 ,  3, 4, o etc. portanto os num eros 
comprehendidosjentrc 1, c 10, entre 10, e 100, entre 100 , e 
1000, etc. tem seus logarithmos comprehendidos entre 0 , e
1, 1, e 2 ,  2 , c 3 etc. estes numeros pois constam de duas par
tes um a inteira, e outra fraccionaria, avaliando-as em deci
maes, a parte inteira dc um logarilhmo correspondente á um 
numero inteiro maior que a unidade, tem por parte inteira 
tantas unidades quantos algarismos tem o numero menos um a 
unidade. A parte inteira dos lagarithmos chama-se caracte
rística.

Assim pois um a das vantagens do systema de logarithm os 
usual, ò que podemos fixar a característica do logarithmo dc 
qualquer numero pela simples inspecção dos algarismos do 
que consta , ou pelo contrario, sabendo qual é a característi
ca de um  logarilhm o, determ inam os logo de quantos alga
rismos é composto o numero correspondente: por exemplo o 
num ero 543^ 21 tem duas unidades no seu logarithmo p o r
que consta de tres algarismos, e acha-se por tanto entre 100, 
e 1000, e o seu logarithm o entre 2 , c 5 ;  o num ero 3, 
47712125 , ò o logarithmo de um  num ero dc 4  algarismos , 
islo 6 de um num ero enlre 1000 , e 10000. P o r esta razão 
nas taboas de logarithmos basta inserir as partes decimaes 
dos logarithm os.

2 .° Quando queremos m ultiplicar, ou dividir, um num ero 
per 10, 100, 1000 etc. basta ajuntar ou tira r dc seu loga- 
rilhrno 1, 2, 3  etc. unidades; do que se segue que augm en- 
tando a característica de um logarithmo, de 1, 2 , 5 etc. m ul
tiplicamos por 10, 100 etc. e diminuindo a dc 1, 2, 5 divi
dimos por 10, 1Ü0 etc.: por exemplo 5 .4 5 7 8 ; 54 , 578 ; 3 4 5 , 
78; tem nos seus logarithm os a mesma parte d ec im al, so
mente as características são 0 , 1, 2 .



(2 3 8 ) O systema dc logarithm os formado pelas progres
sões

- -  1 : 1 0 : 10 0 : 1 0 0 0 : 1 0 0 0 0 ; 100000  e tc .
-fl 0  1. 2 . 3 . 4 . 5 etc. 

não nos dá senão os logarithm os dos num eros m aiores cjue 
a  un idade.

Para  achar os logarithm os dos num eros m enores que a u 
nidade seria preciso que estes num eros fizessem parte da p ro 
gressão geom etrica; ora n 'csta  progressão cada term o dividi
do pela razão 10  dá o term o an tecedente , logo podemos fa-

1 1 1 t 1 zer preceder 0 term o 1, pelos term os e e tc . de
m odo que a progressão geom etrica n’este caso to rna-se  inde- 
finita de um  e ou tro  lado do term o 1 , ficando então re p re 
sentada por

. 1:1 1 0 0 : 10 0 0 :etc.
• *10000' 1000*100 10"

os pontos que precedem  1|I),)0̂ J, e seguem  1 0 0 0 , indicam que
estes term os são precedidos, e seguidos de ou tros, c que o to 
do forma um a progressão geom etrica sem lim ites de um  e 
ou tro  lado.

1 1 A ~
P a ra  achar porém  os logarithm os de -  , —  , 4- ^ 5el;c- ní>o

podemos deixar de fazer algum as convenções afim de poder
m os determ inar os term os da progressão arithm etica quo 
precedem  0 .

Cada term o d’esta progressão dim iuuido da unidade dii o 
que  precede, o term o 0 obtem -se tirando 1 de I , e tirando  
de  0 a unidade devemos ter o term o que precede, e quo cor.

responde à ora esta subtracção representada por 0 — 1 ,
nâo pode ser offcctuada, mas indica-se pela expressão— 1 , 
qne quer dizer um a subtracção á fazer , o lerm o que p rece
d e — 1 , obtem -sc tirando de— l , a  un idade, ou tirando 2  de
O, esta subtracção indica-se pela expressão 0 — 2 , ou sim 
plesm ente— 2 , pela mesma razão os term os que precedem — 2 , 
são— 3 ,— 4 ,— u etc. e assiin formamos a progrossão indefi- 
n ita  de ambos os lados.

■7 .— n .— 4 .— 3 .— 2 .— 1 .— 0 . 2 . 3 . 4 . S. e tc .
o term o 0  corresponde ao lerm o I , da progressão geom etrica: 
Os logarithm os negativos representam  as fuRcçõas.
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Para calcular estes logarithmos podemos empregar o mes
mo methodo já indicado para calcular os dos núm eros m aio
res que a unidade; isto é o de inserir meios geometricos en
tro 1 o -  entre —  etc .e  meios arilhmeticos entre 0, e —  > 1 0  ’ io ’ loa ’
1, entre— 1, e — 2 etc. Todas as propriedades jà provadas á 
respeito dos números in te iro s , o seus logarithmos, s3o ap- 
plicaveis ás fracções, e seus logarithmos.

g 3 .°

1í£s£íosIç»« e aaso «ias 4»3>oás tlc  loejn- 
1’Hhmos.

(239). Existem muitas taboas de logarithmos todas trazem  
uma introducção relativa á sua disposição particular. No fim 
d’este compêndio acha-se uma taboa de logarithmos, c sobre 
eüa temos que fazer algumas reflexões. Esla taboa contóm 
os logarithmos de todos os números d’esde 1 até 10000  , 
com 5 algarismos decimaes. Os números acham-se nas co- 
lumnas marcadas N .,  e nas marcadas Log., as partes dec i-  
macs dos logarithmos dos números correspondentes na l . a 
columna; não se escreveram as características porque è facil 
supprir esta falta , pois como sabemos, a característica do 
•ogarithmo de um uumero qualquer inteiro, é representada 
por tantas unidades menos uma , quantos algarismos tem o 
jiumcro. A difíerença entre os logarithmos de dous núm eros 
inteiros consecutivos comprehendidos entre 1000, e 10000 
acham se á direita na columna D no meio do espaço que se
para estes logarithmos, o primeiro algarismo à direita d e s 
tas diíTerenças exprime cem millesimos da u n id ad e : por 
cxemplo, a difíerença entre os logarithmos dos números 3284, 
° 3285, ò 14 cem millesimos, ou 0, 0 0 0 l i .  As differenças en- 
tre os logarithmos dos números inteiros menores que 1000 
!1?o estão na taboa , porque como veremos não precisamos 
d eiias.

(2+0) Para podermos fazer uso da taboa de lagarithmos ó 
preciso saber resolver os dous problemas seguintes:

1 Problema.  Achar o logarithmo de um  numero dado 
qualqurer.

l .°  Caso: Quando o numero dado è inteiro, e menor q u e  
lOOOO, limite da taboa. Procura-se na columna N. o num ero  
«ado, defronte na columna Log. acha-so a parte decimal do
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seu logarithmo, a característica determ ina-se , pelo num ero 
de algarismos do num ero dado. Por exemplo seja proposto 
acliar os logarithmos de 5 , de 23 , e de 500 , procuramos na 
columna N. estes num eros, e achamos na columna Log. as 
partes decimaes de seus logarithmos, as caracteristicas são de
5, 0 , porque tem uin só algarismo , de 23, 4, porque tem  
dous algarismos, de 500, 2 , porque tem 3 algarismos, assim 
achamos que os logarithmos dos num eros dados são

Log. 5 = 0 ,6 9 8 9 7  
Log. 2 3 = 1 ,3 6 1 7 3  
Log. 5 0 0 0 = 2 ,6 9 8 9 7

Exem plos.
Seja proposto achar os logarithmos de 225 , 3 í0 ,  1023 , 

7341 , 8753 , 0789.
2.° Caso. Quando o numero dado 6 inteiro, mas maior que 

40000 limite da taboa, a característica determina-se facilmen
te pela regra já  indicada, resta achar a parte decimal; a par
te  decimal do logarithm o de um uumero não muda quando o 
dividimos por um a potência dc 10, portanto podemos sem
pre reduzir a questão á determ inar a parte decimal do Ioga- 
rithm o de um num ero comprehendido entre 1000, e 10000, 
collocando a virgula depois dos quatro primeiros algarismos 
á esquerda do numero cujo logarithm o procuram os, e consi
derando os que seguem como decimaes.

Seja proposto achar o logarilhmo do num ero 21598 , a ca
racterística d’este logarilhmo e 4, porque o num ero contem 5 
algarismos, a parte decimal deste logarithm o é a mesma que a 
de 2 1 5 9 ,8  pois o logarithm o do 2 1 5 9 8 = lo g . 2 1 5 9 ,8 x 1 0 ) =  
log. 2159 , 8-j-log. 1 0 =  log. 2 I5 9 -J-1 , assim para achar o 
logarithm o do num ero 21598, basta procurar na taboa a par
le  decimal do logarithmo do num ero 2 1 5 9 ,8 , achamos n ’ella 
a parte decimal do logarithm o dc 2159 , que ó 33425  , para 
achar o logarithmo de 215 9 ,8  ó preciso ajun tar á este loga- 
ritlim o um a fracção relativa á sua parte decimal.

Para este fim é preciso adopturmos o principio seguinte , 
quo a differença entre dous num eros, 6 proporcional "a diffe
rença entre os logarithmos d’estcs dous numeros. Veremos 
na algebra que esta bypothese 6 quase exacta, e q u e  o erro é 
m enor a medida que os numeros são maiores. A differença 
entre os logarithm os dos numeros 2159 , e 2160, sendo 20 
cem millesimos, ou 0 , 000 20 , faremos a seguinte proporção.

Como a diíTerença entro os dous num eros.



E stá  para a differença entre os logarithmos.
Assim está a p a r te  decimal do num ero.
Para a parte proporcional do logarithmo.
No exemplo acima temos a seguinte proporção:
1: 0 ,0 0 0 2 0 :: 0 .8 : X , donde deduzimos

X X 1 = 0 ,0 0 0 2 0  X '0 ,8 , isto é X = 0 ,Ü 0 0 1 6 .
Assim pois ajuntando á 5 .53425 , logarithmo de '215!), a 

quantidade 0 ,0 0 0 1 6 , a somma 3 ,33441 , 6 o logarithmo dc 
2159 ,8  , ora o logarithmo dc 2 1 5 9 8 = lo g . 2159 , 8 + 1 ,  por 
tanto o logarithmo de 2 1 5 9 8 = 3 ,5 3 4 4 1  -f-l =  í , 33441 .

Seja proposto achar o logarithmo de 21598009 ; temos Io". 
2 1 5 9 8 0 0 0 = lo g . ’ ( 2 15 9 8 x 1 0 0 0 ) = !o g . 31508-f-íog, 1 0 0 0 =  
lo g .2 1 5 9 8 - f3 .= 4 ,53411 + 3 = 7 ,3 3 4 1 1 .

Em  geral para achar o logarithmo de um numero term ina
do por cifras, hasta achnr o logarithmo do numero sem as 
cifras íinaes , e augm entar a característica d e s te  ultimo lo 
garithmo de um numero de unidades igual ao numero do ci
fras dispresadas.

Exemplos.
1.° Pede-se o logarithmo dc 20545.

Este num ero sendo superior á 10900 , separamos o ulli- 
mo algarismo á direita, o que vem á ser o mesmo que divi- 
dil-o por 10, e procuramos na taboa o logarithm o de 2054 , 5* 
para isto procedemos do modo seguinte:

Log. 2 0 3 4 = 3 .3 0 8 3 5 . 
differença entre log. 203  c 2 0 3 5 = 2 1 .

1: 0 ,0 0 0 2 1 .:: Ò, 5 :x = 0 .0 0 0 2 !  x 0 5 = 0 ,0 0 0 M .
P o rtan to  o logarithm o de 2 0 3 4 ,5 = 3 .3 0 8 4 5 . 
e o logarithmo de 20345^= 4 .50845 .

2 .° Pede-se o logarithm o dc 55468
4 .54985

3.° Pede-se o logarithm o de 4 5 8 9 .3 5 .
5 .0 0 175.

4.° Pede-se o logarilhmo de 3 425 ,789 .
3.o Caso, logarithmo de unia fracção, este acha-se tirando 

0 logarilhmo do denominador, do do num erador.
1 or tanto se a fracção e m aior que a unidade, o logarithmo 

e positno , mas se é menor que a unidade o logarithmo é n e 
gativo.

Exemplo 1.° Seja proposto achar o logarilgmtí do —■̂ ’ 
Para islo calculamos os lop ritlim os de 3478  , e do 9 . este»
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s&o 5 , 5 i l  35. e 0 .5 5 4 2 1 , tirando o 2 .°  do 1.° tem os 3 ,5 1 1 3 3 —
Í5478

0 ,5 5 4 2 4 = 2 ,8 frf0 9 , que c o logarithm o d e - ^
. D

EScih|ilo 2 .°  Seja proposto achar o logarithm o de 
temos pela mesma regra

log. ^ |= g = lo g . 9 — log. 3 4 7 8 = 0 ,5 5 4 2 1 -— 5 ,5 4 1 3 3  
= — 2 ,5 8 7 0 9 .

4.» Caso. Os logarithm os tias decim aes. Um num ero d e 
cimal sendo igual á uma fracção ordinaria cujo num erador é 
o num ero decimal abstrahindo a virgula , e cujo denom ina
dor 6 a unidade seguida de tantas cifras quantos algarism os 
decim aes ba á direita da virgula , segue-se que podemos 
achar o logarithm o de um  num ero decimal procurando 1." 
o logarilhm o do num ero inteiro que resulla da súppréssão da 
virgula no num ero proposlo, e 2 .° dim inuindo e :te  Iogarilh- 
mo de tantas unidades quantos algarismos decimaes tem  o n u 
m ero, pois o logarithmo da unidade seguida de cifras é um 
num ero composto de tantas unidades quantas são estas cifras.

Exem plo 1.° Seja proposto achar o logarithm o de 2 1 ,5 9 8 ,

temos log. 2 J ,5 9 8 = lõ g .  !°S- 2 1 598— log. 1 0 0 0 =
log. 21598— 3. hasta pois achar o logarithm o de 21 5 9 8 , e 
depois d im inuií-o  de 3 . O logarithm o de 2 1 5 9 8 , ê 4 ,3 3 4 4 1 , 
logo o logarithm o de 2 1 ,5 0 8 , ó 4 ,3 5 4 4 1 — 3 = 1 .5 5 4 4 1 .

O logarithm o de um num ero decimal m aior quo a unida
de se obtem  tomando por característica tantas unidades m e
nos um a quantos são os algarismo ; da parte inteira, e como 
a pàrte decimal do logarilhm o de um num ero não muda quan
do se remove a virgula para a d ireita , e para a esquerda, por
que então nada se faz senão multiplical-o ou dividil-o por 
10, para achar esta parte decimal do logarithm o de um  nu
mero decimal superior á unidade basta determ inar a par
te decimal do logarithm o de um num ero , cóm prehendi- 
do entre 1000 , o 10000, lim ite da taboa, transpondo a vir
gula para depois dos 4 prim eiros algarismos á esquerda do 
num ero dado :

P o r exem plo. Seja proposto achar o logarilhm o de 2 !  .598 , 
a característica é 1 , e a parte decim al do logarithm o è a 
mesma que a do logarithm o de 2 1 o 9 , 8 , procura-se po is a 
parte  decimal do num ero 2159 , 8, na taboa, e então conclui- 
inos" que o logarithm o de 2 1 ,5 9 8 , é 1 ,3 3 4 4 1 .

Exem plo 2 ,°  Seja proposto achar o logarithm o de 0 ,0 0 2 1 5 9 8 ,

2 2 0  ELEMENTOS
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temos aqui unia decimal menor que a un idade.

Log. 0 ,0 0 2 1 5 9 8 = !og. ~ ^ u= lo g .2 L 5 9 8 - I o g .  100000Q0 
= lo g .  2 1 5 9 8 — 7. O logarilhm o dc 2 1 5 9 8 ,é 4 ,5 3451 , por 
tanlo

log. 0 ,0 0 2 1 5 9 8 = 4 ,3 3 4 4 1 — 7 = —2 ,6 6 5 5 9 .
Nos casos cm que os num eros decimaes silo m enores que a 

unidade , representando fracções , os logarilhmos são negati
vos; podemos porém dar uma outra forma á estes logarithmos 
m uito mais coinmoda. Por exemplo o log. dc 0 ,0 0 2 1 5 0 8  é 
igual á 4.33441 —7, ora 4 ,8 3 4 1 1 — 7 = 4 — 7 - j-0 ,3 3 4 il  , = —
3 + 0 ,3 3 4 4 1  o que se exprime de modo seguinte 3 ,33441  o 
signal— por cima da característica indica que só cila (' negati
va, e a pnrtc dccimal positiva, de modo que 0,33441 deve 
scr njuntado a— 5. P o r ta n to

log. 0 ,0 0 2 1 5 9 8 = — 2 ,fiS 5 Q ,o u = Í(, 33441, 
e assim o logarilhm o de um a decimal menor que a unidade 
pode tom ar duas formas diíTerentes.

1. Quando querem os que o logarilhmo seja inleiram enle 
negativo. Procuram os a parte decimal do logarithm o do n u 
mero in teiro que resulta da suppressão da virgula na fracção 
decimal dada, c tiramos esta parte decimal de f 000ÍM), o que 
vem a ser o mesmo que tirar de 10, o primeiro algarismo à 
d irei ía , c todos os mais de 0 , o resto è a parto decimal do 
lo g a r i th m o ;  a característica deve conter tantas unidades quan
tas cifras ha entre a virgula e o primeiro algarismo decimal 
significativo : Exem plo. Seja proposto achar os logarithmos 
das fracções decimaes, 0 ,2 1 5 9 8 , ( ',0 2 1 5 9 8 , c 0 ,0 0 0 2 lo 9 3 .

Procuram os a parte decimal dologarithm o do numero 21508, 
que i'1 3 3411 , e t i rando este num ero de iOOOOI) , o resto 
60559, íí a p a rte  decimal dos logarithm os das fracções dadas, 
as características são, 0 , 1 , 5 ,  por tanto os logarithmos das 
tres fracções decim aes dadas são

— 0 ,0 0 5 5 9 , — 1,06559, — 5 ,6 6 5 5 9 .
2 0 Q uando querem os que só a característica seja negati

va. Procuramos a pa jle  decimal do logarithm o do num ero in 
teiro que resulta da suppressão da virgula na fracção decimal, 
e damos á esta parte decim al uma característica negativa que 
contenha tantas unidades mais um a, quantas cifras ha entre 
a virgula, c o prim eiro algarismo decimal significativo do n u 
m ero.

Exem plo. Seja proposlo achar os logarithmos dos n u me 
ros—
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0 .2 1598 , 0 ,021898 , 0 ,0002139  etc.
Procuram os a parle decimal do logarithmo de 21598, que 

é, 55441, e determ inam os as características 1, 2, 4 , e assim 
os logarithmos pedidos são

Í 7  55441, % 35441, h~  55441
O emprego dos logarithmos cuja caracteristica só é nega

tiva offerece esta vantagem, sejam quaes forem as potências 
de 10 pelas quaes se multiplica, ou se divide um  num ero, 
os numeros maiores ou menores, que a unidade que resultam  
d'estas operações, tem logarithmos cuja parte decimal é cons
tantem ente a mesma, o que não acontece fazendo uso dos 
logarithmos inteiram ente negativos; assirn pois quando nu
meros inteiros não differem senão por cifras à d ireita , e 
quando num eros decimaes não differem senão pela posição 
da virgula , os logarithmos d’estes numeros tem a mesma 
parte decimal. Por exemplo o logarithmo de 2159 sendo 
3 ,3 3425 , os logarithmos de 21590000, 21 , 5 9 , 0 ,0 2 1 5 9 , e 
0 ,0 0 0 0 0 2 1 5  são

7 .3 3 4 2 5 , 1 .53425, 2 .3 5 4 2 5 , e 6 ,5 3 4 2 5
Problem a 2.° Achar á que num ero corresponde um Ioga- 

rilhm o dado.
1.° Caso. Quando o logarithm o é positivo; n 'este caso 6 

evidente que pertence à um num ero maior que a unidade, a 
característica augm entada de uma unidade indica quantos al
garismos tem a parte inteira do num ero á que corresponde 
o logarithm o dado:

1 Quando a caracteristica é 3, o numero á que pertence 
o logarithmo dado acha-se coinprehemlido entre 1000, c 
10000. Para determ inar este num ero procuram os na colum 
na Log. a parte decimal do logarithm o, quando ella alli se 
acha, o num ero que corresponde na columna N . é o procura
do. Por exemplo seja proposto achar o numero correspon
dente ao logariíhmo 3 ,0 0 0 4 3 , procuramos entre os logarith- 
mos dos numeros de 4  algarismo este, e achamos que corres 
p o n d e á 1001 .

Quando poróin a parte decimal do logarithmo dado não se 
acha na taboa, cahe necessariamente entre as partes decimaes 
dos logarithmos de dous numeros inteiros consecutivos de 4 
algarismos, o m enor d 'estes dous num eros inteiro exprime a 
parte inteira do numero procurado, pois então este é necessa
riamente um numero decimal; para achar a parte decimal, to
ma-se a differença entre os logarithmos dos num eros entre o>
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quaes se acha o procurado , e tambem a differença entre este 
num ero , e entre o m enor dos logarithmos , e o logarithm o 
dado, e então fazemos a seguinte proporção.

Como a differença dos logarithm os tabulares. Está para a 
differença dos num eros. Assim está a differença entre o loga- 
rithm o dado, e o menor dos tabulares. Para a differença nu 
meral correspondente. Esta differença ajuntada ao m enor nu
mero , dá o num ero procurado correspondente ao logarith- 
mo dado. Por exemplo seja proposto determ inar ii que num e
ro correspondo o logarithmo 3 .3 3 4 4 1 . A parte decimal não 
se achando na columna Log. que contem as partes decimaes 
dos. logarithmos dos num eros inteiros de 4  algarism os, to -  
niamos as partes decimaes 33125 , e 33145 , entre as quaes 
se acha 334 V1, e que pertencem  aos num eros 2159 , e 2 1 6 0 , 
portanto o logarilhm o 5 ,5 5 4 4 1 , pertence ao num ero 2159 , 
augm entado de um a quantidade incógnita x, menor quo a u 
nidade. Para calcular esla incógnita tomamos na columna D . 
a differença 20 cem millesimos, ou 0 ,0 0 0 2 0 , entre os logari- 
thinos de 2159 , e 2160 , tirando o menor logarithmo do lo- 
garilhm o dado achamos a diflerença 3 ,3 3 4 4 5 — 3 ,3 3 4 2 5 =  
0 ,0 0 0 1 6 , e fazemos a seguinte proporção

0 ,0 0 0 2 0 : I :: 0 0 016 : x ou 
20: I : :  í 6: x 
20X  x = 1 6

x =S=°>8
O logarithmo 3 .3 3  l í I , pertence ao num ero 2 1 5 9 -{ -0 ,8 =  

2 1 5 9 ,8 .
2 .° Q uando a caracteristica do logarithmo não é 5 , pode

mos sem pre redusir este ca^o ao prim eiro, augm entando ou 
diminuindo a caracteristica de tantas unidades quantas são 
precisas para que tique sendo 5 .

Procura-se então o num ero á que pertence esle novo lo 
garithmo , este num ero é igual ao num ero procurado m ulti
plicado, ou dividido por um a potência de 10, indicada pelo 
numero que se augm entou, ou se tirou á caracteristica. E ’ 
pois facil dedusir o num ero correspondente ao logarilhm o da
do, o que se faz separando pela virgula tantos algarismos de- 
cimaes quantos são os num eros ajúntados, ou diminuídos na 
caracteristica. Por exemplo: Seja proposto achar áq u e  num e
ro pertence o logarithm o 1 ,55425 . Ajunta-se 2 á caracteris
tica 1, e procura-se o logarithmo 3 ,3 3 4 2 5  na tahoa, o num e



230 ELEMENTOS

ro correspondente é 2159, que deve ser dividido por 102, ou 
por 100, o que se faz separando pela virgula dous algaris
mos, logo 21,59 ó o numero procurado.

Seja proposto achar á que numero pertence o logarithmo 
7.33441, diminuindo a característica 7 de 4, fica reduzido 
à 5,35441 . então procurando na tahoa o numero corres
pondente á este logarithmo acha-se 2 159 , 8 ,  que deve 
ser multiplicado por 10*, ou por 10000, o produclo que ò 
21598000 é o numero áque  corresponde o logarithmo dado 
7.35441.

Exemplos.

J.° Qual o numero correspondente ao logarithmo 1.55288
resposta 34, 11

2." A’ que numero corresponde log. 5, 18412
resposta 1528

3.° A’ que numero corresponde o logarithmo 0.18000
resposta 1518000.

Todos os cálculos precedentes reduzem-se íi suppor que a 
característica do logarithmo proposto ó 3 , e h procurar o 
numero que corresponde ;'i este logarithmo, e á separar de
pois, pela virgula, tantos algarismos mais um, á partir da es
querda d’este numero quantas unidades tem a característica 
do logarithmo dado, quando o numero de algarismo não c 
sufíiciente ajuntam-se á direita as cifras precisas, e si]pprimc-se 
a virgula quando não é seguida de algarismos decimaes.

As tehons não dão as fracções que correspondem aos loga- 
rithmos dados senão em decimaes , mas querendo podem ser 
reduzidas h fracções ordinarias.

2.° Caso. Quando os logarithmos dados são negativos in
teiramente; Ajuntam-se no logarithmo dado tantas unidades 
quantas bastam para que a característica seja positiva, e igual 
á 3, procura-se depois o numero á que corresponde este no
vo logarithmo, e então divide-se por uma potência de 10 
indicada pelo numero de unidadas ajuntadas ao logarithmo 
dado , o que vem á ser o mesmo que adiantar para a es
querda a virgula de tantos algarismos qunnfas unidades se a- 
juntaram ao logarithmo dado, o resultado exprime o numero 
correspondente.

Exemplo. Seja proposto determinar á que numero perten
ce o logarithmo— 2,GGõ?>9.

Ajuntamos á este logarithmo 0 , e temos f>— 2 ,0 6 5 5 9 =
3, 534V1 , procuramos então nn tahoa o numero'corrcspoH-
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dente , que é 2 1 59 , 8* este num ero é igual ao procurado 
multiplicado por 10*,assim dividindo por i 0 \ achamos o num e
ro procurado correspondente, á— 2 ,6655 , dividimos 2 1 5 9 , 8  
por # > ,  recuando a virgula para a esquerda de modo á se
parar pa,-a a direita 6 algarism&s, por tanto o numero pro
curado é 0 , 00215DS.

Caso 3 . Quando a caracteristica só é negativa. Ajuutam-sò 
ao logarithmo dado unidades bastantes para que a caracteristica 
lorne-se positiva, e igual á 3 ; procura-se á que numero per
tence este nove logarithmo, e divide-se o numero por uma 
potência de 10 indicada pelo numero das unidades que ío- 
ram ajuntadas h caracteristica, isio ó adianta-se a virgula de
cimal de tantos algarismos para a esquerda quantas unidades 
foram ajuntadas à caracteristica; o resultado exprime o nu
mero à que corresponde o logarithmo dado.

Exem plo. Seja proposto achar à que numero corresponde
o logarithmo 3, 53441 ; 3 , 3 3 4 4 1 -= — 3 + 0 ,  33141 , por
tanto ajuntando 0  unidades à 5, 33441, o resultado ò 0 — 
3 + 0 ,  55341 = 3 + 0 ,5 3 4 4 1, oueinfim  3 ,5 3 4 4 1 , este novo lo
garithm o corresponde ao num ero 2159 ,8  , que ê igual ao 
num ero procurado multiplicado por 10G, logo este se acha , 
dividindo 2139 , 8 , por 10°, o resultado é 0 .0 0 2 1 3 9  8, que é
o numero correspondente ao logarithmo 3 , 35141.

(241). As explicações precedentes são suíficientes para po
dermos fazer todos os cálculos por meio dos logarithmos, sa
bemos sempre calcular o logarithmo de um  numero dado 
q u a lq u e r, e achar á que num ero corresponde um logarithmo 
dado. Reduzimos estes cálculos, em todos osicasos, á operar 
sobre os logarithmos dcs num eros comprehendidos entre 
1000, e 10000, porque assim chegamos ao mais alto gráo de 
exactidão de qne é susceptível a nossa taboa de logarithmos. 
Procedendo assim.

1.° Quando querem os achar o logarithm o de um num ero, 
a proporção indicada (n. 2 4 0 , caso 2.°) não dá senão cem 
millesimos da unidade do logarithm o pedido; isto é, obtemos
o logarithmo procurado á inenos de urn cem milíesimo da 
unidade.

2." Os nossos logarithm os tabulares não tendo senão 5 de- 
eimaes não conhecemos os seus valores senâo á menos de 
meio cem milíesimo da unidade; o erro  que resu lta  das de
cimaes dispresadas é tal, que quando se quer achar o num ero 
8o qual corresponde um logarithmo dado euja earaçteristica
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é 5, a taboa não fornece as vezes senão os quatro primeiros 
algarismos á esquerda do numero pedido, isto é, que em cer
tos casos a proporção indicada não fornece um só dos algaris
mos decimaes-do numero ao qual pertence o logarithmo dado.

De facto a menor difíerença entre dous logaritlimos tabu- 
lares consecutivos , sendo 0,00004, vemos que um erro do
0 ,0 0 0 0 í  n’um logarithmo basta para produzir um erro de u- 
ma unidade no numero correspondente , por,tanto um erro 
de 0,00001 n’um logarithmo , pode introduzir .no numero
correspondente um erro de y , ou de O, 25 , um meio rnille-
simo de erro no logatithmo dado pode pois introduzir um 
erro no numero de 0, 125. Assim pois o erro que pode se 
introduzir nos números aos quaes pertencem os íogaritbmos 
calculados, pode ser de pouco mais ou menos 0, 125 , influo 
pois algumas vezes no algarismo das décimas da unidade do 
numero procurcdo.

Quando queremos achar o numero ã que pertence um lo
garithmo dado cuja característica não é igual á 3, augmenta- 
mos ou diminuinios esta característica de um certo numero 
de unidades de modo que o novo logarithmo seja positivo e 
affectado da característica õ, o então procuramos o numero ã 
que pertence, acabamos de mostrar que não podemos contar 
como exactos senão os 4- primeiros algarismos á esquerda do 
numero que achamos pela taboa, depois dividimos ou multi
plicamos este ultimo por uma potência de 10 indicada pelo 
numero de unidades de que o logarithmo dado foi augmen- 
tado, ou diminuído, o resultado é um valor aproximado do 
numero à que pertence o logarithmo dado: esta aproximação 
é tal que não devemos contar como exactos senão os 4 pri
meiros algarismos significativos á esquerda do resultado , ou 
por outra o erro é menor que uma unidade da ordem indica
da pelo ultimo dos <i algarismos significativos á principiar pe
la esquerda.

Quando este gráo de aproximação não 6 sufíiciente, deve
mos fazer uso de outras ta!■ •a> mnis extensas, isto è calcula
das com um maior numer. ir tKvimacs, e abrangendo dentro 
de seus limites mais números. A.-; melhores taboas são as de 
Callet, de Delambre, e de Ilutton.
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Cálculos p o r - m e l o  d c  I j o g a r U t i n i s s .

(242) Multiplicação. Para multiplicar dous, ou mais núme
ros, uns pelos outros, por meio de logarithmos , procede-se 
do modo seguinte.

Tirain-se da taboa os lagaritbmos dos factores, addicioriam- 
so estes logarithmos, e procura-se na taboa o numero qua 
corresponde á somma, este numero é o produclo dos factores 
dados.

Devemoá cotar, que fazendo uso dos logarithmos só ne
gativos na caracteristica, que o que se leva da parte decimal 
para a parte inteira na addição dos logarithmos, é sempre po
sitivo, em quanto que a parte inteira, ou as características, po
dem ser positivas, ou negativas.

Exemplo 1.° Seja proposto multiplicar 95 , por 5514.

Numeros. Logarithmos.
9 5 =  1.96848 

3 5 1 4 =  5,54580
Prod. 5 2 6 8 0 0 =  5,51428 Somma.

Procuram-se na taboa os logarithmos de 93, o de 5514 , ad- 
dicionam-se estes dous logarithmos, e depois procura-se na ta
boa o numero que corresponde à somma 5, 51428, este nu
mero é o produeto procurado, numero que não é exacto se
não nos 4 primeiros algarismos a esquerda, quando o numero 
excede o limite da taboa que é 10.000 ; esta aproximação ú 
muito sufficiente quando se trata de numeros decimaes, e:n 
todos os casos.

Exemplo 2.° Qual o valor dc 3 8 7 x 1 2 2 o 5

Numeros. Logarithmos.
3 8 7 =  2.58771 

1 2 2 5 =  3 .0 8 8 14
4 7 4 0 7 7 =  5 .67585“

5.° Exemplo. Qual o produeto 3,4567892x1,234567892*
Kumeros 3,4567892 = 0 ,  53867 

1,23456789 = 0 ,  09152
4,2677 «=(), K2919

Sl



4.® Exemplo. Qual o produeto do 112,246X15,908»

Números Logarithmos
112, 246 = 2 .  94917 

1 3 ,9 5 8  = 1 . 1 4 4 8 2
1063.128 = ^ ~ 1 9 3 9 9

5.° Exemplo. Multiplique-se 4G.7512 por 0, 3275.

46, 7512 =  L G6988
0, 5275 = 7 . 51521

Produeto 15, 31102 = í :  18509
(243.) Divisão. Do logarithmo do dividendo tira-se o lo- 

garithmo do divisor, e o numero correspondente á esta diffe- 
rença, ò o quociente procurado.

Muda-se o signal da característica do divisor de positivo 
para negativo, ou de negativo para positivo.

1.° Seja proposto dividir 24163, por 4567.

Dividendo 2410 =  4.38315 
Divisor 4o67 =  3.65965 
Quociente 5 , 2 9 7 5 . = =  0.72352

2.° Exemplo. Divida-se 57. 149, por 523,76.

Dividendo 37. 149 =  1. 56994 
Divisor 5 2 3 ,7 6  =  2 .7 1 9 1 5
Quociente 0,070927 =  2.85Õ8T

5. Divida-se 0,06314, por 0,007241.

Dividendo 0,06314 = 2 ,  80030
Divisor 0,007241 = 5 ,  85980
Quociente 8,7196 = 0 .  91050

Quando a característica é negativa , e que toma-se 1 em
prestado para poder subtrahir a parte decimal do divisor do 
dividendo, a característica em lugar de diminuir de uma uni
dade augmenta pelo contrario,— 2 + 0 ,8 0 0 3 0  , é o mesmo 
que—3 - f  l ,  80030— 7

Exemplo 4.° Divida-se 0,7438, por 12,9476.

Dividendo 0,7458 =  1, 87146 
Divisor 12,9476 — -1, 11218 .

Quoc. 0,057416. = 2 7 7 5 9 2 8

2 3 4  ELEMENTOS



(244). Involução, ou elevação á potências. Tira-se da ta 
boa o logarithmo do numero dado , multiplica-se este loga
rithm o pelo expoente da potência pedida : procura-se então 
na taboa qual o numero que correspondo á este produeto , 
este numero c a potência procurada.

Quando se multiplica um logarithmo com caracteristica 
negativa por um numero positivo , o produeto ó negativo , 
mas o que se leva da parte decimal do logarilhmo è positi
vo , e por tanto deve ser subtrahido da caracteristica , e não 
addicionado.

1.° Exemplo. Qual é a 2 .“ potência de 2, 5701.

Numero. Logarithmo.

Raiz = 2 ,  5791 = 0 ,  41146 .
Expoente 2  ■
Potência 6, 05 i 5 = 0 ,  82292

2.° Exemplo. Qual é o cubo de 3, 07140.

Logarithmo.

Raiz 5, 07140 = 0 ,  48734 
Expoente ~ 3
Potência 28,9747 = 1 :  46202

5.° Exemplo. Pede-se a 4 .a potência de 0 ,0 9 1 6 3 .

Raiz 0 , 09163 = 2 ^  96204
4

Pot. 0 ,0 ,00070495 = 5 ,  84816 

Exemplo 4.° Qual a 5 .a potência de ü425.

6425. = 5 ,  80787
O

10948461 = 7 .  05935

Exemplo 5.° Qual a 365 potência de 1.0015.

1 ;004o = 0 ,  00193 
Expoente =  305

975 
1170
58o

3,14935 ^ õ T Y n T r r '
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(245) Evolução. Toma-se na taboa o logarithmo do nu
mero dado, divide-so este logarithmo pelo expoento da raiz, 
o numero que corresponde ao quociente é a raiz procurada.

Quando a caracteristica do logarithmo é negativa , e não 
contém exactamente o divisor sem resto, augmenla-s'e á ca
racterística Je ura numero suílicienlc para torífako divisivel 
pi 'o expoente da raiz, levando as unidades assim tomadas 
como tantos dez para o lado esquerdo da decimal , e depois 
dividindo como inteiros.

Exemplo. Pede-se a raiz quadrada dc 305.

Numero. Logarithmo.

505 = 2 ,5 0 2 2 9  ( 2  
19.0196 = 1 .2 8 :1 4 ,  o

Tira-se da taboa o logarithmo do 30o , divide-se este lo
garilhmo por 2 ,  e procura-se na taboa o numero correspon
dente ao quociente, este numero é a raiz procurada.

2.° Exemplo. Pede-se a raiz cubica de 12345.

Numero. Logarithmo.

2 3 6  ELEMENTOS

12345 = 4 ,0 9 1 5 9  1 3 .
Raiz 2,114(5. = 1 .3638S

3.° Exemplo. Pede-se a !0 .nia raiz do 2 .

Numero 2 = 0 ,  30103 (10 
Raiz 1,071775 = 0 ,0 3 0 1 0

4.° Exemplô. Pede-se a raiz 305áo de 10,45.

Numero 10,4os=0, 01912 ( 3(>o 
Raiz ! .0001:21 = 0 ,  0000,'»

5,° Exemplo. Pede-se*a raiz quadrada de 0 ,093.

0,0-15 = 2 .  96848 ( 2
0 ,3 0 4 ,9 3 0  =  ~  48 '< 21 .

0.° Exemplo. Pedose a raiz cuhica de 0 .00048.

0,COO 18 = 4 7  08124 ( 3
0,0782973 =57 89374

Aqui a caracteristica i ,  não sendo divisivel por 3, augmen-
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ta-se de 2, e fica sendo divisivel por 3, pois é então G, mas 
corno a parte negativa augrnenta-se de %  é preciso ajuntar 
á parte positiva 2, e consideramos o primeiro algarismo da 
parle decimal como 26 em vez de 6, o que é evidente, pois 
—4 + 0 ,6 8 1 2 4  é o mesmo que— 0 + 2 ,6 8 1 2 5 . .

C o iD n p S c K a c E íío s  a c i i lh f is i ie tâ e o s .

(246). O resto que se obtem tirando um logarithmo de 10 
è o que se chama complemento arithmetico d’este logarithmo.

Por exemplo, o logarithmo de 2  sendo 0,30105, o com
plemento arithmetico d'este logarithmo é 1 0 —0, 3 0 1 0 5 =  
9.69807.

Para obter o complemento arithmetico de um logarilhmo, 
tira-se de 10, o primeiro algarismo significativo á direita do 
logarithmo dado, c tira-se de 0 cada um dos outros algaris
mos. Para indicar o complemento arithmetico de um logari- 
thmo escreve-se um C antes, assim C log. 2, quer dizer com- 
plemenlo arithmetico do logarilhmo de 2.

(247). Quando queremos subtrahir de um numero dado 
um logarithm o. se em lugar d’e(Tectuar esta subtracção, a- 
junctamos ao numero dado, o complemento arithmetico do 
logarilhmo , a somma é igual a differença procurada aug- 
nicnlada de 10 unidades. Esta somma e muito grande cm 
comparação á differença procurada não só do logarithmo que 
devia scr tirado do num ero, mas tambem do complemento 
que se ajuntou, e conforme a difiniçâo do complemento, a 
somma destes últimos numeros é igual á 10, assim a somma 
excede a diíTerença de 10.

Por exemplo seja proposto tirar de 5,54133, o logarithmo
0 ,95124, se em lugar de fazer esta subtracção , ajuntamos 
á 3,51155, o complemento arithmetico de 0,95124, que é 
9.01576, o resultado 12.58709, serà maior que a differen
ça procurada de 10 , portanto diminuindo 12,58700, de 10, 
te>iu,s a differença pedida.

3 ,5W $3— 0,fl542 i= 2 .5870G  é 
5 ,54! 55— 0 ,9 5 1 2 4 = 3 ,5  M 5 3 + 1 0 — 0,95425-— 10

fi como 10— 0 ,9 5 4 2 ^= 9 ,0 4 5 7 6 , complemento arithmetico 
segue-se que

5<54!55—0 ,9 5 4 2 4 = 5 ,5 4 1 5 5 6 + 0 ,9 5 4 2 4 — 10

(248). Pelos complementos podemos jempre redurir as 
*ühlracâôes á addições.
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O logarithmo d’uma fracção acha-se ajuntando ao lo
garithmo do numerador o complemento arithmetico do loga
rithmo do denominador , e tirando d’csta somma 10. Por 

. 3Í78
exemplo o logarithmo de ~~ acha-sc do modo seguinte :

log. oí78-}-C log. 9— 10

Seja proposto dividir 37.149, por 523,76,

Log. 37,140 = 1 ,  50994 
C om .Log/523, 70 = 7 .  28087

" 8,~85Õ8T 
— 10

0 .0 7 0 9 2 7 = 2 , 83081

(249). Temos concluido o que linhamos à dizer à respeito 
de logarilhmos n’este compêndio, a utilidade dos logarithmos 
è irnmensa ; i . °  para facilitar as multiplicações , e divisões 
de numeros decimaes de muitos algarismos , 2 .°  para cal
cular com menos trabalho as potências dos num eros, 3.° 
para se extrahir as raizes , e esta ó a sua principal vanta
gem , pois pelos meios ordinários é já um calculo enfado
nho a extracção das raizes do 3.° gráo de um numero dc 
muitos algarismos, e quanto á das mais raizes ó tão trabalhoso 
tí calculo,que não podemos sem muita perda de tempo fazel-o, 
pelos logarilhmos nada ha dem ais facil do que extrahir uma 
raiz qualquer. 4.° para resolver todos os problemas relativos 
as proporções e progressões, redusindo as multiplicações, e 
divisões à addições, e sublracções, as potências, e extracç ões 
de raizes , íi multiplicações , e divisões. Por exemplo no 
(228Prob. 2 exemplo 1.), resolvemos, a seguinte igualdade
, V  r

X = v 8 1 , [ ’por meio da extracção de raizes quadradas, porlo- 
garithmos podemos resolver a mesma questão pela formula 
seguinte:

log. x =  Log. 81
r

no mesmo -numero Problema 3.° , dissemos que este não 
podia ser resolvido se não por meio dos logarithmos, agora de
vemos mostrar como podemos resolvei-o ; sejam dados os 
extremos de uma progressão geometrica, 3, e 192, e a ra’ 
zão 2, para achar o numero de termos ; representando o n u 



mero de termos por x , temos a seguinte igualdade , o u l
timo termo 1 9 2 , é igual ao primeiro termo 5, m ultiplica
do pela razão 2, elevada á potência representada pelo num e
ro de termos menos 1. logo 1 9 2 = 5 x 2 * ~ 1'

logarith. 1 9 2 = lo g . 5 + lo g . 2 x X  — 1 
Ioga ri th. 192— log. 3 = lo g .  2  X X —  I 
logarith. 192— log: 3 = X —1

log. 2
iogarith. 192— log. 3+ 1  = X  

log. 2

Calculando estes logarithmos, achamos o numero de te r 
mos 7, de facto.

Logarith. 1 9 2 = 2 ,2 8 3 3 0 : logarith. 2 = 0 ,3 0 1 0 3  
Logarith. 5 = 0 ,4 7 7 1 2
Differença = 1 .8 0 6 1 8

1.80618 |0 .30103 
180618 6
000000 

e 6 + 1 = 7 .
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A P P E N D I C E

A } > p l i c f l « 5 e s  t l A A r i i h u i e ü c i i  a o  C b u i -  
m e r c i o .

( ! )  O objecto (l’este nppendice é rm-slrar romo podeinos 
•pplicar os principios da Arithmetica ã soluffio du alguns 
problemas, de uto  freqüente uo Comnmrcio.

arth;o I

Xumeres conertios.

(2') Para fazer os cálculos necessário» nos u - o* d* ri.Is . 
nenhum processo no\o c em pregado. todos foram já expli
cados na parlo scientilica d’este Compêndio ; precisamos po
rém de uma eousa para estas applicBi;õe« da Arithmetica , 
n5o para tornar os cálculos mais çe rto s , mas para facilitar 
a coniparaçáo dos resultados,

(a )  Na parte scientilica dcsle Compêndio empregamos so 
uma unidade, e tratamos de lodas as mais quantidades como 
formadas, ou de um ceilo numero d’esta unidade, oa d^ um 
certo numero de partes d'ella : por exemplo se tratam os d« 
tlistancias, e tomamos um i lejjua por unidade qualquer ou
tra distancia, poderá ser representada, ou j>or um ceit» 
numero de leguas , ou por um certo numero de partes da
1 egna, isto é, a distancia poderá scr r«*presentada por um nu
mero in teiro , ou j>or uma fracção. Com eslc system a, po
rém, encontramos na pratica alyuns inconvenientes ■ sed is-
sernios que o comprimento de uma salla é de , de legtn

c °  de uma outra de ^ d e  logua, não podemos formar u rc i 
id e ia , m uito clara de quanlo uma destas sallas è mais com
prida do que a ou tra . P.:ra podermos ter uma ideia mais clar«. 
devemos adoptar uma medula menor, uma \;.ra por exem i.!.\ 
e entSo considerando a le^ua como constando dc 5 0 3 0  varas,
cada %aia seiã igual ^ r r ( dc legua, e acharemo- que as i-

las lem de comprimento , a 1 .• ^ = 1 3 .  vaias ; a 2.* 
5^50 110
õm — >ara*;  d«íte nifld* formamos uma ideia muito
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niais clara d ogtes doui comprimentos , porém ainda

tanto obscura por cau>a das fracções —  , e , mas que
pode se tornar mais clara ainda fazendo uso de uma unid®' 
<le men»>r <jue a vara para avaliar as fracoOcs, do palmo P°í 
exem plo, e entao considerando a vara como composta <lo 5

palmos, cada palmo serà igual á 4  de vara c as duas frac-*
250 110 , ’

çfies 320 , e 3SW , de varas , ou o que vem à scr o rncsm
25 I I  . 25X5 , _ «k» , 11X3^-
3l  e ss ’ sâ0 *Suacs á -37- p a lm o s ,= a  e ~t palmos e —Ts

17
1 e -  pjluacH, de modo que a I .* salla tem de comprinien13

2 í « 
15 varas õ  palmos, e a -2.a 13 varas ! ^  palmos. Pore*te

exemplo \enio» que é do grande vantagem termos m edid^ 
grandes para quantidades consideráveis , e pequenas par11 a> 
m enores. __ j

(4) As medidas empregadas por Iodos os povos • j*» 
aquellas que seriam recommendadas por pessoas in ^ n i"13 ’ 
na scicnci» dos uumeros. pelo contrario sío  todas pouco ra* 
cionaes. Os Irancezes no tempo de sua memorável revoli‘C‘ * 
hzeram um systema de pezos e medidas , muito c o m p i t o .  ^ 
baseado sobre princípios piiilosophicns, que infelizmente p*’ I 
causa dos preconceitos vulgares , e do çpego aos costum: 1 
antigos, t.âo lem sido adoptado pelas ruyis naçfles, •' a te r,‘' 
França, appsar dos esforços da adm inistração. encontfoU, *• 
ainda encontra, alguma resi-tencia d j part<r do pf>vo q ll° 
prefere as antigas medidas , e talvez com muita razáo . *,,a> 
n3o é n ’um tr;itado dc Arithmetica -us se deve exa«ninar 
esta questão.

(5) O grande objecto que se deve ter em vista ua creaç30 
d estas medidas, que eia grande parte sáo arbitrarias , é qti® 
as unidades de pezos e medidas possam sempre scr as rr.cS- 
m as , e que a posteridade possa eíii toiio tempo represei)* 
ta-las, e torna-las a fjzer caso se percam. Por exemplo um* 
jarda , fyard) é uma medida arbitraria de que se servem o* 
láglezes para medir d istancias, ou com prim entos, na tor*e 
de" Londres existe uma jarda guardada para servir de padrão, 
em todo tempo . mas se nâo havendo mais medidas d ’cst» 
cspecie, a torre de Londres fosse incendiada, ficaríamos sein 
meio alçurn de restaurar esta un idade, {') e « o que ocon"

(“) A f \a rd j está boje detanuintWa «xacUiiieott pelo 
priu;«"lo da pfndula.
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tecco com m uitas medidas da antiguidade , resu ltan d o  d ’is- 
so m uitas dilliculdades na intelligencia, de obras dc seeinci* 
e de historia escriptas pelos antigos. Para assegurar o conhe
cimento das unidades das medidas, estas devem scr deriva
das de algum phenomeno inalteravel, que sirva para determ i
n a r  o padr5o da unidade fundamental de cada especie.

(6) As quantidades que nos usos da vida precisamos de
term inar com exactidão, são; a duração, a extensão , e o p e -  
zo , porque o gríio d^ calor-, a in tn sid ad o  da lu z , do som , 
e da electricidade, só interessam nos estudos scientilicos. 
Uma outra quantidade tornn-se precisa á cada passo, e devu 
ser medida com exactidão, esta é o \a lo r monetário.

(7) Km todas as medidas precisamos de duas cousas ; 1.* 
dc am padrão exacto da unidade fundamental de cada es
pecie de medidas ; 2 .’J de um systema de divisão para da u 
nidade fundamental derivar outras maiores, ou menor»**; este 
systema deve scr regular e fixo ; seria m uito coimncdo para 
os caiculos que seguisse sempre ás divisões decimaes, j;i que 
a nossa numeração ahstracla é decimal. (')

(8) Apreseylure.mos aqui o systema de pezos e medidas 
adoptado enlre nós.

*1 .° ^ a e « á l i s ;3.s* c : e  te i f t i |> o .

(9) Para a medição do tempo temos duas unidades princi- 
p ae s , o Dia, e o Anno; amhas derivadas dc phenomenos na - 
turaes fixos e constantes, a rotação da Terra sobre o seu 
eixo, e a revolução da mesma em torno do Sol. Estes phe- 
nomenos continnarüo a ser os mesmos , ao menos por uin 
extraordinário numero de seeulos, salvo se apparecer alguma 
grande e totalmente desconhecida alteração no svsten;a so
lar ; c em quanto a Astronomia lòr eu 1 th  ad i estas duss 
quantidades serão conhecidas com exactidão.

Ura Dia 6 o tempo decorrido desde que o centro do sul 
parle de uin meridiano ;itê que a cllc volte.

O anno solar é o tempo decorrido desde que o sol corres
ponde ã um poato dado e lixo noCco, até que depois do fa
zer um giro na eclyptioa volte ;i mesma corre^pondenna no 
Leo. ciiama-se anno tropico o tèmpo que o so! gasta d esde

( ) Exulc nma tendência nâtnral nas numerações concre
tas , a adoptaren) por ba?c dc divisão, o* num eras 7, ou 1Ç, 
por esta razão tulvcz fosse mais conveniente abandonar a nu* 
m eraçio á«ciihal, c id o p U r « seplimal.
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•ju# ju iU atè quo rolla ao ponto eqtiinoxial iIm Arie*. *
o anno civH, con\ esta diflerença que o anno civil prioc'Pl1 

 ̂■* de Janeiro , o que n3o corresponde com o tempo cin 
que o sol parte do ponto equinoxial.

Comparando o tiía com o a n n o , as observações mostr**^ 
K-r o anno de ÕG.% , 2122004 dias , ou dc pouco m enos dÇ
3(>.> -T- dia*. Considerando o anno como contendi» só 
dias, no Um dc algum tempo jà o sol u jo  pode rcpreseniar 
por sua posição as estaçftes; Julio C esar para regular 
m.us exactidão a medida do anuo , suppoz que a flia 1
raçao cra de 365 , 2.'» dias , ou de 5 0 5  4  dias » e
cou que de então cm d ian te  (45 nnnos antes de J- ^  
houvessem  3 am i0s de 30.'», e o quarto de 566, o q >ie , '] 
m nu a regra d o s nnnos bissextos , porque no fim de 4 ‘ '
nos os 0 ,2 5  ou —  de dia . de,presados cm  cada anno, f*' 
2em 1 dia inteiro. Mas ainda assim não se obteve oj»« 
correspondência exacta d is estações no fim dc algUB» * .. 
po; porque o augm ento d.  ̂ I dia em 4 annos 6 morto. I a 
« j u n o  não -  de -ti*, . 25 dias , mas de 305, 2 * S â^ * » de 
ditfcrtínç:, M-ndo de 0 , 0 0 7 7 :* » , esta  quantidade d|as;
• - S  annos iguaj j c fim dfi io a  aniios • *
irt J  iiiano de contar, o dia do eqa»°oX® „ste
^•trogradür co n tin u am en te , c no lim de 409 aBR ^  
•traso era de 3 d ias. Daqui >eio ,nie tendo « e^ ! ‘ DOr ' 
fticea .'>rl* i«Io o equinoxio da prim avera (ea iU p t^ 0 jo i

< e:n _i de Março , cst<* equinoxio depois dc P. «g®, 
1200 nonos rabio em II  de Marco. O papa Grego?» j0 
âGn. de c o r n a r  este erro sapprim io no anno dc «■*»- Vti. 
d u s  do mez dc O utubro m auJaudo que o dia 21 sc J* f c „
rn*,m,“0,  ' .t íJ lu e ,r,,z annular 10 d ia s ,  c pai» aioou 

i" . repcti-Ho dVsto atraso do equinoxio di 1 f;1j 
q i t  si < xpria tirar tres dias. em 4 srculo». °  ? ‘1L, , cada 
Hijipriiinudo os bissextos que cabem no princip10 „ito 
«ecolo , c Conservando o do quarto . F.xistc uni ».|U V, • d1' 
•;mp!es do conhecer sc um nnn.» é ou nâo b**®* jiv i' 
*.i iin...» o numero que represem:- <. a»no p< r 4 . íC ‘ e5t« 
>j.» n.ío deixa resto , o r.uno bis*-xto, se deiva n01’ Lj.. 
mostra q u a n ta  annos tem decorrido depois 
sexto. l \ . r  exem plo o anno 18.16 6 d iv b h e) por * d1'  
l e i t o ,  o anno de 1858 , não é tUtisiw l por 4 , ífl Oni<o* 
visto  um teclo Í , d e # ? . ’ ano*’ d í^osí °
b itip x lo .
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Quando o anno é secular não será bissexto ainda qu» 
seja divisivel por 4, senão quando o seu quociente por 100, 
é ainda divisivel for 4 , ou o que c o mesmo, se cortando ac 
duas cifras á direita , o numero restante é  divisivel por 4 . 
Assim os annos de 1600, 2000, 2400, 2800, tem sido ou 
serão bissextos, e 1G, 20 , 24, 2 3 , são numeros divisíveis por
4-, m as os annos 1700, 1800, 1900, 2100, 2200, 2300, 
2500, 2G00, 2700 nâo são bissextos, e 17, 18 , !9  , 21 , 
23, 25, 20 , 27, não são divisíveis por 4 .

Assim pois temos duas unidades fundamentaes para a m e
dição do tempo , o Dia, e por uma corresponòencia quas» 
exacta o Anno para periodos m aiores.

Para os usos da vida porém , foi preciso crear algumas 
unidades dc tempo , menores que o d ia , e outras in term e
diárias entre o Dia e o Anno , estas são inteiram ente conven- 
cionaes.

O Dia foi dividido em 24  partes iguaas chamadas Horas, 
estas em 60 M inutos, estes em 60 Segundos, e tc.

Quanto às divisões intermidiarias entre o Dia e o Anno , 
a Lua deo uma ideia desta divisão do anno, mas como não 
se pode fazer concordar o movimento da Lua com o da T er
ra , outras divisões arbitrarias foram adoptadas.

A semana ê um espaço de tempo igual à 7 d ias, quo cor
responde quase com os quartos de Lua, quanto à duração,

O mez é outra divisão arbitraria e tem duas significações;
1.° corresponde quase em duração com a revolução da Lua , 
e então consta de 28 d ia s , ou de 4  semsnas , e o anno tem
13 mezes e 1 d ia : 2 .° ,  é um espaço de tem po sem deter
minação lixa, uns mezes sendo de 30 diaí, outros de 31. e 
atè um de 28 , ou 2 9 , conforme o anno não á , ou ó bis
sexto; o anno neste caso é de 12 'mezes

Segundos Minutos
6 0 =  1 Horas

3 6 0 0 =  60 = : 1 Dias 
8 6 4 0 0 =  1 4 4 0 =  2 4 =  1 Semanas 

6 0 4 8 0 0 =  1 0 0 8 0 =  1 0 8 =  7 =  1 M « es
2 1 1 9 2 0 0 =  4 0 3 2 0 =  0 7 2 =  2 3 =  4 =  1

51;157600=52 5 9 0 0 = 8 7 6 8 = 3 6 5 4 =  o2- n  13= clauns 

M e d i d a s  « le  e x t e n s í í o .

10 Os corpos tem 3 dimensões, c por tanto pr«ciiamoi



de 3 medidos; 
e «

ELEMENTOS

i “ mr-!' * Y  ° ^ara co®Pr*,M®nlo* ; 2 /  para soperficie»;
V- r ra vo!.u1mes, ou capacidades.

m a s T e V t è ^ í í S « f e ,,e rh . A r p a r a  iodas esU>s medida»
l  *e.m 80 « « « d o  conveniente adoptar 3  ou 2 .

d e s e S S Í ^  é "ma Quantidade fixa, quep‘>  
as m ais. °  PHr'' 3 e i le n ^ \  e delia derivar wd«s

iguaes f ^ h a m S S  q u á f l r ^ tw ^  *ircu \nft*rcacia em  4  PaIgoSSk £■ -■- &  ,c  r^z s |
Segundos Slir.uíos 

ü 0 =  j - 
3 0 0 0 =  G 0 =  , r  

3 2 4 0 0 0 =  5 4 0 0 =  9 0 _  , n  , , 
129i(iOO=:2lGOO— O uadran tfsn . 3 t> 0 =  4 _ j  r ircuinferenc»a-

paraĈ a T Í ^ l 1S rC',,Iar I ^ ^ a m  ser tiradas as unidade*
em cada Paiz « ■ V 'S i '  ^ ^ n s a o ;  m u  assim n3o «conter*, 
rada do outra c,r p ' ^  Ü *>ta'*° í’or unidade uma extensão «* 
m últiplos arbitrafioT ’ qUC 5e ím em  depois múltiplos, e >u
r t»  e x t e n s õ e s  Â  „  : *,a r a  a  n ,c d :v ã n  d e  m a io r e s  o u  n u ’ "

do palmo 7 q à  m T r ' T *  dos P » * *  *i> -  U!lrl*riii-
do-.se â partes dnV  ^ g a d a  <*r. un .dadés qua re fe rn
P«r isso, 4 liual lo r n - ^ 0 3,3P° v-'o mui variavei* , e <1 
depois se trita il ‘ mrSÍ5. T*entidades corwencionaes, a*11 
lureia. U *****  à «IgTn pbenomeno fixo da n*

* •  - ^ e d l r t a ç  « ie  o ® £I1, . r i m e n í o .
P <»ntos j o —  . .. ,

! í r —  ' !»di3
i i s o l l  . g ^ P d f e g d »

•;..T fiO =4H O = j n ~  i  ; f- í
* 1 ~ * ^ = à u  ,— u n — » V ara.

Cm. milh, ,OT; Í 7 f - T , ',= ,1 -Cli=  2 -  '  »•«*•
_L'lí grão. ' ' ’ '■* Bra'-«. 1083 , j  Vir.K, c >’ 
c<»

1 M  legua tem £5«-; o -  „  .  ..
« é-iK„ a| , 1 . •''* 3 Varas, •> ...........

A U ,  £ra°' ou °  «rAo lêm 2 0  Icgna».

a !‘?jna do s« ^ a r iâ n tem l3 o o 2 >i ,í â ' ,a  « í , ,In ,a n le
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A le,?ua de 18 aograo tem 280o, 83 braças,ÍS610,66 varai, 
O passo ordinário tem 50 pollegadas.
O passo geometrico 60 pollegadas.

0, ?Iet!idas «5e superfície.

As areas ou superfícies s3o medidas por braça? , varas 
palmos, c pollegadas, quadradas.

1 Pollegada quadraria 
6 i  =  i Palmos quadrados

ltio  = 2 5  = 1  T aras quadradas
GiüO = 1 0 0  = V  = 1  Braça.

A geira tem Í0 0  braças quadradas, a tarefa 900 braças 
quadradas.

3 .  J a e í l t á a s  cie c a p a c l d n d o

1 ° Para. scccos
i . Selaraini
2 =  i Jíaquia
4 = 2 = 1  Oitava
8 = 4 = 2  =

52 =  10 = 8  =
128 = 6 4 = 3 2  = 1

1090 = 0 0 0 = 4 8 0  =
18 =  4 =  1 Fsnga

=  G 0 = l5 = lM o io

2." Para liquidos 
•1 Quartilho
i  = !  Canada

2Y = 6  = 1  Pote 
48 = 1 2  = 2 =  1 Almude.
Uma pipa tem 8 .553 aluiudes , 100 canadas , tambem ba 

pipas de 300 canadas,
Lm tonel tem 6  pipas, oO «hnudes; o tonel de carga é da 

52 ahnudes, serve para vinho e azeite.
Depois de termos indicado todas as medidas de extensão 

por uos empregadas . é preciso determinar o padrão d ’cstas 
medidas, para que seja Ííxo , é  preciso quo seja referido ü um 
phenomeno natural constante. A vara ò a unidade funda
mental , e para fixal-a de uni modo invariavel foi compa

rada com o melro, c achou-se qu# a vara é igual dem e-
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tros. O niclro » $5 ^ 5 5  do quadrante tc rre ilro , 40*00ÕÕÕÔ,T*

circum fcrencia da te rra  , logo a ta ra  « sê.WáToãò c' rculD* 
ferencia da terra .

A unidade fundam ental de capacidade para seceos, ó o_al- 
queire  que leni 171  i  pollegadas cúbicas; para molbado» •  a 
canada que tein 128 pollegadas cúbicas.

3 ,°  P ezo».

( H )  Depois da exteus5o a propriedade da m aioria qu« s* 
prseisa m edir com mais exactidão ó o pexo.

1 .  Pezos 
Grãos

2 4 =  1 Scropulo
7 2 =  5 =  1 O itava

37 G =  2 4 =  8 =  1 Onca
/» 6 0 8 =  1 9 2 =  6 4 =  8 =  1 Marco
9 2 1 0 =  38  i =  1 2 8 =  1 6 =  2 =  1 Libra

2 9  491 -2 =  12 2 8 8 = 1 0 9 6 = 5 12 ,= 0 4 = 5 Í== 1 Arroba.

A libra dc 10 onças lambem se chama arratel dando-so o 
nome de libra só á 12 onças—O quintal tem i  arrobas, 
128  libras—A tonellada 1 3 ,5 , arrol*as.— A tonellada c unsa 
denominação não só para pezo, como tambem para volume» 
A de pezo chamada de frete deve conter 72 , 51 palmos efl* 
bicos , os quaes cheios d’agua salgada pesam 1728 libras oU 
arrateis, ou 5 i  arrobas, e è  equivalente a um cubo de 4 ,1 1 
palmos do lado.

A tonellada de porte, 011 de arqueaçáo dos navios cquival® 
a um cylindro de G pés de altura e 3 de diâmetro na baW»
e produz um volume de 57, 726 pès cúbicos.— A meia to* 
ncilada eqüivale á um cylindro da mesma altura e dc 1|2 
pés de diâmetro da base. O seu volume 6 de 2 9 .4 5  pós cU* 
bicos.

A tonellada para scccos eqüivale á 71 alqueires dc trigo 
rrputando-se o pezo medio do alqueire de trigo [medida d« 
Lisboa] l i  1|3 libras , e occupa 0 espaço de 71, SI pai»»0* 
tubicos. A tonellada para liquidos a o mesmo que o ton«d > 
tom 52 nlmudeí,
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2 , Pezos de lío tica.
Grãos
2 i = l  Scropulo
7 2 =  5 = 1  Draclirna

5 7 6 =  2'* = 8  =  I Onça
0 9 1 2 = 2 8 8  = 9 0  = 1 2  = 1  fcilira.

3.° Pezos de diamantes.

V - =  jt ii la ie  
RfesT1 G* » == 1 Scropulo
7 2 =  18 = 3  » 1 Oitava.

3 7 0 =  141 ==2 i  » =  8  =  Onça.

4.° Pezo para toque de prata.

4  oitavas 1 gr/lo
0 0  = 2 i  =  1 dinheiro 

{ 1 5 5 = 2 8 8 =  = 1 2  = «  M arro.

‘>.° Pezo para toque de ouro.
8 oitav. = 1  grão

5 2  =  4  = 1  quilate 
70S = 9 0  = 2 Í  = 1  M arco.

O padrão para pezos è o marco que è igual ou 11

2íTm ’ ou approximadamente 11 ^  pollegadas eubicas de agua 
pura ao nivel do mar, marcando o therm om etro 28." cente- 
grados, e o  barometro 31 ^  pollega Ias inglezas.

4 .  TTffoíM lns.

(12) A moeda serve para medir o valor que è um a quali
dade tão varíavel que n3o pode ter um padrão fixo. A u n i
dade que se adopta geralm ente é um certo pezo, determ ina
do por convenção em cada paiz, de prata ou de ouro ; esta 
unidade toma um nome parlicular , e conforme uni svsU>ma 
de disisiío qualquer , formam-se outras unidades que são 
m ulttplos ou suiimuUfplos, fia unidade fundamental.

A nossa unidade monetaria é o real, que tem um  valor t?\n 
pequeno que ainda nas mais pequenas Iransacções nunca p re
cisamos descer a fracções , o que é uma grande vantagem; o 
svsteina monetário é decimal, que *■ o mais rom m odo dc to-
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dos. A quantia de mil réis forma utna oulra unidade maior, 
e a de conto de réis, um a ainda m aior. . ;

Alem d’estes tres fcrmns,, réis, mil réis, conto dc réi>, c 
pregamos mais alguns para representnrem certas soinaias 
réis.

100 ré is= u m  tostão 
320 rè is= u m a  pata ca 
'i00 ié is = u m  cruzado 
•180 ré is = u m  sello

(15) Para servir d*; comparação apresent imos o systema 
medidas decimaes, ou métricas.

Medidas do sjstoaia mctrico.

S. íScJilín dc íerupo.

Pelo sy stema decimal o Dia ê dividido e:n 10 horas, 
hora cm 100 minutos, cada m inuto nm 103 segundos O a  ̂
no tem 12 mezes d" 50 dias cada um, e os í> dias qo® 
tan» ajuntam -sc no liai do anno. O mez é dividido cm 3 
codas,

™. S l c í i i i l n s  c i r c u l a r e s .
• - cà'

A eircumferencia <lo circulo é dividida cm 100 S ^ * ’. 
da gráo cm 100 minutos . cada minuto cm 100 sego*1" 05-

3. íle íüdns de cí>my:*imcn<0 de si»Per® 
cic c de cajmcidade: dos pezos ,

c das íiioe<!'-Js.
A unidade para comprimento c o M iro ,  e^ta unidad^ ^  ^

10 miiiionesima parte do quadrant * te rre s tre , n:i o mc 
igual a circuinferencia da terra dividida em lOOOO»'^1’' jg 
partes iguaes , ou por ou tra, a terra tem dc circum frre.' j. 
•40000000, metros. Tod.is as mais medidas dc extensS0 
vam d esta , assim como tambem a> dc pelo. , jj»

As medidas de eoKnprimcnto s3o todas múltiplos ou 
múltiplos do m elro por 10. jO

A unidade de superfície é a Ara*, ou o quadrado «? joS 
metros de lado ; as mais medidas dc supi*rlicie s to  inul{li’ 
e submultiplos da ara por If». ‘ ^

A unidade dc capacidade é o l.ilro. para liquido*. e ''j/.jtt 
tancias scmidii]uidns. O l.itro í? iguil ar> culto cujos lad°s

2 5 0  BLEMESTOS



a decim a |»arlc <1<> m etro . IJf*i m etro cubico tem  1000 li
tros; as mais medidas de capacidade sáo m últiplos , c su b - 
m ulliplos do litro  por 10 .

A Stera 6 a unidade de capacidade para m adeira?, é 1511:1! 
a 11111 m etro cúbico.

A unidade de pezo ó o G ram m a que  è o.pezo de um  volu
me d’agua pura 110 m axim o de densidade (islo ô na tem pera
tura de 4 ." ,  4 4  do lherm om etro  centígrado) equivalente a

um cubo cujos lados são dc m etro ; como o litro  contém  
iOOO d'estes pequenos cubos , o pezo de cem litros d’agua é 
de 1000 gram m as.

A unidade m onclaria ê o franco , peça com posta de 9  par
tes de prata pura c 1 de cobre, cujo pezo ê du 5 gram m as—  
Todas estas unidades tom por padrão o m etro.

Para representar as qu.intidad s m enores que unidades 
principaes,em pregam -se sub-m uitiplos destas unidades por IO, 
isto é divide se a unid. de em 10 , 100 , 1000 etc. partes 
iguaes, que são designadas fazendo preceder o nom e da u h í -  
dade principal, das palavras deci, centi, milb ct<\ l)o  mesmo 
modo as quantidades m aiores que as un idades principaes sr.o 
representadas por m tíltiplos destas por 10, isto é por q u an ti
dades 10, 100, 1000 etc. veies m aiores que as uniuade^, 
que são designadas pelas palavras, deca, hee to , kilo, m yria , 
posta* antes dos nom es das unidades.

À  principal vantagem  de;te  systema consiste na sua p e r
feita analogia com o systema <le num erarão derinial adopl.i.lo 
para os num eros abslraetos.

Xão se usa das palavras decifranco otc. nein deraftanco 
e tc ., se diz decim e, cenli’:ie et<‘. e *0 fiancos, 1' 0  francos e tc .

Na praclica torna cada unidade parlirui ü , por r.nsdadc 
principal e assim se diz antes, 8 7  kílograminas e V8 con tesi-  
mos , do quo 2 myriagritmmas 7 kilogr.tnimas 4  h r.logram- 
m as c  8  deeagrarmi; •

Tem -se introdusido as denom inações de quinta! m étrico , e 
de tonellada m étrica, para exprim irem  os pszos de 1 0 0 , e 
de 1000 kilogramraas.

Q uando se lra c ta  dc supciiirics e <!c vomm.?s consideráveis 
para os quaes a b e c la r i (100 m elros q u a d r : Sos) r  a ster 1 s:n  
unidades p eq u en as, e icpreyan i-se  kilon.ctros ou  m vriam e- 
tros quadrados; deca::ielros lieotom etros.e kilom etros « ubico-.

Na avaliação das supcr&cies •• do» volumes é preciso não 
confundir um  decimo, um  «vntesiiuo* um m ilíesimo de m e 
tro  quadrado, ou cub ico , com  um  derim  Iro , u:n cen tím e
tro, uai uHÜimetro quadrado ou cubico.

B E  A tM TnM ETIG A . 2 .”)1
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(14) Depois de term os exposto os svstcmas dc pezos o m e
didas acima, é preciso m ostrar como podemos fazer as reduc- 
i;ões de quantidades dadas em uma especie de unidades a 
outras unidades maiores ou menores.

r j 5 ) P or meio da regra de reducção representamos a m es
ma quantidade em diíTerentes uuidades da mesma especie 
maiores ou menores; como por exemplo 4  dias em horas, ou 

>llegadas em varas etc.
ducções tem  dous objoctos: 1 .* redusir unida*

li menores; i* 2 .“ unidades menores á maiores.
1 Redusir uma quantidade dada em unidades de

uma certa especie, a unidades menores da mesma especie.
T ed ' s as unidades inferiores da mesma especie são sub- 

rtlultiplos da unidade principal : pn rta rlo  a reducção n’este 
« aso se faz por uma simples multiplicação. Seja proposto re
duzir "i dias á lioras; cada dia tendo 24 horas, segue-se quo
4 dias tem 4 X 2 4 = 9 6 .  horas. As tezes a quantidade que te
mos de reduzir é compiexa isto é, contem  unidades de dif- 
ferentes denominações e \a!ores da mesma especie, e então 
devemos em pregar a seguinte regra que s e n e  para todos os 
cases.

1 .° Multiplica se o numero da mais alta dcnoiríTnação por 
lautas unidades quantas unidades de denominação m enor são 
precisas para foi mar uma da ordem superior em questão.

2 .° A este produeto ajunta-se o num ero, se ha, de unida
des da ordem in ferio r, e multiplica-se esta somma por tan
tas uuidades quantas s3ft precisas da ordem menor immedia- 
ta para formar uma unidade da ordem precedente.

3." Procede-se do mesmo modo por todas as denoininnçoes 
até a menor de todas ; e o numero achado em ultim o lugar 
será o valor de todos os num eros de mais altas denominações 
reuuidos em um a sò somma , expressa cm unidades da me
nor denominação.

I o Exemplo. Quantas libras tem 60 , arrobas e 15 li
bras?

00
32

120
180
102(7

15
resposta 1935 libras.
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Quantos P«ip-Uüii | li!*r i l i  sbelliOirse
P e n « . A libra tem 2ü scbellin^^ o shclling 12 ptiKo

I l.
20
*6 sbellinu
14 >j
3 i >
12

T n
34
40H . Pence

6 1»
T n Penceresposta

d a t a  » ? “ **- « I * * - » ' *  «  t .’ « n‘uaiie> immrcs »h mesni.i esoeci?- 1
> mprcgsr ama opcráção inversa da do i . 0 c;i30.

são p r & í ?  i nU nrír° d a l° lK>r l^nlas n M s  qm**8* 
mero n i n  fò r-1“ " " ^  « *  q™  »  « d »  esprema o o«- 
conserva-se o ^ , ^ 3“  °  **“ <leaomi,)a«5ü

p r í i « I MJ Ídm í  °  (1? ° ric,,tu r ° r *"*«* unidades quanU» * *
Oo ordem “ *

u n f d ^ s 0^ 1? ^ ^ 0 mP"n0 moJo até a n>ais alta classe*!*
mo ™ W ’.,0 , ’. t S ?  “ “  °

' " &0'"ll!“- 1'ropojlo rcduiir «160 pcncc ;i libras- 

*•* 6109 ji2 »
16 n u

I

511 |20
m  2r» 

r»

Dividiu,,,. 6169 por 12 , c rt, poil „ , , ,  ^ 2 0 .
A am o. que <>100 penro. ú „  1 |n p i i  , , | J.
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A rtigo 2 .°

O l i c r a ç õ c s  í w l í h s i s e t i c í s s  c o m  n u m c r s o  
c6!3crei«@.

(17) Um num ero concreto, composto de unidades da m es
ma rspecie mas de tam anhos diíTerentes. chama-se complexo; 
c um  .lumero concreto é chamado inccm plexo quando não 
contém senão unidades da mesma especie e do mesmo tam a
nho; 3 br. ,  1. Ta 3 p31. 6 u;n num ero com plexo, 20 fcr um  nu- 
niero incomplexo.

Nas operações arithm eticas com num eros concretos , a 
cr.unciação da questão faz iogo conhecer a especie de un idades 
do resultado , e basta então determ inar o num ero destas. A 
natureza de cada regra impõem certas condições particula
res aos num eros.

1.° Na addição, como na subtracção, os num eros em prega
dos devem scr da mesma natureza, e o resultado tam bem  é 
da mesma natureza : esta regra é ev id en te , uão podemos a- 
ju n ta r  arrobas ã libras, ou  tirar varas de canadas etc .

2 .°  Na multipiicação o m ultiplicador é sem pre um  num ero 
abstrato , e o produeto è da mesma natureza que o m ulti
plicando ; pois o objecto d esta operação é repetir um a q u an 
tidade um  certo num ero de vezes.

5 .°  Na divisão tem os dous casos ; 1.° quando o divisor e
o dividendo são num eros c o n c re to s , o quociente é um n u 
m ero abstrato  , porque então representa as vezes que o d i
visor è contido no dividendo, 2.° quando o dividendo é  con
creto , c o divisor abstracto, o quociente é concreto, e da 
mesma natureza que o dividendo, porque então representa u 
ma das partes do dividendo , repartido em tantas quantas 
são as uuidades do divisor,

t t e E c i s E o  t i o s  n í s t i t e r o í í  c o n c r e t o s  i n -  
c o i u g s l e x o s .

<J3) Os cálculos com num aros coacrotos incomplexos ne
nhum a difiiculdade apresentam .

t.°  Na addição e na subtracção de num eros concretos in
complexos, as unidades são todas da mesma especie. Q uando 
est-as unidades são do tnesino tam anho, as unidades do resu l
tado são tam bem  as mesmas : para achar o num ero das un i
dades do resultado , devemos em pregar os num eres dados , 
fazendo ahslracÇão da espoeie das unidades; o que se faz se
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guindo as regrhs dadàs p a ra  a addiçiío , c su b lracção  de nu-
S r  í ?  n!JaK nr0t? S' P o r cx e ,n Pl0 » Pa™ ca lcu lar a som m a de 
a » ,  e 1_, devem os observar q u e  esta  som m a sendo for- 
mac.a <Ie um  num ero  de braças m arcado p o r 3 6 + 1 2 ,  basta 
ellec tuar a addição dos núm ero s ab strac to s  5 0 , e i 2 :  o que 
(Ja 4 8 . A som m a p o r ta n to  6 4 8  b raças .

, ^ T S .tl0 n ; f m0 Ino,1°  ‘l ue  a ifTeronça en tre  3G br. o 
! :  n ' t  . ,g ? al à u .m num ero  de b raças deno tado  p o r 3 0 — 12, 

u  por - 1 .  de m odo que  esta dilTerença é braças.
C u am  o os núm ero s são ua m esm a natu reza  m a l  

p ( einos leferil-o s ao p rim eiro  caso , rep resen í
\« im mtír0S ?  ™csma imi(lade Pela regra de re d u c P ^ T ü ). 

Assim para calcular a somma, ou a differença dos números, 3
l i h n V Í  « i S5 ol)scrvarcm os q u e  1 arro b a  valendo 52, 
K  r b- vfal- n 3  vezes 52  lib ras, ou  96  lib ras , e n *
I s n n n  i i A í í "  SCn3°  em Pr«gar os núm eros 9->, e í>, 

í  o V I.'1 ' 0 a ,lifferenÇa 8 7  lib ras .
, r " , m ultiplieaçao o  m ultip licador é essencialm ente abs- 

c o , e por tan to  as un idades do p rodue to  são seinpre as 
(P1C as do m ultip licando . O btem os o num ero  das 

nhsf^ir.6 - * °i ^ C*°’ e ^ ec lu ando a m ultiplicação , fazendo 
ovn V u> * 1 na^,,rcza «'as un idades do m ultip licando . Por
7 p 7 - ° ’ ° _ P ro,' uctp *íe 7 palm os por 3 , sendo form ado de
1 • i" /1 -4~7p, exprim e palm os ; e para ach ar o num ero  dc 
palm os d este produeto  , basta m ultip licar 7 por 3 ; o que dá 
- l ^ d e  m odo que  o produeto  de 7 palm os por 3 , ò 21 palm os.

o .°  Na divisão o dividendo sendo um  p rodueto , cu jos fac- 
to res sAo o divisor, e o quocien te ; quando o dividendo e o di
visor são da mesma natu reza  e com postos de un idades do m es
mo tam anho , o quocien te é um  num ero  abstracto  que ex 
prim e quantas vezes o divisor é contido no d iv idendo . P ara  
achar este quociente basta effertuar a divisão fazendo abs- 
traeçao da natureza das unidades do dividendo c do divisor.

e*em p|0 0 produeto  de 7 palm os por 5 sendo  21 pal
mos, < iM ilm do ‘í l  palm os por 7 palm os, o quocien te será o  n u 
mero abstracto  3 , que exprim e que  7 palm os são c o n t id o s  5
vezes em palm os, e e s te  qu o cien te  se obtem  d iv id in d o  21 
por i .

Q uando o dividendo g o divisor são com postos dc unida
des da m esm a natureza , mas de tam anhos dilTerentcs , po
dem os re le rir este caso ao prim eiro  , reduzindo p r im e i r o  os 
núm eros a mesma nnidade ( |( i)

P or exem plo , pana dividir \aras por 3  palm os, obsenfl- 
re m o sq u e  1 r-ara lendo 5 palmo», S varas valem  15 palm os,
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assim ternos de dividir 15 palmos por 3 palmos , o quo dá o 
quociente 7>.

Quando o dividendo é concreto , c o divisor abstraclo
o quociente é da mesma natureza que o dividendo , a divi
são servindo então para repartir o dividendo em tantas par
tes iguaes quantas unidades tem o divisor, e o quociente ex
primindo uma destas partes. Para achar o numoro de uni
dades do quociente basta cffectuar a divisão como se o d i
videndo fosse abstrecto. Por exemplo , o produeto de 7 pal
mos por 3, sendo 21 palmos, se dividirmos 21 palmos por 
3, o quociente será o numoro 7 palmos , que exprime que 
quando se reparto o dividendo 21 palmos cm 3 partes iguaes, 
cada uma d’estas partes ó igual ao quociente 7 palmos; para 
achar o numero 7 palmos do quociente , basta dividir 21 
por õ .

A regra de reducção, nos dá um meio de referir um nu
mero concreto complexo uma qualquer de suas unidades ,
0 que o transforma em numero incomplexo. Assim o calculo 
dos números complexos podo ser redusido ao dos números 
incoinplexos. Vamos porém indicar moios mais simples do 
cffectuar directamcntc os cálculos com números concretos 
complexos. Estes cálculos tornam-se precisos porque os sys- 
temas de pezos e medidas nao seguem a divisão decimal , 
adoptando-se as medidas decimaes 'francezas não ba d ifíkul- 
dade em fazer as 4 operações com números concretos, quo 
podem ser sempre considerados como incomplexos, d è osta 
a grande vantagem deste systema.

CALCULO nos NÚMEROS COXCHETOS COMPLEXOS.

(19). Addicção de complexos.
i .o  Escrevem-se os números de modo que os da mesma 

classe , isto ò, da mesma subdivisão da unidade principal , 
fiquem directamente por baixo uns dos outros em columnas 
verticaes.

2 .“ Sommam-se os números da classe de unidades meno
res , e escreve-sc a somma sc não chega a formar uma ou 
mais unidades da classe superior, se contém algumas , ex- 
trabein-se, e reservam-se , escrevendo por baixo da primeira 
columna á direita somente o excesso da somma sobre as u* 
nidades da classe superior.

5." Sommam-se as unidades reservadas da primeira colum- 
t ia , com as da classe respectiva da columna seguinte , trata- 
se do mesmo modo a somma , e px'ocede-sa assim cem ca-

5 í
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da columna até chcgnr á da classe su p erio r, cujo numero se 
escreve por inteiro.

Exemplo. Seja propesto sommar as seguintes quanlida^5'

1-4 Arrobas G Libras 10 Onças
Ü »  • 5, » 3 ,*
|5»  * » 7, »
l b  i x 0 , o 9 ,
r±  » 20

o í S , ' T ,0St o S gI 30S 6 acbafnt*  que sáo 77, c C0.» o .« J  
r __o1? 05’ cscrevemos na columna dos £r‘
mama ' 7 ' “ ’ ° V ™ 105 P3™ 8 das oiiaxtM  1 5 S" J 5 
da dw  3 ? ,urana dns w ^vas cora I , que Ié^ 0£í"í&iste ,**; ? —8 Vf r*
re«1n 7 - . - r  - ’ ’ l‘?nios por quociente
H a r a  L S eQ,0S 7 ’ n!* columi"  ««as oitavas , o U»v«g 
ajuntando-lhe f *

S  port‘y
na columna d l  onças e U ’ escr,,vcml°1s e « ,* '
cramos a colunna \ la -  r  am?s 1 l,ara 3 das hb ras. ,c 
das oncai n «» ,<hras « J ^ n d o - lb e  1 , p">ff0,! L  

1* i Gnalmente " 5°  ChCáa °
somma por inteiro. arrobas , e cscrevcm°*

gO ). Subtracção de conip|exos. *

M porio tdo  q m í e  | f ' la di|r0lUl “  *•** w

s t e f  S  t t  « a # ?
«idades da clasw ,(V at#,nente superior docoffll'0’  fo!*1 
» * 5 1 *  ^  n " m ' r '> *  *  I r .U  . « < * *  |

•  n“ - í e r o r r o  for * * £

í*'1» 0 « 5 o  taou ?  2 “’ ' ' ^ 1  M Í“‘ |Ju™j- ** taSisarysr 1



S.® Os diversos restos assim achados formam a differença 
total das duas quantidades.

Exemplo 1 .c Seja proposto íirar de 79 libras, 17 schellings 8 e
pence , a quantia d e55 libras , 12 sliellings c 4 l>encc - 

L s (1 
79 » 17 » 8 , 4  

3o » 12 » 4  ■—

44e» 5S » 4d ~
3 1 2 ~ i

De j  tiramos j , o u  j  , e escrevemos -  • do 8 d tira

mos 4d. e ficam Ad, que escrevemos ; de 17» tiramos i 2 5, e 
ficam o*, que escrevemos, finalmente de 791 tiramos 35l, c fi
cara A i \  que escrevemos.

’ . 3
Eiem plo 2.° Seja propotto tirar 711, 12*. 5 -ç de

1031, õ*. 2-H 
2

105 » 5 » 2  i  |2
71 » 12 » 5 j- 

3! » 10 » 8  |

N8o podemos tirar dc —  , ,

• , 1 2 . ajuntamos a ^ o a j  . o yalor de 1 penny redusido a quar
/» o

tos, e temos enlüo j -  +- -y ” "*" Tirando de y  , y  fi-
3

cam de resto *-j , que escrevemos.
Então temos 1d, do qual devemos tirar od, o q u en S o  po

de se fazer , ajuntamos a l d, i 2 d valòr de um sh:!iing em 
pence,e temos l õ d—o<i = 8 d.que escrevemos. Passando à casa 
dos schillings, temos 2* —l 2 ‘, o que nâo pode ser , ajunta- 
«o»S ^  ’ Ta'or d’cma libra em shillings e temos

= 1 0 ' que escrevemos ; finalmenlo 5 021— “ 11=x 
d l1, que escrevemos.

Exemplo 3.° Seja proposlo fazor a seguinte subtracção.

DE 'AM TnM ET-ICA. 2 3 9
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arro. l:b* oncas oil. «ràoi 
3 0  , 20 .» 0  '» 3  » 1(>
21 » 3 0  » 9 » 7 » 50
8 » 21 » G » 3  » 38

Temos —5 0 .ra ju n la n d o  aos l(»,?r 7üt?r. valor de unia 
oitava cm g rã o s , lemos 8 8 sr—  S 0 ír= 5 8 s  que escrevemos '• 
^ ~ ,l» n:*° pode ser, e nAo havendo na casa «Ias Onças nu* 
m ero do qual se possa tom ar uma unidade, devemos toma*'2 
d«i caso das libras, a qual vale 10 onças, destas deixarcn^5
l o  no lugar das onças . e converteremos uma em 
ta v a s , c ajunlando ás 2 oit, entáo tem os 10 oit—7Ht= f5 “' 
que escrevemos: na casa das onças temos agora só 15 0(°* 
çp3, c então 150i' —9 0,1C= G °UC que escrcvemos; na casa UllS 
libras só tem os 19*, das quaes não podendo tira r 50 , aju*1 
taruos ás 191, 32* valor do uma arroba em lib ras , e tem05 
5 ! 1— .‘JC1— _1* c;:ie escrevem os; 2ò*rr— 21a= 8 ar’~ quC cS'  
cn-vemos.

(21), M ultiplicação de complexos.
1.® Escreve-se o m ultiplicador por baixo do m ultiplicando: 

2 .°, multiplica-se o num ero da classe m enor do multiplica*1' 
do pelo m ultip licador; e procura-se quantas unidades oc 
classe superior tem este produeto , escreve-se o resto ; 3«* 
proccde-se do mesmo modo com o numero segu in te , e a»)
produeto a ju n tam sea s  unidades reservadas da multiplicação 
precedente , e procura-se quantas utiidades da classe supe
rior tem : 4 .°  procede-se assim até chegar ás unidades da 
mais alta classe.

Exemplo 1 .° Em quanto importam 811 de chá ao preço
de 8 j 4  cada libra?

B‘ » 8»
_________8_______

S'1 » 5* » 8

Temos de m ultipiicar o preço por 8: 8 X  4 " = i ,  c 8 x 8 =
C4; 6 4 + 4 = 6 8 ,  como 12 pence valem 1 schilling devem os 
dividir GS-i por 1 2 , e temos no quocieule 5 ,  e o resto 8 ,  
escrevemos 8 na casa dos pence e levamos 5 para a dos 
Mihiliings; 8 x 5 = 4 0 ,  e ajunlando a 40 ’, os o* reservados da 
rasa dos ptnce temos 45», e como 205 valem 1 libra , divi
dimos 45 por 20 , c temos no quociente 2 , c o resto 5 , 
escrevemos õ na casa dos schillings, e 2 na casa das libras.
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Quando o multiplicador excede 1 2 , e é um numero
composto, isto é, o produeto dc dous ou mais factores de um 
algarismo, podemos simplificar o calculo multiplicando suc- 
cessivamente o multiplicando por cada um de seus factores 
em vez de multiplical-o pelo numero inteiro.

Exemplo 2.° 16 hundred. weights de queijo á i  libras 18 
sebillings, e 8 pence cada um, em quanto importam?

41 18‘ 8d

ií)‘ » 14* 8 d 
4

781» i8 l 8-1
Multiplicamos por 4 , e depois o produclo por i ,  porquo 

1 6 = 4 x 4 .
Quando o multiplicador nüo é um numero composto, lo- 

ma-se aquelle que mais se aproxima delle cm valor, c que ê 
composto , c multiplica-se o multiplicando pelos seus facto
res, c depois ajuncta-sc, ou tira-sè, tantas vezes o m ultipli
cando quantas unidades tem o numero que se tomou para 
multiplicador de mais, ou de menos, que o verdadeiro m ul
tiplicador.

Exemplo 3.° Em quanto importam 17 jardas de uma fa
zenda que custa 7S i d4 -cad a  jarda?

7* , 8 d4

11 » 10* » IO 1 
4 ~

7 » 8 V  
6' » 3 ' » 4 d 

6l 1 l s » o 4 -

multiplicamos por t ,e  depois o produeto por 4 , porque 16 =  
4 x 4 ,  e ajuntamos a este produeto o valor do multiplicando, 
porque o verdadeiro multiplicador é 1 7 = 1 6 - f ! .

(S á) Divisão dc complexos. Temos aqui dous objectos; 1.® 
dividir um numero complexo em um certo numero de par
tes; 2.° determinar quantas Tezes um numero complexo è 
contido n’outro da mesma especie.

I.* Dividir um numero complexo por um abstracle.



<!cndo t^ n r \ í' i Se 0(,,TÍSO.r á w q à c n la  ou a direita «lo di*!* 
do divide™} i ^ . r Urn nsco: 2 ° Pr <'>cipiando pela esquerda 
dades nolo HJ í v",c ' sc 0 numero dc mais alia classc deun»' 
resto devp t l Z i  « I s e n t e :  5.» se fica algo™
do à este rp- tr » UM-i° '? an,",la4l** da cia «se inferior reunin* 
e divide sr. c<t» £  11 cs mesma classe do dividendo ,
4.° procede si> j ,n,‘u  P*1 0 divisor c escreve-sc o qoocicnt<j- 
c la s s e T e n o i mCS,n°  n,odo «lé as unidades cia

« » *  45 arm!,>i' ,G  “ " * •*  
ífia, l d  8®n, (Joii.) 20

J  2 ’. l d ,  6 , *  « g

2 0 2  rf
KLEMENT»'*?

192
16

208
8 

IÍ5
128
8

130
10
8

128
6

131
14

Dividimos 4í>* por 20 , e aebamos por quociente 2  que es
crevemos, c o resto 6 . \  multiplicamos este rosto por ü í  (va* 
or- de 1 arroba em libras ) e ajunclainos no produeto as 1‘- 
V ? ,.  ? " IT,dendo, temos então 208 pera 2.° dividendo, este 

dividido por 20 dà por quociente 10. e fica o rc^to S'. es
crevemos 10V e multiplicamos o resto 8' por JC (volor da 
libra cm onças) e ajunctamos ã este produclo a< onças do 
dividendo, c temos 136 para 3 .9 dividendo , este dividido 
por 20 dá 6  no quociente , e ficam da resto 16 «w , niul- 
nplicamos este reslo por 8  (valor dc uma onça em oitaTas) 

as oitavas do dividendo , e temos 1 3 i  per*



4 .® dividendo, dividimos este por 20 c temos no quocienta
C, e fica o reslo 1

2o. Se o dividendo e ura numero complexo assim como o di
visor; reduz-se ambos á unidades da mais ir. li ma classe e di
vide-se então um peto oulro, o quocienle c um num ero 
abstracto que mostra quanlas vezes o divisor è contido no 
dividendo

Exemplo 2.® Ein 6'» b” c., 1 ^ . ,  õ * 3*®.. quan- 
^  vezes sâo contidas 2  •>, 1 3 í ° '. ,  2  p*1.?

Devemos redusir eslus quantidides á poilcgadas.
O dividendo tem:

6 5 b= 6 5 x 8 0  = ‘ 3200 polie^.
i ’=  i x i O  = '  44) pullc-.
3 r,1=  3 x 8  =  2 i  polleg.
5-"“’=  —  3  polleg.

5-2-39

I*E AniTHVCT!«\. 2 6 3

O divisor tem:
26 & = 2 x 8 9  =  100 poiley. 

i T— 1 x-10 = 4 0  »
5p*=  3X  8 =  21 »
Pr»— =  2 »

2 i ü ”

•2*',------°  Í3G
Quando o divisor c um numero composto pode-se a- 

breiriar a divis5o , dividiDdo successi vãmente peios seusfac- 
tores.

Como custa cada bõndredveigbts , so 16 importam cm 
30>. 18»,

30= 18* 8=> 1 4 
7, 14, 8d \ 4
i< » 1 8 ‘ »8*

Dividimos por 4, c depois o quociente aiuda por 4, por
que 1 G = 4 x 4. _

Quando o divisor não é um numero composlo , não po
demos fazer a divisão senSo empregando o divisor inleiro.

(2 3 ) . \  multiplicação c a d ivido de u:n numero c o m p le 
xo por uma fracção , reduz-se ao que precede , pois então 
nada mais temos a fazer do que multiplicar e dividir succes- 
si vãmente por numeros inteiros.

Seja proposto aebar o produeto de 4arT. , 8libr. por
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S u c t o ” *? -Pr‘meir0 4*r* 8 '- P°r *' 8 dividimos depois o

4* »» 8» 
4

n * o ( s

2*
32

( 3 \  121, i -

64»
14
4

, J Cj\ r r t0 dhÍ<^ ’ i>r’ 81> P°r T  ’ ronltiplicamos p *  
(541! M nitaJ'0.^ 0 ’ ° d,v>dimos depois o paoducto por 2.

çso c L m ,  T A r e s u m ° d o sca |^  * » » * frac;
um abstracto' pnt~ * m mim°ro concreto dividido pJ
a decfmaes o» n d PreciSAmos dc redusir esta fracção , o 
aaectm aes, ou a numeros do classes inferiores.

xemplo l.o  Seja proposto redusir ~  de braças a unia

S a e 5CT t í m o )Í' ÍdÍní,° f 5 P°r 4 * redusimos a fracção a
p e ,emos por resultado õbr 7 » 

a nu^neros r(fnrr t * * 0  rCdusÍr a dc l,r3f3
‘  polo meibodo (2° Apnpc"n í)'S ’ P*ra ^  ÍÍTÍ(U” ”  15 P°r 

/ ‘15
5
o 5 -,b 1 ,’* 2,*"I 4

6 . varas
2 
5

19 palmos
2
8

16 pollegadas
00

Assim pois L5 b= 3  b. { v  2> w  § pol 

A ConTcr*5o do u n n  fração decim il do numero» concreto»»
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cm numeros complexcs do clusses inferiores, é ntna operação 
mui jim ples: Seja proposto reduzir ^ t o e s a s  a num er is t, iu-
plexos. Podemos effecluar a divisão dc 375"»por lt)0 , mas (■ 
mcihorpAr fracção na forma decimal 5 , 1 7'J . e enlao 
converter <>,* 7 o , em pés multiplicando por 6, e temos 4, ' ã .  
para exprim ir 0, p õ eoi poWegadas m trttip lio tr.os por 12. 
<■- .lentos (j pollegadas, de modo que a fraceáo propoUa e i-ual 
>1 õ .  t 1 , p 6  H .  ■ ^

''2*>) Para converter um  num ero complexo qualquer r-ü. 
fracção dc uma qualquer- dc r-u..s unidades, re*lusnios toáí.s 
a» partes a esta unidade, e f.iz^nos a somma. Seja prppivto 
achar a fracçAo do toesas que representa a quantidade . " l i r

M . ü m p â é  igual à -  de toesa. 1 p o í!e g a d a = ^  de toe-

sa< logo V pés, 0 poUagadas=4- T + 1 T = 1  T + J  T= i T
; b go  ‘i = ^ T . Podemos chegar ao

^íeste.o resulta'.'o rediismdo 6 ? , á p o ili^ iJa s  , enüv)
-  _  i T 270 T  15 T

temos 2 7 0 ^ = 2 7 0  x k  = h — = r
-  iiPara representar o rr.c-mo numero .> loesas, 4 pes.Q poílega-

cm fracções do pé, procedemos do modo seguinte: 3 toc- 
$as=s{g pé*. « 0  pollegadas valem ^  de pés, portanto 5  toe-

S°s , 4 pés , 6  pollcga:as=*18 p é s + f  pés-j-i-p = 2 2 -

p e s ^ i?  pés. Podemos tam bem  redusir o num ero a pollegadas 
2 | , 

e então temo? 2 70  pollegadas, e como 1 p o lle g a d a s - ,  pe,
2”0 ■ 45 . »

Sr>gue-se que 270  pollegadas são iguaes a “j Pos-
(26) Pelo mesmo modo podemos eonvrrter um numero 

complexo em fracções decimaes de uma qualquer dc suas 
'midades. Seja proposto o numero 5  loesas, V pés, 6 pollcga- 
das, pnra ser redusido a uni3 fracção decimal da toesa, p< “» 
'alem  (pT , e 6 pollegadas , logo V pés, 6 po llegadas=

_l____u .L T _____ _____ ü 1 = 3 0 *9 .” . Portanlo “  toe-
R • 72 3 ! 12 13 i
sas, \  pes, (> p o l .= õ l , 7o. . t

O  mesmo numero pode ser redusido a fracções i.edinae^ 
do pé do modo seguir.le—5 toesas , i  p .= ‘22 pés , 6 poli —

— -  r " = 0 ,í\'í logo, o  toom í, .{.p ., ü p o l .= 2 2 >  5.
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(27) Os processos expostos, 110 artigo antecedente , e »oS 
elem entos de aritb inclica que  precedem  este appendice, no> 
dâo todos os meios precisos para a soluçSo dos prob lem as s ~ 
rithm eticos. E stes problemas podem  ser resolvidos por dou> 
m ctbodos, pelo 0 da unidade, que mio exige seirâo o conhe
cim ento  das quatro  operações num éricas fundam entaes, c P*' 
lo 0 da regra de tres, fundada sobre a theoria da>- prop<>r'  
ções.

1.* KEORA 1»E TRES MUl‘LES.

(2B ,. Por esta regra podem os sem pre achar a 4.* prop0̂ ' 
cional u tres núm eros dados; não é  senáo um a applicação í1a 
theoria  das proporções : cham a-se tam bem  regm  de o»r° 
p o r causa da sua grande u tilidade . A solução dc todo pr0'  
blema num érico reduz-se á determ inação de um  nunicr0> e 
pura ob ter este é preciso conhecer as relações do num er 
procurado com outros conhecidos. O  essencial para cheg3 
a solução de um  problem a num érico  q u a lquer £ e«tab*lec? 
exactam ente estas relações entre as incógnitas e as quan * 
dades dadas. . ..

2 9 ) . As razões entre quantidades são directas , 011 ir,í 1 
rectas. Uma quantidade està em razão directa com unia 01  ̂
t r a , quando a relação que  existe en tre  ellas 6 t a l , q l,c l" n' 
não  pode augm entar, 011 d im inu ir, sem que a ou tra  tambe 
augm ente, ou d im inua. Q uando pelo contrario  a relação en
tre  duas quantidades é ta l, que  um a nfto pode augm entar, ^  
d im in u ir , sem que a ou tra  d im inua , ou  augm eO tc, cs 3 
em razão indirecta. ..

A regra  de tres ê geralm ente dividida cm duas , um a ' 
recta ou tra  indirecta ; mas a mesma regra pode se rv ir  
todos os casos.

(30). Para resolver a questão que forma o objecto  d a rC 
gra de tres devemos segu ir o seguinte m ethodo. a

I.°  C onsiderar qual dos tre s  term os dados ó da 
especie que o procurado , 0 c scrcvelo  no ultim o l*1#* 
a lim dc ser o antecedente da segunda razão, sendo o 
seqacute a incógnita representada por X . 2 .°  Depoi» '  
pela natureza da questão  se a incógnita que procurom os 3fl1 
daverà ser m aior, ou incnor, que o num ero  dado da mC“**'



especie, e «pic se põz cm ullitno lugar como seu anlrr* den
te: se deve ser m aior, colloca-se o m aior dos outros dou* 
numeros no meio, c o m enor cm prim eiro lugar , form ando 
assim a primeira razão da proporção: se deve ser m enor, col- 
loca-se o menor dos dous term os daJo> no meio, e o m aior 
»o prim eiro lugar: 5 .° Tendo assim escripto a proporção re -  
duz-sc os dous prim eiros term os á uuidades do mesmo ta 
manho , e o terceiro term o á unidades da m enor classe que 
contém. 4 .° M ultiplica-se o 2.* term o pelo 3 . ° ,  c divide-

o produclo pelo I .* le rm o , o quociente será o num e
ro procurado expresso em unidades da mesma e>pecic, e ta
canho  que as do 3 .” term o.

1.® Exemplo. Sabendo que 1 5 varas de uma fazenda cus
p ia  IVfoOO rs. em  quanto devem im portar varas da
,llf*sma fazenda pelo mesmo preço. ^ n

A resposta deve ser em dinheiro , por tanto  14^000 rs. 
deve ficar no 3 .° lugar, servindo de antecedente á 2 .* razão.
S e i  5 varas valem 1 4 /0 0 0  rs ., i "  devem valer m a is ,
l°S° a incognila X, è maior que o num ero dado 14#00<> rs.,
* Por tanlo a primeira razão deve levar no segundo lugar o 
,naior dos dou» numeros dados de varas, assim.

15 : 17 4  -: l 4i ° ° °  rs’: X

Revemos redusir os dous primeiros termos à im*ma uni
dade , islo ss faz multiplicaudo por 2, c temos então

50: 35 :: IlOOO : \

por tanto—
\ J * 1A —  30

A multiplicação de um numero concreto por um numero 
concreto é um absurdo , não podemos m ultiplicar 35 meias 
varas por 24^000 R ., devemos entender e>ta expressão co- 
lio  um modo abreviado dc dizer, que, se 15 varas estão para
17 — \aras, na mesma proporção em que estão li/Q O O  R
para 161533 , então coino o 4 .° lermo de uma proporção 
contém tantas unidades, quantas contém o 3.° termo m ulti- 
plicade pelo 2 ." , c di\idido pelo |.° ,  podemos achar o 4 .° 
termo da proporção acima considerando as outras quantida
des como numeros nbstractos representando o quociente dc 
cada uma dividida pela sua unidade especial.
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Quando m* diz que um  num ero concreto ê miritipfa
jx>r uni nu lro  num ero concreto, 0.1 quo uni numero de u ~^
<->perÍ4», ê m ultiplicado, ou dividido, |->r r.utro Dlinu’n>
tra  espocie, ò evidimle que sendo es t-s numeros
n«os isíVo se tn i i j  fcMjfln da- rcU^Aes que estas quauls ^
tem fnni suss unidades respectiva;. Nflo tão  est»*
«les que se multiplicam, 011 se dividem , nui» sir», _os. nU!" , ;a>
aljátrac tos que formam o qaorien te  d’e<tas d iiid id lS 1' ‘
«uns unidades respcctnas. ( .

[‘Auiiqdo 2 ." Uma fonte despeia unií. rnirroent*
j, 1 f 11U5

deagua ein 2 horas; quanto  tempo levaria p a r a  encli
\aso  de 22 .‘i litros?— A resposta que procuraro**  ® t!:* ^

po logo horas ê o autccedr-ote da a b u n d a  ral^ inIt;
tempo procurado X, è aieuor que o  dado , porqm’ ^  i r  
deve le tn r monos tempo para despejar ± 2.» litrus, do * '" .^ 3  
\a  para despejar 11MJ litios de a.íua : par t:.nto n • Pr‘un!*>s 
razão 0 m enor num ero deve oecupar r» 2 .8 lu s ’ r » e 
a seguinte propor»,-So para reíolver o  proidcin#*

-iOíl: 225 : * 2  y  : X  ,
. . 4 . cflÕ0

devemos redtiMr o tem po A quatlos d< hora, c '

2 0 8  EI.EMEKT05

400: 225 : ~  : X

X = 235/11= -175í í t t ,  . v P7õ hor‘l?; ^
1600 1900 r í  r fa 1 ̂ 4X*00 ___,

demos redu«ir horas, á minutos, c se ju n d o sf 0 *lul „»
.-'-6d

multiplicando o.» por 00 . e dividindó por t>V; •— j-í-' . 

;í-  m inutos, 0 depois multiplicando 5:2 por GO, e di'* 

por <34 temos — - ~ = J . S  -  — »H I  segundos. Logo 0 tcB
C; 01 1

procurado é  de i »>« õ2 ™., 4K^ Z-
Podiam os logo te r redusido a fraríSo de hora? * - 

dps, multiplicando p -p o r  3600 , 5aguados que tem 3

entso  — 3~ = = t %8 í?  , e dividindo 1068 p£* 6 0 »

32" S  4 8 ’. ^  /jlJ5 of"
tne

, * dias se DOderif» ”
trabalho com 32 obreiros?

_ • *r/J .

Exemplo 5 .°  Vinte obreiros concluir m cm *** md f i°  
re rto  trab a lh o . cm quantos dias se poderia fa*0*
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\  rrjrto en tre o num ero de obreiro» e o tem po «• im e rs a ,
quanlus m a»  obreiros forem  e m p r e g o s  m enos tem po  u- 
rw U  no mesmo trabalho . O q u e  querem o s a -h a r  è  o te m p y . 
por lanto a segunda razJo o : X , « com o o n u m ero  do 
dias procurado é m onor q u e  o dado, por esla r cm  r u a o  in 
versa dos o b re iro s , na p rim a ra  m A o  o m enor num ero  d c  
ve iicar em  segundo lujíar

32: 90 ::3O : X
X =  20X30 =  000=  ! 8 . p = l S  j-dia».

’ * 4
O tempo em pregado pqjps «í-1 obr.riros ie rà  lt i  —• « X  

Ü i = ? .x f » = i 8  horas, assim jmjís a resposU « dias. e i 8
4

horas.
Exemplo 4 .° Q uatro  obreiros íarem  lira jas  dc trab a lh o ; 

quantas farlo  9  obreiros? .
9  obreiros de «fia fur-pr mais tralvdho do que i ,  a 

r '«posU» que procuram os o q aa  é um  certo  n-.imero de b ra 
ças X, ê m aior que o numerr» de braças dado , e por tanto  
tcaios á proporção.

h ;9 : : 2 » :  X 
X = 2 0 X 9 = = 4 5  

í
Exemplo 5 .» T res obreiras f i z e r a m  u m  trabalho  em  15 

fcoras, quaulo tempo em pregarão o obreiros p ,
«nesmo trabalho? .

Tres obreiros em pregam  mais tempo para U iT  o mesmo 
^abalho que j ,  logo o tem po procurado X , e  m enor que  l o  
horas, por tr;nto h j prim eira ra ião  o -2’ term o d '«-• —1 °  
l«or, c temos

5 : 5 X
\  — l ã  x  3 = 9  horas

mo-

O
Podemos resolver todas r.- questões «-a regra de tres sem 

lecorrer as proporções redusindo á unidade uni dos dou» te r
mos do prim eiro periodo da onunciítçõo do problem a, o quo 
se faz multiplicando os dous termos deste periodo quando es- 
lí.o em  razão directa um pelo outro  , e dividindo um  pc.o 
outro quando estão em rszao inversa- . .

1 .o Caso. llcg ra  directa. DiviUc-se os termos do pruueiro  
periodo um pelo ou tro , e substitue-se e-te  ultsmo por 1. No
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exemplo , i  obreiros fazem 20  braças de trabalho, qO»"' 
tos farao 0 ?

Com monos obreiros, m enos trabalho se faz: dividircu*0* 
por 4 porque i  obreiros fazendo 2 0  braças, 1 obreiro »* 

•» quarta parlw, i»to é  - ^ >* e n ote  obreiros fazem e \id c ,,*c
nrenlc 9 vezes mais trabalho que 1, logo o  trabalhos doS »
obreiros scrlx v o __, ̂ 4 — •i x u = 4 o . braras.

Kcgra inversa. M ultiplica-se um pelo ootr° °s 
dou» termos do pnm eiro periodo/ No 5o exem plo 3 obre 

s fizeram um trabalho em 15 hora>, cm  quantas 5 obrei 
ros fazem o mesmo trabalho? 15 b o m  foram suficiente* p « J
o  Ol.rcros fazerem um certo trabalho, com o, quanto
m nTrn? u e m Prer ™ <  '«*»* horas se pastam para fazer «'"«T  
. . .  ‘ ,m i,«'phcaremos 3  por 3 5 . Pois que tres ot>ri‘;
ío  em n íregara q 15 ,,,,r',S a fazer u,n cert" trabalho, I obJ? 
jc empregana 3 iczes  mais tempo par, fazer o m esn* V>
balho, isto é lo»-x3; os 5 obreiros devem empregar 5 te*** 
menos tem po que um obreiro, logo 15X3 = 3 x 3 = = *  b° rílS

ierii|ten^K> pelos .•» obreiros. Em  todos os c*5?* f,
™ T e se deve r°duzir d unidade no prim eiro p ^ n o j* 

|!>uu»geneo, ou de mesma espocic, que  o terino 
no segundo periodo.

obreiros podem arabar um trabí*^0 _JLo 
ir^l i | S’ obreiros são precisos para fazer o inC\  c.
tralialho em o  d ,as. Ouanto mais obreiros se emprega® 
nos tem po se gasta no mesmo trabalho, logo 15 de»c *  
multiplicado por 10 .

2 “0.?a  h° ras s3°  Precisas para 10 obreiros fazerem
u m ? lín r  i ’ P2ra q0e <K' C ,,:c' ni°  trabalho seja feit® \  uma hora.devem os emprega, 12 ,ezcs mais t r a t a d o r * ;
trabalho Óm .n ,Umcro dc obreiros que podem f  izer o 
zes m ê L  ! Pa; |,8ra fazel*° • õ  horas bastam *r

■ n o s T í T x t o ^ T f e  g°  °  nUmer°  d°  übrdr° S qUC Pr°
-  n~ ~ 3  ~ 3 ~ ~

d e í r l l  N°  C? m,nerci°  em prega-se um a abreviação da
1 ‘ ^ lIC w ul1* Para arbar tom  facilidade o prof"_

qualquer quantidade de mercadoria quando se o b c  o PrCfV
0 um dos artigos. _

Esta abreviação sc faz quan.io o f  tr ,m o  dc um* P0* ^

tfp lita râo” d<?' °  ‘1U° rCdUZ °  ca,cuI°  a um a



Exemplo 1 .* O jfftro de uma toesa dc unia fusenda qual
quer sendo 12'»>2*' Õ>1 qual ê o preço dc l2 to e sa s ,5  pé»,
8 pollegadas da mesma fazenda? A proporção aqui é eviden
temente

1 l. :I2  1. 3 pè 8 p. :: 12 l. 2  s. 3 d.
*“ como o primeiro termo v a unidade

X = ( I 2  1. 3 p. 8 p . ) X ( i2  1. 2  s. 3 a. 1 )
islo é temos de multiplicar um numero concreto por outro, 
f,u pelo numero de unidades o parles de unidades represen- 
ladd* por um numero coftcrelo considerado como abstracto

12 1. 2 s . 3  a. ^
12 t. 5 p. 8  po.

i*f. íM T U M n ic i .  2 7 1

l'»5 1. 7 «. 2 d. — = p rc ç o  d t  !2 toe«as

10 » 1 >j 10 » ^?=preço de 3 p^s

1 « G > II > 1  =  preço de 8 policiadas.

I5G I. 15 » U  » ^ = P rcÇ° <1° * 2 t .  '• P*5 & P*
Para achar o preço dc 12 toesas multiplicamos o preço 

de uma toesa por 12.
Para achar o preço dc 5 ’pès, devemos observar que 1

p£í*g-de toesa, e que portanto 5 pè5= g -d a  toesa, por tan

to o preço de o pés, è igual jr- do preço de 1 toesa, isto é,
de 2» 3a z.

11 8 
Para achar o preço de 8  pollegadas , devemos tomar *\2

do preço da toesa , porque 1 pollegada = -vt2 tocsa- ^ s- 
ta abreviação da regra de tres é o que se chama multi
plicação de complexos por complexos, o que < um a >sur o, 
pois não podemos tomar, por exemplo, o varas, 5 o  • 
dc vezes; e de facto já sabemos que um numero concre o 
não pode ser multiplicado senão por um numero abstrac o.

A divisão de um numero complexo por um numero i 
teiro abstracto fornece uin methodo de simplificar a tnu ti- 
plicação dé um numero complexo por outro inteiro ou com-

1.® Multiplicando complexo , multiplicador imeomplexo.



Seja proposlo multiplicar 2l 15 ' 7<*-~-, por 155 touellaJ-is , 
islo é determinar o prero dc 155 tonelladas , custando ca* 
da uma2>, 15*, 9<l j- .  E’ evidente que sc comprarmos 153

tonelladas pelo preço dc 2*, 15', 7J-^- cada uma , podcino»
fazer pagamealo desta somma, dando primeiro por ceda lo- 
nellada depois 10 ', por cada uma , e depois mais a s p<>r 
cada anta , mais 6  pencc por »iada um, c tinalmcntc í pcn"
ny, e -j- pcmiy por cadn uma. I'sias sommas addiciouadas

importam cm 2‘ 1S‘ V  Porcw,a loucllail:u
Podemos dispòr o calculo do modo seguinte :
155 tonellada? ã 'i1 cada uma,importam

.................................. .....  . . L 30si, 0' » B

2 7 2  n.EMKNTOS

cm

701, 10 » 0

S8>, 5*, » 0

10 sbiilings é o ntesrao qne - - l ib ra .
por tanto 153 tonelladas à 10* cada uma, 
importam era 1331, isto é cm . . . 

í
5  sbiilings, c a  metade de 1 0 sbiilings,

133 tonelladas à 5* cada uma, custam a 
metade do preço do mesmo numero d»? 
tonellada á 105, isto é a melado de 76*,
105= ................................................... ......  •

0 pence é a metade de um sbilling , 
portan to  S* valem 10 vezes 6  pence, e 
. , i de 5s ; 153 tonelladas á 

(> pcncc valem
, , „  1 doque cus-G pence cada um a, custam 1() ^

tam á 5s cada uma, isto é ' ,c

1 4  penny ou | dc 1 Penny é 0 n,es* 

mo que j-de  6 pencc^-y- penny )  153 

tooelladas á 1 .j penny cada uma cus

tam T 10 cus âm pence cada u 
. . i do 51 , ÍG* , 6>. . . .  0, 105, l di

ma, isto e,

S o m m a ..........................................................'523* » 10*, 7^ i -

este è o importe dc 153X -S  1 7-4-

5', 50* , G'1
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Podemos escrever esla operação do modo .-«guiute__
L  1 3 3 ,= l ’rero «le 153 lom dlada' a l l p-<r tu:, ” .i !..

2 ' = 2 x l l= S 0 6 . O*, 0J =pr<çodc 153 tooclbdas a 2!— 
10* =  ^ d e  1>=7G. 10*, 0  = preço do » » a 0 . 10*

dc 1 0 * = 3 8 . o ‘, 0  = p re ç o  de » » a 0 , 3’»

®í=={jfde 5 * =  3 , 1(>, G ’= p re ç n d e  » » i  0 ,fl,tV<

1<l'4' =  $-de 6d= 0 ,  19*, i 4 = P reC° dc » • * O*, 1

_ t «ipreço de 153 ton .a à*, lõ s 7  *_ •izo1, l o ,  <-j 1 '  ã

Exemplo 2.° Em quauto importam 17oo libras, ao preço 
dcO* iOd 3 > cada lihra?

1 r
O preço 9 .s, 10d poilc scr decomposto do modo seguin

te - f O r a  S * =  ~ , dc libra stcrlina, U =

r . l ^ d e S - ,  ! ‘4 , d e  tos e  L ‘= « .  de \  '
L. 1730, preço dc 1735» á i 1 ca ia  uma 

5*= 1_ de Í l = i 5 3 | .1 3 ‘.0 J. preço de 1735* a 0«»5‘»0<*

4 = l_ d e  I» = 3 4 7 i, o», 0 a • » 0 '»l*»0d

1 0 » = g .d c  5 * =  72?, 3% IO'1 » » f f .0 - .1 0 i  

L l = J . d e  1 0 1 =  3 ,  12% 3 r  » ■ 0«»0*»0<i \  

L Ü = _ |. d e i - d=  l , l ô , i d - r  . » 0 , »0**0d -J

838»  {Js 3 '1 - j p .  d 17351 , á ÍH»1<>1-?

E s te  m ethodo ò o das parte? a líquotas porque consiste 
cm  decom por o  num ero de unidades de cada classe cm par
les alíquotas, o u  da unidade principal, ou um as das ou tras. 
Não sc pode dar regras para cíTertuar esta doconiposjçâo , 
sò com a p rad ica  «• que  sc ap rende a f u c r  esta opcrai.ao uo 
mellior modo para cada caso particu lar.

2 .°  M ultiplicador com plexo, iiiullípl*cant^° complexo, ou 
incom pleto .

•**1



kxem plo: a vara dc am a certa fazenda custa 6.H1, 17* , I 
pede-se o  preço dc 39 varas, e ?

Como unia \ara  custa G5', J7«. i l rt, so g u c-sc  q u e 3 9  “ jj*

varas, devem custar 39 xezcs 6o*, 17s, 1H , m a is^  deG o1, <'*•
1 l J , isto é devemos m ultiplicar prim eiro 65», 17», I H , por 39,
c depois por

A prim eira m ultip licação sab em os fazer__

6 .V. 17*, 11-!, õ o preço de 1 vara
r** o n  *1*! * d e 3 9  \a r a s  a ! ' por vnra j
O o X d U = 2 5 õ 5 , 0 ', O '!= o  preço de 39*. á  G51 p o rrada v. 

M ç =  ^-ile 11^=191.10*. 0 J=  » „ 10*, O*1- "

•’»*= 2 de 1 0 * = 9 '. 15*. 0« i=  , „ o G*, &
1

& =  3 de 105= 3*. 18*. (W = • , o , 2*, f>d

C“= 4 d e  2 s = ^ .1 9 * .ü ‘í =  ,  ,  o , 0, 6-

« & = |d e  G J= 0 '. <w.ü«i= » , 0  o  a 4
j |  - ____ —-—-*■ "
ij" "ã de 1 v. = o 2 '  18* II p r.de ■^v.áÜ5, '> 1 7 ’» 1 1 !

|  =  4 d e I v . = l G , 9 * . 5  f  - l á ,  ,

ELEMENTOS

7

- fi- 7 1,1 1’, U d4  p re ç .d e õ 9 T à 65 ’, 17* , M d

.  l  .r í - rí1C',t! S 1? rf,ellas n«s J3o o resultado da multíp»* 
« .«• t i  j j ,  tl '* , j» »r L‘9 . resla achar o produeto d es-

1 Pf'! s"’ C:>*a frawão [>ode ser decomposta do ok1*

d:> seguinte .ou ,ou y ,  mais para achar este
produclo «levemos tom ar a melatlo do G'i' 17> l i - ' mais a

m i m o t, I im U 'h‘ ' “ * r ÍS a‘»‘la '  «Hi-
,J " ll U lc ’ c c a , YM  uosdao  as 3 ultim as parcellas.

2 S? 1 í,r°l,:,sl°  o preço de 69‘. 5 P*s»
• ' P >11. de um:, nhra, rada Uhn., rufando 23* 1C« GJ.
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2.”', IT»*, 5-l= o  pre^o «lc uma 
CO**1’. = o  preço de li'.) tncsasa 1 ia». cada toesa 

0 0 x 2 5 = 1 7 2 5 ',  0 ‘» 0í = o  preço dc G9 tucsas á 25 ', 0‘,<>»

i o = 4 t 1 = r> ,»»toj* 0 = o» t o .«»

S '= 4  (,e ,o*= 17» 5u0= » 0 fl» o » 0

2 « = 4 > i« io*=5 C»1 8 » 0 = H • 0» 2 » 0

2- =  L d c  10’=5 0» 1 8 » 0 = • . v 0» 2 * 0

de 2* =O 1» õ»0= » • 0» 0 >Md

t - * 4  do 4 > = o . 5»9*= » » o.» 0 „ l»

L 1preç.tlrr»p*'-sa25,,if t’,*'.íi%a In 1. 

I pé 

(» pol.

1> = L  de 3 p =  U  C* 0  -  I !•«•
3 O

3 , õ  p  -  

f r W J d e  -> 1» ^ ^  —  :1 F°l*

M

b

í » ° = L d e s^==0» 7»  2  ^  —  1 p>l- 

i ‘ « « d e  :> = 0 »  7» 2  r ‘ -  t  H -

I t t t f ,  5*. V ^ r c ; . d e  Wt; U - . U Pa2 n M ft- ,C '



Exemplo 3o. Soja proposlo «leterminar quanto podemos 
comprar <!e uma certa mercadoria com 23 ', 10', i>d, c u s ta i0 
6íll , 1 ! f “l, cada libra;
1 libra compra G9 t .,  4 p.. 11 pol.
2«il: valem 23*; a 1 libra cada toesa 
C 9 x 2 5 = l 7 ‘25t é o quo se compra com 2 V, a 69*, p°r ^ ra 

5w= j t .  = 2 2 '»  3^»0» 0',  3?, por libra

2 “ 6  EI.EMETTTOS

1 >•*=!.de H r=4> O- 0» iw u

r . f - ^ l p é  = o B on G« Od \r* Gr*' »

3 p= i> d c  0f =  1» 0» õ» 0» 0» 3^0' »

2í‘= 1— de Cr—0» -5 > 2» 2 f

10, —L l .= 3 i i  5» o q’ sc compra com I0 \a  G9’ l/» ilp*»1

õ * = - d c  J0‘= l T »  2» 8^» 0'2
2 * = - de 10*= ()'• 5» 10» 8  -5 b 2 f

2 * = L d e  10*= G» 5» 10»5
*)

3 a 2*

4 ^ = 1 -de 2 ‘ =  1)» 0» 11»U
•)

9 ^ 4<U

1 = L d e  4 d =  0» 1» 8» 1<I

1813*, 1k ,7p°, I V 
«» o que sc compra com

2 *
'  23 ', &,r,a 09% 1 r ,  **•

E ‘ preciso notar que neste  ullimo exemplo os factore5 
«lo os mesmos, que os do exemplo anterior, c que entrctaO'
lo <>s resultados differem um do outro pela natureza da uni
dade, r  pel is suas subdivisões: Parece pois que o princip10 
estabelecido n.i theoria da multiplicação , que o product<> 
de dous factores è o mesmo, seja (|ual for o que se toma para 
multiplicador não tem lugar quando se tracta de nuineros 
complexos. Para que o principio sija opplicavel ã dous nU- 
meros complexos õ preciso conceber rada um d’elles redusi' 
do a um numero fraccionario da unidade principal corres
pondente, e então o produeto dos dous numeros será sci«' 
pre o mesmo, quer se tome um, quer se tome o outro, p^r 
multiplicador, fazendo abstração da natureza das u n i d a d e s  do 
produeto, que deve ser differenle em cada caso,porque da de
finição da multiplicação resulta que todas as vezes qu° enl*
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pregamos numeros concretos o produclo t  o multiplicando 
devem ser da mesma natureza, cm quanto que o m ultiplica, 
dor, Ainda que expresso c:n numeros concretos, deve sempre 
ser considerado como uin numero abstracto que indica quan
tas vezes devemos repetir o multiplicando , ou que paites 
d’esle devemos tomar. Ouando temos do multiplicar dous nú
meros concretos devemos ter muito cuidado cm determ inar 
qual dos dous è o multiplicando, o que n ío  ó diflkil porque 
deve ser da mesma natureza que o produclo, e que a naturc- 
*a d'esle è dada pela questão.

(32) Quando na regra de Ires o 2o termo da proporção 6 a 
unidade, lambem o calculo lica redundo n’este ca*o a uma 
simples divisão; divisão de dous numeros concretos comple- 

ou incomplcxos, de diíTerenles • -pecies, o qne «• um ab
surdo tomado ao pè da letra, mas que se explica como um 
modo abreviado de faltar como á multiplicação do uin nume
ro concreto por outro. Temos dous casos: u divisor pode ser 
complexo, ou incomplexo.

1.° Caso. Divisor incomplexo: considera-sc como ura nu- 
mero abstracto , e eflectua se a divisão do dividendo pelo 
divisor, redusindo o quociente á uuidades principaes, e As 
subdivisões destas, da m esm a nalureza que as do dividendo.

2.° Caso. Divisor complexo : eonverte-se em um só nu 
mero frnceiònario de sua unidade principal , multiplica-se o 
dividendo pelo denominador da fracçSo, c divide-se o pro- 
'lu-lo pelo num er3dor da fracção divisora , redusindo sem- 
l'ie o quncicnle á unidades principaes, e as snbdtvisftcs des- 
tJs unidades , da mesma natureza que as do dividenüo.

Exemplo 1.” l*cde-sc o preço de uma toe>a «Ç cerlo tra
balho, suppotúlo que se tom pago 2o4í>9', 19% * ll > l'or 
W sas do mesmo trabalho.

A regra de Ires estabelece a seguinte p ro p o rç ã o .

5fiS%: 1%;: 25iG9>, 19*, I I * :  X 
X = 2.y*09', 19% II-1, ^ Vl1, 10% 9*

5G8

P o rtan to  tudo se reduz a dividir 25»09’, 19*, II  •» pnr 
5(i8 considerado como um numero abstracto , o que sabe
mos fazer pela regra da divisão de complexos.

Exemplo 2.® 258% 1™, "«n^ jç r ,  de um a certa mercadoria 
importaram era 32591, 17% if)J , pergunta-se quanto cu>ta 
cada libra (peso) d’esta mercadoria. T-m<»s de dividir 5259% 
17*, 10% por 2o8% i«% 7<n, ü  s \
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2.JS', lm. 7°", r» g: J lihra 128xle=128'

íiltí"»
l n>

2 marcos

Tj 17*1» 1 Gn'«.
8 s io-41 = <U'= 10‘X l -

4 l3G"no. 1 2 8 r .  5*-^  10- — 32 = íi'X *:i
7 2«4‘' io » = 12,1 f.’ 2*X 2s

>1113 G ^ 1 2* — 3, (,'Xl2d
8

53 M i  g r.
- ,d <MO -= (»<! = 1 .1 2 3-yi*4

5 4 l d1 - -  o.l = 0, 10.8 l fX «°

33119» •ü72í;n ', 2 *, 8*==õ7>.“0,17, ! 0 X l ^

4172U6, 2% 8 d | 37. IV.)
8377ü 12', H* Ü'1
19 178 

2«»

38Õiãl2
~58Õ 7ÍT

24923
12

2ÜÕÕR-Í
715

Depois •!.> Ur cotivnlM o o divi>or oni un> nrniu-ro frac
cionario . redusindo ã unidades da mesma classe , e dividiu- 
do-o pelo numero de unidade* d’e»la classe que contêm :* 

. . . . . 331VJ . .
unidade |irinri|»al , temos paia divisor ~ f^ r .  {>ois uma lii*r3
Ifin 128 grãos. f> calculo fica união redúsido á di>»«!»»’ 

331Í9 .  .  •

52.>9<, 17", 10'1 |ior i e para ísli» é preciso i»tuHii»í«ri,r
o dividendo |«>r I2S , o dividir o produclo 4I7Õ6G , 2* ,s ' 
por 3314!) o que enlr.i no primeiro ca-o . c iciiins

l i 1. 11 % 9d 331f j



DE \IllTllMETIC A.

Todas as vezes que o dividendo e o di\i*<r * V> «1j n®cs- 
m a natureza a enunciação da questão indica qunl a nature
za do quociente; tuas quando o  dividendo c o divisor sno d.* 
naturezas diflcrentes. o quveiente deve ser da mesma nature
za qti«> o dividendo porque t . : i o divisor ê cou.-iderado co- 
iiio um numero absiracto.

2." REGKA l!í TRI3 CQMPOSrA.

(33) A regra de Ires composta è o methodo de resolver 
por uma só proporção questões que [*ela regra de tres sim
ples pedem duiiS on mais proporções. A regra é a seguinte. 
1-° Escrevem-se os termos dados conformo determina a ro 
gra de tres, considerando o 3 .°  termo como commuin a to- 
das crias proporções ; i . ' 1 m ultiplicam -se todos os primeiros 
ti-rmos uns pelos o u tre s , e todos os segundos termos uns 
P«los outros: õ .° «Ii>i»le-sc o j icduclo dos segundos termos 
•nultipUcado pelo 3.° termo, pelo produeto dos primeiros ter» 
•nos. Quando ach#m-se os mesmos números no divisor e no 
dividendo , devem ser suppríntidos. Esta regra é uma sim
ples applitarão da tbeoria das proporções, Knzão composta
* 3 q'ie resulia da multiplicação de dttas ou mais razões sim
ples. O produeto de todos os au lrcedtntes e o produeto de 
todos os conscqueutes das rczúcs simples formam respecti- 
'■uncr.tr o antecedente e o conseqüente da razão composta, 
tin aco u sa  esta em razão composta com outras muitas cou- 
Sas de ditrerentes espccies,quando qualquer alteração n u m a 
destas, produz u n n  altararão na prim eira ; e quando para 
'! ■ terminar esta precisamos tomar em consideração ao mes- 
,l;o tempo todas as outras. Tod;s as vezes que a» razões em
pregadas na solução de um problema, nãa ?So simples , mas 
c,,mpostas de outras razões , devemos fazer uso da regra 
*le tres composta.

Exemplo 1." Quantos liomens podem rlirir uma trin 
cheira de t3^> b ra a s  de comprimento em 8 d ias , quando ItJ 
i'ome»s cavai.i õ í  braças da mesma trincheira em ti diss.

Vemos que o numero de homens que procuramos deter
minar C: tá eni razâo composta das braças e do tempo: des- 
presando o tempo em que se  faz «> trabalho , i odemos fa^cr 
Uma simples proporção.

A quantidade de, trabalho está cm razão directa do num ero 
de trabalhadores, dcçpresnndo o tral^lbo e tomando em 
consideração só o tempo , tcnoos mil.a proporç.1o simples ,



o numero dc trabalhador e> está om razão inversa do tempo-

Dias Braças lloinrn*
6 51 10
8 lõ ü

Por tanlo para fezer 135 braças dc trabalho são precisos 
mais homens do que para fazer o i  b raças, e para faIC*r 
inesmo trabalho em (i «lias sáo precisos raüis homens do <111 
para fazel-o cm 8 dias; e lem osasduas proporções seguinlea'

54»>: iõõi-:: 1G : X 
BJ; 6 d:: 10 : X

multiplicando os anleccdcnles das primeiras razõ es , e °* 
conscqnentcs das mesmas razões uns pelos outros , lemos 
proporção composta.

5'»x 8 : ( 3 5 x 6  : : 1G : X 
X = l 3 5 x f i X 1 6 = 1 3 5 x 2 = 1 5 x 2 = 3 0  botncn*

5V>^ " 9

Este problema pode ser resohido por duas proporç,>c* 
simples , e então

5 i b:1 3 5 ::l6 :X
X = 1 3 5 X  1 6 = 4 0  

54

is.to é considerado o tempo como o mesmo, sc IG hotncns ^  
zem 5 V' dc trabalho em C horas, serão precisos iO para t®' 
zer 135 braças no roèsmo tempo.

Agora temos csia outra proporção; Sc 40 homens fazC"  ̂
135 braças dc trabalho cm 6 ho ras, quantos serão preci90- 
para fazer o mesmo trabalho em 8 horas, cvidcnlcmen 
temos—

8 : 6 : :  40: X
X = 4 0 x 0 = 5  X 6 —30 homens

Exemplo 2  0 Dous obreiros empregaram 3 horas a •azcr 
7 melros de obra ; quantos metros da mesma obra Í3*a° 
15 obreiros durante 11 hora??

Pela regra dada acima temos para resohcr este prowc 
as duas proporçóes seguinte»

2 8 Ó  ELEMENTOS



2  : 13 : : \
3 : 11 : : 7: X 

compondo 2 x 5  • 1 1 x 1 5  : 7: X
X = l  1 x  1 5 x 7 = 1 1  X o  x  7=:JH .*i=lín» 

2X 3 2 2

Estas proporções podcoi ser reduii.ins a uma só do modo 
seguinte:

2  obreiros trabalhando 3  horas fazem o mesmo que 1 
obreiro cm G boras, e lo  obreiros trabalhando I I  horas f«- 
*ein o mesmo que 1 trabalhando 15X1 !**•= Ib 5  horas : a 
questão reduz-se jkiís a esta outra : um obreiro g 3>!a :i fa- 
íer 7 metros de uma obra , quantos melros da mesma obra 
farão em 163 horas? e temos para resolvel-a a seguinte pro
porção:

G : 105 :: 7: X 
X = 1 6 5 X 7 = 1 1 5 5 = 1 9 2 , 5  metro».

t» G

Exemplo 3 .® Uma « w m irão . de 3*600 homem, tem ^pão 
Para 35 dias na raz io  dc -21 onças por d:a. quantas onça. por 
dia sc datará  dar no caso de s.-r i Ha augm eutada p ira  :.SV<> 
homens durante -43 dias, para que  a mesma quantidade dc
p3o chegue? . ,  , ,

A ração deve ser m enor quanto maior for o num ero debo- 
Biens, e tambem quanto m aior for o num ero t.c d ia s , 1-v» 
temos a*. proporções seguintes:

48(50 : 3íi00 :: 24 : X 
43 : 35 :: 2 i :  V 

I»or mulo ^
1800X45 : 3000X 35 : 24: X 

X=3G0O A5 3 X2 4 = 3 5 X 5 ~>X4 4
4H00X45 '4 8 X 4 5  

2X 4X 3X 3X 7X 5X 3X 2X 4X 2*7X 2=14 ouça?
" 5XÍX2X 2T2X5<5X5X3

Exemplo i.** Dous obreiros trabalhando 3 horas por dia fi
zeram em 5 dias 90 metros de um certo trabalho ; quanto-» 
metros <lo mesmo trabalho | Jorão fa /rr 3 obreiros irsn a- 
Ihando 7 horas por <lin e:n «lou» i5ia>?

Obreiros. Horas. Dia». Metros.
2. :í. 3 9 0

I»E AIUTOMETICA. 2 8 !
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O que querem os tab er è  o num ero  de m etros q»*c  ̂ V \)0 
fazer os 3 obreiros, logo. o .1 .*  lerm o «Ias. proporçOC* 4 \  
m etros, e tem os para 2 .* razão de cada proporção 90  • • ' je

Não nos im portando com as boras c. d ias, «’• evidenl*’ H  ̂
quanto  m aior for o unm ero de obreiros m ais m e tro s4 4 <j 
balho se farão, por tan to , sc 2  obreiros fazem 9 0  me«»** ’ q  
devem fazer mais , e a prim eira proporção t  2 : 3 ::0 0 * 
num ero de dias d»? tra ln lh o  é tanto  m aior quanto  ffifl 
o num ero de m etros . por lin lo  se em  5 d ias f a i 1,ü "  ' 
tros dc trabalho , em 2  d ias se deve fazer menos , l^S0 a 
gunda proporçáò é  5: 2 : ; !)0 : X.

Q uanto  m aior for o trabalho  mais horas deverá'1 r *\p.. 
pregadas em fazei-o, por tanto  se em 3  horas se t ó  -H> , fí 
tros d e jrn b a lb o , em  t s.* deverá fazer m iis , a 3 .* proP0 s 
é pois í»;< : : í)o : X . p o r ta a t  j  reunindo  estas prop°r 
tem os

2 : 3 : r 90 : X
5 : 2 : : 90 : X 
3 :  7 : : 90 ; X

I-oj?o fazendo a p roporção  com posta  tem os
2/oX  ; 3 x 2 x 7  : :  ÍIO : \

X = 5 X 2 x  7X 90= 7  > 9 0 = 7 X18 =  120 m etros 
2 x 5 * 3 ~  5

* :
P odem os ch e g a r ao m esm o resu ltad o  do  m odo s°8 u,j ] ^ 5
2 obreiros fazem o m ejrno trabalho em 5 dias , q ue "  

obreiros cm  I dia. c
5 * 2  obreiros fazein o m esm o trabaiho cm  3 boras 

5X2XÕ obreiros cm  1 hora. w 2
3 obreiros fazein cm 2  dias o mesmo trabalho que 

obreiros cm 1 dia. u0
5 v 2  obreiros fazem o mesmo trabalho cm 7 liora» 

3 x 2 X 7  obreiros cm 1 hora. l0s
Se 5 X 2 x 3  obreiros fazein n u m a  hora 90  m etros, q '1̂  r .  

farão 2*0X 7 obreiros no mesmo tem po? Tem os a pr »
<;Ao seguinte.

3 x 2 x 3  ; 2XS>7 :: 90. X 
X = 2 \3 X 7 /i;0

-------— 1 8 x 7 =  1^6 metro*-

Os problemas acim a podem ser resolvidos sem cin[in)l4ro 
a- proporções. No segundo exem plo podemo» achar o U
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X dc metros empregando o seguinte n c io c in io ; tendo suc- *
cossivatnente cm consideração o numero de obreiros , c o 
das lioras.

1.* Para achar o trabalho de 1.'» obreiros conhecendo o 
Je 2  diremos, sc 2  obreiros fazem 7,n de trabalho 1 deverá 
fazer a metade de 7m, ou 3 ,m o  , e os 15 obreiros de verto 
fazer 15 vezes o trabalho de 1, isto è I5 X  3m. 5 = 3 2 m 3. 
Por lanto 15 obreiros fazem 52m, 5 ,  em 7» horas.

2 .u Para deiiusir do trabalho 5i2m, o , feitos em õ  horas ,
0 trabalho que seria feito em 11 horas nas mesmas condi
ções , diremos : Se a obra feita em 5 horas é de 52m, 6 a 
‘tbra feita em 1 hora serà de um terço de o2m , 5 , ou 
H m S , e a obra feita em 11 h o ra s , será igual a II vezes 
l ”m ü ou 192,n 5. Logo os l ã  obreiro» f irão 192m, 3 cm 
*1 horas.

J t e f j r a  d e  C o u t p a n h i »  o u  S o c i e d a d e .

(31). () fim de>ta regra è dividir um numero em partes 
que tenham entre si relações dadas. Deriva o seu nome do 
fcmprègo freqüente que delia se faz nas transacções iner- 
«aulis quando se tracta de repartir pelos socios de uma 
companhia de negocio, o ganho ou a perda , conforme as 
entradas dc cada socío.

Para conceber esta regra em toda sua generalidade, va- 
rnos resolver a seguinte questão.

Divida-se o numero Íi30 em t/es partes que sejam entru 
Sl como os uumeros 2, õ, 4 ; islo é , taes que a razão da 
^•a para a segunda stja, 2: 3; da 2 .a para a 3.*; 5 : i  ; e 

1 .a para a 3.*; 2: 1.
A. somma das tres partes ò G30 . a razão entre esta som - 

1113 , e cada uma de suas partes deve ser a mesma que a 
ra*2o entre 9 somma dos tres números , á cada um dos nu~ 
Cleros dados: por tanto temos as tres proporções.

1) : 2:: G">0 : X 
9 : 5:: (>"0 : Y 
«  : 1 : :  S 3 0  : 7.  

e por coDscouentia —
S = C 3 0 x 2 = l i ( 1

9



ei.emetios

1 '>r tanto  lia.sia m ultip licar a r i á o  y  por caJa  U,H

números proporaoiw es dado.,. O num ero ™  . è  » n o » * *
»|u< sc tem dc repartir dividido pela soturna dos nunicr° 
proporciontes.

Para repartir os ganhos, ou as perda* dc um a coWpa°h,j ’ 
«.evemos tom ar como razão a somma total do lucro ou d 
j  j  , dividida p«!a somn n d..< partes proporciona^ 
todos os so co s; o depou  para a .h a r  o miinhfto dc « d â  
C O  devemos m ultiplicar t 4 e  quocieute livo, .e la  P r0 
porcional dc rada um.

hxem plo 1. Duas pessoas n rgo ftam  d** sociedade, a 
n icira A. en tra  com l:3C0#0(X> n .  , a s-^unda A -  ** 
z:-J.)U£0<>0 rs ., c ganham  no negocio S:0OO^000 rs.:<lu‘‘ '  
t.> cahc do ganho ã cada socio? , „3

Cada socio deve receber uma quantia propoie*o°‘’* a ^ j r 
f ittrada. Por t i n t o , o problema está rcduiido à r< ^ , ,>« 
5 .000 * 0 0 0  r . tm  duas parles que estejam entro si c0'iv j g5 
núm eros 1 :300^000 , e 2 :2 0 0 f0 0 0 . Tomando a 
partes propor*ionaes temi - , i : 3 0 0 #OO0 4 -2 :2fl0 t l haf 
iiüOüéOtNI *, logo a ra íio  õ l1' ) ' 0 = a O = rK h  S’-1' 3 *'

, *]•) 1  ̂ i- Qiti
r» lucro de cada socki mnlliptica-se a entrada Jc 

topor y

Ganbo de A = *= i:300i000x 4 ^ =  1.857 1 J2 t
t *

Ganho de B = 2 :<2 í^ fl0 ft8 x  ^ = 3 : 1  «2;»sü7 =•

2 8  i

Somtna ã:0U0j£0Q0 J
Podemos resolver esle prohlema pela regra >!° ‘c;.jS 

Mtiiima totdl ilas entradas, ou das parles proporeiooac* 
para o lucro da companhia , como a parte de «nu 'h>? 
eslá p.ira a parte de seu ganho. No caso acima

3;BOOjíOOO : 3:fl00o00 :: 1ÕOOOOO : X 
7 : 10 :: ir>00000 : X

X = 130000Gx-= =  1 :8j7,í I i*2 *
quinhão de A.

7:10 :: 2200000  : R
X = 3 2 0 0 0 0 0 x ^ = 3 : l  i2.?857 'f  

quinhao dc B.



Exemplo 2 .° As entradas dc 3  sorios s5o S00f. S00f e
700*; o ganho total 6 12(K , 
qual c o ganho dc rada socio?

A entrada total «: ! ">00f , o lucro è I2 6 f
I «

a ra/.ão é pois-j^k) * ou ^°S°
o ganho do i . °  socio <■ 5 0 0 x 0 * ^0 8 4 = 2 5 * . 2 
o ganho do 2 .® » é 5 0 0 X ^ 0 8 4 — *’2f. 
o banho do 3 .° »> £ “ 00x 0f,0 8 i = o 8*, 8

12Gf
I’elas proporções temo»—
lõOO : }*2G::300 : X , 1300 : !2G ::500 :Y , Í5 0 0 ::i2 *  : : 
700 ; z

X =  120 X 3 0 0 =  126 X  5 — 126— 2 5 ,f 2
1500 i s .  s

V =  ;oGX 5 0 0 = l 2 G x õ = 1 2 f i= í2 '

1500 l r> 5 „  ,  „
Z = 12fix7 ti0x  = 1 2 6 X 7 = 8 8 2 = 5 8 /  3

1500 " *3  *5
(33). A reçra de companhia ehíiina^sc compo.-l.^ (jiiuti-la 

°» capitães sâo empregados por diíTerentes tempos ; isto t*, 
quando os socios entre ns quaes tem de ser dnidido os lu 
cros ou as j„.rtjas não deixaram na sociedade os seus fim . 
“Os o mesmo tempo todos.

ExeiBpto 3." Duas pessoas entraram em sociedade para um 
,f rlo negocio , no qual ganharam 5G;OOOjfOOO rs. , m#s x 
que: entrou com o capital de 23:000*000 rs. não eslete  r>a 
^citídade senão 2  annos c 3  mezes, ou 2 "  mezes. B com 
a '■<!•■» entrada de 2 1 :0 0 0 /0 0 0  rs. ficou n annos e õ  mezes
011 39 mezes , lindou eintào a sociedade: pergunta se quan
to cabe a cada um dos socios ?

A. entrou com 25:000^000 rs. duranlc 27 mezes, *> >eu 
íucro durante este tempo è o mesmo que o 
o capital do 25:000 í 000 rsX 27. 15. entrou com 21.000# 0€Wlr> 
durante o0 mezes , o seu lucro ue?tc t^mpo .,q 
quo o da um mez com o capital dc 21:000*000 r»X- • 

Podemos pois redusir o problema a regra dc a  •
simples , multiplicando as entradas de cada sorio pe 
po que esleve na sociedade.

rs 23 :000 íOOOx27=G21:OOOíOOO rs entrada dc A 
rs 21 :QQ0VOQft X 5 9 —8 1 0 :0 0 0 .^ 0 0 rs entrada de u

1 Vi0 :000jÕÕÕrs

• DE AtlIBM KÍteA. 2 f i í



A razáo commum é pois 3 6 0 0 0 0 0 0 =  36 =  1
i t io o ü ü o o o  f í Í 0  40

Por lanlo

O quinhão dc A é  621 :0 0 0 * 0 o 0 x  4 ; , - »  3 .525*000 R

O quinhão de R f  8 1 9 :0 0 0 /0 0 0  X - j ; = 20:493/000 R

35:000/QQO i{

Evemplo 4.* As entra Jas dc 3 sócios 10fK,
«> prim eira entrada firou 3 na sociedaJe, A  j c

punda 2 m ezes, e a terceira I I  m ezes, o ganho totf*
12íif. Qual »* o ganho relativo á c;: Ia entrJda? 0^q f

100f. durante 3 mezes è o m om o que I0 0 'x 3  °® 
cm um rn.‘z • rl5;Jf durante 2 mezes é o mesmo 250 'x ”u(» 
.r.nOf em um mez . 5KK durante I V mezes é o nu snio «1 . 
í i C x ^ t  ou 700 f durante um inez. A razào cOfWIlU

I,0*s Í5Õò= ®>̂ ®-*— O s luiros j-Üo por lant.»

300 x  0 ,0SV = 2.V , 2 
500 X 0 ,0H i = 6 2 , f
700 X O ,0 8 i= 5 8 . 8  ’

-■8G ZIXME.VTOS .

--$5*

120*

Esta mesma reara serve para dividir numeros em 
proporcionaes. Seja proposlo dividir 7S00 em U #  ^
<juc satisfaçam ás condições s<‘guiuli*s.

i . 1 parte: 2 .* : : 3120 : 40*0. f.*  parte: 3 .*.: 3250= * *

Para simniiliear estas proporções, dividiremos P ^ L -  
3129, e^4bHf) jk»!j sen maior commum dividir l*>60 , f  j 
pois 3 2 5 0 i e 4 3 .0 ,  j»cl3 seu m aior coauimin d i'i» °r 
c então leremos as p ro p a r^e j seguintes.  ̂ Á

part.: 2 .* p a r t: 2 : : 3 . 1 /  part: 2 .‘ p a r t/ - : ^
das quae> deduzimos quesc  a primeira narte é I , a "
_ ** w i
2 , e a , as parles ptdiúas devem scr prop°r

3 7 10 'aos numeros 1. ,— , — , ou ^  fracçóCi equivalentes {% '

15 11 « i d°sl õ  > TF » aos numeros 1 0 ,  15 , c I I .  A sorm»3
numeros 1 0 , 1 5 . 14 sendo 39  , e o numero que teino» ‘ 
repartir sendo 7800, as partes pedidas a c h a m  sc p^ 5 
guintes proporções:
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5 9 : 7 8 0 0 :1 0 : 1/  p a r t e =  ^ ^ = * 200X 10= 2000  

3 9 : 7 8 0 9 .1 5 :  2.» p a r t c =  ^ ^ = 2 0 0 X 1 5 = 3 0 0 0

5 9 : 7 8 0 0 ; 14: õ .»  p a r te =  ^ g ^ = 2 0 0 \ n = 2 8 0 0

U c g r a  i l c  l i g a .

(30). A regra iic liga divide-se cm  dirccta tí indirecta.^ A 
directa te:n por objfeclo determinar o valor medio dc muitas 
cousas dc; diflercntes valorei m isturadas em diíTerentes pro
porções. A incógnita n’es te  caso c  o \aIor do m u lo , e os 
dados, os valores de cada substancia misturada , e a quan- 
tidade de cada um a. A indirecta tem por jiiu achar as quan
tidades das substancias que entram no m i\to  quando se co
nhece o preço da m istura, e sua quantidade , e os preços 
das substancias m isturadas.

I ma quantidade de uma substancia qualquer e repre
sentada por um certo numero de unidades. A unidade e sem
pre uma q u a n t id ad e  determinada de ante-mão por conven- 
ção. O \alor desta unidade em dinheiro , è o que se chama
o seu préço. O preço multiplicado pelo numero que repre
senta a quantidade da substancia , é o valer desta quanti
dade de substancia. Por exem plo ;  5 canadas de vinho a (.é0O0 
réis importam cm 1S-000 ré is: a q u i  a i:nidade e a canada,
3 canadas exprim em  a quantidade d e v in h o, J 1 • °  SÇU 
preço, e  1 8 * 0 0 0  I \ - , (o preço m ultiplicado pela quantidade)
o valor da quantidade de vinho de que se tracta.

1.0 Regra d ireda . Achar o preço dn m istura conhecendo 
«s das substancias misturadas , e a quantidade de cada uma. 
Para is to , devemos multiplicar o preço de cada substancia 
pela quantidade, sommar estes produrtos , e dividir a som
ma pela quantidade to ta l , ou pela somma das quantidades 
dos ingredientes, o resultado serà o preço procurado.

As quantidades das substancias que entram n u m  mixto 
podem ser avaliadas cui pezo ou c:n volumes; quando é a\a- 
liada em pezo a regra se appbca sempre, pois o pezo de um 
composto é sempre igual a somma dos pezos das substancias 
que o coinpoem. Quando porém a quantidade 6 a\alia< a 
cm volumes, às vezes a regra não tem app licação , porqua 
nem sempre a mistura de dous ingredientes tem um  volume 
igual á somma dos volumes de cada um.

Exemplo Uma mistura è fo rm ad a dc 20 litros de vi
nho de o‘ ao l i tro , 30 litros de vinho de 10* , 28  litros dc



2 * 8 ELEMESTOS

Tinfio de Í4 ‘, e 12 litros de vinlio de 24*: p e rg u n U * ^  l* r 
quanto se deve vender cada litro  da m istura par* <l Uc> " 
haja perda.

Quantidades. Prerf»s. Valore».
20  litros á . . 5» = 2 0  X 3 = t í> 0 ‘
3 »  » á . . 1C»* = 3 0 X  1 0 = 5 0 0 *
28  » á . . U * = 2 0 X 1 4 = 3 9 2 *
12 » à . . -24» = t j x 2 l = 2 8 8 ‘
90 litros á . . \  import. em 1080*.

O valer do mixto sendo 1080* , a quantidade 93 l‘trî 0i 
suppondo que náo Louve augmento nein dirainoK®0
lume da mistura ; cada litro da mistura dote valcT—*»'/' 
108
9 “ ** , f0."

Quanda o volume da mistura não é igual á somma do» _  
lumes das substancias que o compoem , o que 5ú  ̂
muitas ve**?s, como por exemplo quando niistw*®1*5 
de difíerentes tamanhos , (millio com arroz), que ]tjc 
um espaço menor do que oecupavam separadamente ’J' n̂jo» 
os menores occupam os intervallos dos maiores; ' Ja» 
em lugar de dividir o valor total pela somma dos volu«u^ t0.  
substas que entram no composto, dividil-o pelo v:du»»L 
tal da mistura que nãa puje ser determinado senâo P1-*̂ 
dirao , ou então pela lei da diminuirão ou aUiiHienl0 í 0  
lume. jj“

Exemplo 2.° Misturam-se 7 litros de cevada a a<-’ , 
trao, com 5 litròes de uma oulra especie de cevada à '  ^ 
menores á 2 i ’ o litrSo ; e estes 10 litròes n3o formam «j» . 
depois de misturados do que 8 litrOí-s da mistura ; q ^ l ü 
ser o preço de cada litrào da mistura?

I  á 1 i ‘= 7  x  I i* = 0 8 ’
õ  à 2 t ’= 5 x 2 l » = -2»

• i ! ! Ttõ7

Os 10 htroes ficando red«sidos á 8 devemos par* aC,,*r
o preço de cada litrão dividir 170 por 8, logo-^ -'=  2 r  
preço procurado.

Esta mesma regra applica-se a liga de inctacs l re' ""\7ó 
f o s  inetae» nâo consideramos senão os pez«x , ‘* °  I



um a liga 6 sem pre igual à somma dos pezos dos melaes 
que a formam.

Quaudo uma liga de ouro coin outro  metal conléni
$ s

do pezo em ouro puro diz-se que eslà ao titulo de , 
g

ou à J- dc fino. Uma barra pczando 100 onças á este t i tu 
lo contém 80 onças de ouro puro , e 20 de outro  m etal. O 
ouro puro sem liga ;;lguma de uutro metal suppoem -sj
Constar dc 24 quilates , /por tanto  um quilate de qu al
quer quantidade de ouro puro) cada quilate de '» grio», c 
cada grão de 8  oitava*, (é preciso nâo confundir o grâo è a 
oitava de quilate co n o< de pezo}. Ura marco de ouro sen
do puro vale 21 qui! ites , sendo meta le dc ouro e  im tadc 
de outro metal vale 12 quilates. P o rtan to  o metal vale ta n 
tos quilates conforme a proporção de ouro puro  que con
tém ; o ouro de 22  quilates tem 22 partes dc ouro puro , c
2 dc outro m etal. Uma liga contendo o  partes do ouro  p u 
ro . e um a de outro melai vale 20  quilates , e o ouro ao

K S
titulo dc J7, é igual á ^  X24 quilates , isto é a 19 quilates ,
e «  oitavas. Para calcul r^-. quantidade de ouro puro eu» 
uma liga de titulo conhecido , multiplicamos o pezo total da 
liga pelo titulo. Por exemplo 2 marcos de ouro  de 22  q u i
lates valem 4 4  quilates (22X2). Para achar o titu lo  de um a 
liga dividimos o pezo de oaro contido na liga pelo pezo to 
tal da lig a , e redusimos esta porçSo a qu ilíles, m ultipli
cando-a par 24 . Por exemplo, 4 marcos de liga contendo 2
marcos dc ouro puro es:á ao li tolo , isto é , contém ~

,  O
ac seu pezo de ouro , multiplicando r p o r  2i  temos 12 qu i
lates.

A prata sem liga alguma suppoem-sc constar de 12 di- 
nbeiros, rada dinheiro d e 2 4  grãos, cada grão de 4  quartos. 
A praia sendo pura vale 12 dinheiros , tendo 5  parle* dc
prata e i de outro incial v a le -? X l2 =  9 d in h e iro s , lendo 

metade de prata vale 12X -1=G  dinheiros.

Exemplo 3 . Qucren-Jo l igar 5 marcos de ouro «le 24 qu i
lates Com 8 dc 21 , e 0  de 17 , que quilate se reduz o 
composto ?

d e  A iu n n iirr iC A . 2 8 U

5 S
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Considerando o* quilate* como privo» podcmo» ía*‘ r 
da regra acima.

5 * 2 1  =  120 
8X21 =  1 (»h 
6X17 =  102
I9X 590*

Dividindo a somma total do* q u ila to  pel<‘ p*!®
~  = 2 0  g  quilates. u_

- . °  Itcgra inversa. Tem esta por ohjcrlo arliar a> llu 
tidades dos ingredientes que entram n'unta mistura d-m3- j c

1. Caso. Achar qne quantidade dc qualquer num ̂ r‘’ 
ingredientes , s,il>endo-se o preço dc cada um poderá 1 
p ò ru m ô  mistura de um preço dado. ^.r

Seja proposàj determ inar em que proporções de*01!' ra 
misturados vinhos de l i ’, e 21» ao litro p.ira que a 11,1 jJ(.» 
vala 17* o litro. As proporções d.i m isturo devem fa . 
que nao liaja t.«*tn jnnho nem perda vendendo mí 3 uiuf* 
da litro da mistura. (,id« litro de l i* que entra n i l*1^ — 
•lá I7‘_— U *= ã*  de ganho , e . i d ,  litro de 21*. d* '  *|o 
17*=7* perda : para que a perda seja ru n ip íl,s‘l "|-ll||ii<~ 
ganho . devemos tomar de cada especie d®, vinho um jj() ,|t> 
ro de litros que multiplirado pela p c n l i , e |*el°_ *}*.*!,)$ »U* 
um mesmo numero no resultado. l*or exemplo 1 *' 
vinho de li*  , e 3  litros do vinho 21 satisfaxem ;l 
|>orque eu tto  o ganho será de 7 \õ *  , c a perda ^ u 1»1 
quantidades iguaes á 21 . Como 10 litros da mi«t',ril fl j , |i-
i litros de vinho do I-i*, e 5 liiros de vinho de 2 l c ' .

» • 7  ̂ J f  '
tio  d'esta mistura contém -  de vinho de 11*, c íó
nhe de 24*. Podemos dar a regra seguinte:  ̂ -ohí*1'*

1.“ hscreveru se os preços dos ingredientes i» um® (|i’ ra* 
na vertical ; 2 0 Unem-se por linha» curvas o l,rc<>'0 (|t, qi*c 
da simples , q u e  é menor que o da mistura Com ° '  ,  .. fis
são maiores , e cada maior preço com os menores • f í - 
crevem-se a» differrm.as entro o preço da mistura c.°  
da simples defronte do preço contrario ao que í° '
4.° Lntáo se só uma diíTerença acha-se defronte de ^  sp 
preço seiS a qu.iutidadc do «itnplrs d ‘aqu®He p re ç° ' ĉrá * 
houverem m us de uma differcitça a somma '*es,a' l(,ndo 3 
quantidade. Uniudo o maior prero com o menor. c .[|>aIllco* 
dilfercDçj entre estes preços e o da mistura altera*
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te as quantidades que resultam são lar* quo prcrU.itnenle 
fanto se ganha do um lado como se perde de. outro . p por 
tanto os ganhos e as perdas 110 todo devem ser iguaes. o  
mesmo se dá en tre dons simples quaesquer arranjados do 
mesmo modo. Seja o numero de simples qual f o r , e rada 
um unido eom outros . eom lanto que seja sempre um dp 
menor valor com um de m a io r, existirá uma compensação 
entre as perdas p os ganhos entre dous quaesquer , c por 
tanto uma compensação completa no todo. E’ evidente que 
questões desta especie admittem um grande uum ero de res
postas , pois tendo-se uma resposta, podemos aeltar ou
tras multiplicando , ou dividindo cada uma da» quantidades 
achadas por 2. 3 . 4. S. Porque sc duas quantidades de dous 
simples fatem uma compensação de perdas e ganhos , rela 
livaincnte ao preço da mistura , tambem devem fazer a mes
ma compensação , o duplo ou o triplo etc. , a metade ou - 
terço etc. destas quantidades. Hsla> questOes »ão chamado*» 
indeterminadas . ou ilttmitadas.

Exemplo t .°  Tm negociante quer m isturar vinhos de tTs 
18- e 22* par gallon , de modo que a mistura possa ser 
vendida a 2 0 ' ao gaitou , uue quantidade de cada especie dr* 
vinho deverá tomar? ^

, 1 7  j 2 
\ ix  ( a

a + íí =
ftespoMa 2 gallon de !7*, 2 de 1 8 . p ■'» dt* ~ i .  \  diflerença 
entre 20 e 17 ó 3 , escrevemos este uumero defronte de 2 2 , 
a dillercnça enlre 20 e IS, ê 2 ,  e escrevemos e>te rtumero 
defronte de 22; a diflesença entre 2 2 .  e. 20 í* ,■ «•,<-rc- 
vemos este numero defronte de 17 e de t8 .

2 x t 7 ‘= í U '
- 2 X l8 ’= 3 t > '
5 x 2 2 = 1 1 0 '

Exènplo 2 .'’ l*m ourives tem ouro de 17 . 18 , 22 , e 2V
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quilates . qu into dever* tomar dc ca.Ia um para formar uma 
de 21 quilates? 1

21

17
18

22
\24

3 17 1 17
1 21 18 5 21 18

3 22 4 22
l 24 5 24

3 + 1
3-H

4 + 3
4 + r ,

dc 17. 
ile 17.

1 Jo 18, 3  dc 22, c 4 de 2 i ,  ou 
4  de 22, e 3 . de 21, ou  
** ‘ “  e 724 .

■1 dc 18,
4 de 17 , i de Í8, 7 d c2 2 .

•7 X I7 i— 5j i
I X 18’=  18-i 
3 x 2 2 i =  Gfih 
V x 2 4 i=  9<>i
II

J x  I" = 1 7  
ÕX 18 = 5 4
4 X 22 = 8 9  

3 x 2 4 i  = 7 2
231

1 X 1 7 =  t l  
V X I8=  ,! *

7 x  24==]^L-
1 1 251 ili*

« 231 dividido por 11, è igual ~ = 2 1 1  3- im  l d  
por 2 2  ê igual a 2 1 .

la ; ,g “^ 0 a n,isl»™ ou lig3 ê limitada a
ta quantidade. Procura-se a res|ffeta mnr» no primeiro**

< f po:s fiz-sn a seguinte proporção ; como a soiiinM 
quantidades , ou diflercnças determinadas, està para <1“. a. 
tidade, d i ln da mistura, assim està cada ingrediente -lC 

í ur" í i J Mra a quantiJ.ido pedida dc cada o®- 
emplo 3 . Quanto ouro dc 13 , 17, 18. c 22 

derc ser misturado para fazer 10 onças de ouro de 2 0  q*»1

pel

20
15 
17
18
-><•> o + 3 + 2 = l 0 .  

c 2 + 2 -1 -2 -} - l0 = l6 .  P o r tanto

10 : '»0 :: 2  : \  - - 2— to__  -
i« — -5 — ■’

10 ; 4 0  :: 2 : Y = ^ ~ 2=«.o=  - 

15 : 40 :: 2  : Z = — = ^ =  516
10 : 10 :: tO: T =  ^ ° = ^ 2 5

ii>

!
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Por tanto é preciso misturar 5  onças de ouro dc 15, dc 
17, c dc 18 quilates c 25  , dc ouro dc 2 2  quilates , e da 
fado 5 + 5 + 5 + 2 5 = 4 0 .

Exemplo 4.* Tomaram sc 100 garrafas com vinho do 75  
c 40 , c foram vendidos a GO centimes, quantas garrafa* dc 
cada especie entram n’esla mistura.

 ̂40 15 
6 0 )7 5  20

a niisiura levou  4 5  garrafas dc vinho «!e 50 c^ntim es c  5 7  
garrafas de vinho dc 7 5  cen tem es.

Exemplo 5.* t'in ourives juer fizer uma o ’>ra qac tenha 8
marcos, d c ouro de 20  I q w U l c s  , para isto q u er ligar duas
espécies de metal . ur:i de 22  q u ila tes, o outro dc 17 q u i
lates. Quanto deve tom ar do cada r-pec:e.

(^aso 3 .” Quando nm dos ingredientes é limitado a um a 
certa quantidade. Procede-se cotno no primeiro caso, e dc- 
Pois faz-se a seguinte proporção. -

Como a difftrença do simples cuja quantidade c  dada t 
esta para o resto das difTerenças respectivam ente , assim está 
a quantidade dada para coda uma das diversas quantidades 
pedidas.

Exemplo 0.° Para compor vinlio dc preço dc 6 4  soidos 
cada litro  , misturando vinhos de 00  ,* de 60,* e 72 ,’ com
5 litros dc vinho dc i8*, quanto íc dcvcià tom ar dc cada es- 
pccic de vinho?

18x20= 55 55  : 100 :: tn :  X

3G : ICO :: 20 : X =

e 2,m.|, x 5 ,cl6 = 8  marcos,
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Gi

48
r.o
6o
72

S \ 2 = t o  
8 X 2 = 1 0  

HiX4 = 2 0  
1G Y 4=20

e temos as proporçótis

10 : I(I : 
10 : 20 : 
10 t 2 0  :

o»
logo 3  litros «le vinho dc CO», 0  de (Mi*, e fi de "2. 0001
3  de 48, formam a mistura «le t»4*. .. !r

Exemplo 7.» Quanto ouro «le 15 , ,le 17, de 2* 'lu’. , * 
devo scr misturado mm 5  onças de ouro de IH 'lulla 
para que a mistura vjja de 2o quilates?

(1 5  
17 

j 18
>22 5 . 4 - 3 + 2 = 1 0

2  : *2 : 
- 2 : 2 :  
■2 : 10;

•» onças 
5 onças 
5 onças

■* onças 
5 onças 
25onças

- f j
5 onças de ouro «le t r, quilates , 5 ooçaí .1.' t" nu,,a!‘
-5  onças «te iK2 quilates d.veni >er unidas a> •'» onç-i* (lt’ 
ro de IH quilates.

d e

(o9). Ksta re sra  tem por olijerto d e te rm in ar •> 
p u* num«ros « uja rario com outros uumeros «* ron!’"„ir«» 
ror exemplo rouherendo a ra/jto de um numero V  - .  ,|r
a x n  razS°  de U' :S **,,n C “ l) determinar a i***1 
A a I». Supponhamos que tctnos as «'jfutntes proi^rC^''

V : B : : 4 :5  
15 8:7
C : I» : : 9 :2

Co&i pondo as pniporçtVs tentos



A X15 XC: BxCxl» :: 4x3x9 : ’»X 7 X 2 
uu A: 1> ;: 4X0X9 ; 5X?X3

Exemplo I." A relação entre o Falhom ou Toesa íngleza, 
c a Toesa franccia c 70 : 81 , e a rclaçio eolrc a Toesa fran- 
«•■cza c o m elro, é 115 : 3 9 . Pede-se cm que relação eslá a 
Futhom para um metroi

1 Fath. : 1 Toes : : 7t> : 81 
1 Toes. ; I Mel. : : l i o :  39

Compondo
11’ X l 1* í **X  l 1D°: • 7 t> X ll5  : 81 Xo'J 

: : 874»i : 4779  
1 F a tb o m = 8 7 4 0 x t« = l* » ,  8*25». 

4779

Deste exemplo podemos dedusir ;i s c ^ n U 1 rej;ra. I.® Oan- 
U»:edentc da 1 -3 razío deve s<*r da mesma especie «pie a qua*- 
tidade qne pretendemos redusir á qne buscamos aebar ; 2.° 
Cada conseqüente d e\c  exprimir o \alor dc sru anteceden
te; :}.■• o  antecedente da razão se^ iin le  deve ser da mes- 
ina esuecie que o conseqüente da razão antecedente . 4 . O 
>dtimo conseqüente dc\o ser da mesma espccie em qne se
busc.i exprimir n valor desconhecido '* termp.

Exemplo 2.» Sc 3 arraieis de chá valem V de caie , 0 de 
café 3 0  d,-, assucar , e 80  dc assurar 10 de chocolate. quan
tos arrateis de chocolate valcrto 13 de cha.'

3 *  Cha : : i . ‘ de café . :J 
li.' Café : : 20 de a>suc. : \1 S : 7.
8 0 A ssuc: : 1 6 d e c h o c . :

3X 6X 80: 4 X * > X l« ::  12: X = lo |c h o c o la te

o (juc nâo  ̂ senão uma simplilicação das proporçtnís
gumles. r;

3.» Cbã: 4 .a café:: 13* cha: Xa cafo
6 .J Cafè: 2 0 a assuc:: X ^café: z ' f í uí?.*
80* Assu: 16* clioc.:: V* assuc:  ̂ ^e<c

5'/(; ■ 80: 1X 20X 16:: l i x X x V : X x ' X Z  _
aT: 12:«

n r  AtuniM ETiCA. 2 0 õ

IJU XIG z 1

Stí-
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nnlt*A .  ̂ ^ Sa P3s Ĉa°  ̂ um mcthodo dc resolver certas 
üír^, • * ^rL> nâo IKM̂cm Rpr determiuadas pelas regras or- 
fa^ S» CCbs da ?rith®elica. Cbama-se assim p o ^ c 
so faj !c C nu,ncros arbitrariamente assumidos sobre osqu3C* 
wrda,lí? r 2 eIaÇÔCS ,Ildicadas na questáo, como se fossem f  
vide se rm riUnilL'r()S > !>3ra P°r este meio descobri-lo*! ’* 

5JT  r  ml es’ c tom posta.
nroblV rm V ^ í ° S,cio ««»»«*• »’or esta regra resolvenio*
Serve nrino i rcsu' ladus proporcionaes as suppos,çüC*' 
m enti I '*,a I,ara determinar numeros que são auD
mo ° U .d,rn,l? a,(h>ide quanlidadcs igaacs a elle mes-
de vezes • J í r rteSi - Cr C mcsBM>; repelidos um certo nunier 
mero dàdu í" ‘'^ « « d o s , ou divididos por qualquer " 
scguiulc ^  >̂ara reso' vcr estes problemas

í . °  loma-se um numero qualquer e com clle sc fa* 35
Tom Tn T raC° CS (luc í,olri ‘Jui‘s!™ *c requer que se f * * »  
c a ^  : r m° r°  I,rocurado. 2 . '  KnlSo laz-s, a seguinte prop° ; 
mido *»° *° reM la<]o da °peração está para o numero ass 
num rrn T  111 ' °  resu ' ,üdo dado no problena, P_jr*

P» I)r0('ur-‘d o , (>ue sea-ba resolreodo a proporçá°-R 
* ^  ! \  A ÍJnik’ d,‘ A -  ’ to da de D. c a de B,

’ fí °  'Ja du C . e <) somuu ! lc> dYslas Ires Pn  
soas e 1 ,0  anuos, qual a id . . . .  ,ia . r

ouppoubamos <jue a idade dcVi (V.JefflO*
Z arn T , aa£ ero ,|u jlíí uer 0U‘ Í!J * «»* I' « > a i n.
do O t i ?  0,,nos ’ a il!n ic '-L‘ ^ de ió  auuos. Som1̂  
mo ^  »CS < * 0 + 3 0 + 1 0 = 1 0 0  ; a questão da c° 
ino somma das idaBcs 1 4 0  annos.

1 O o T 6 0  | 4 o l?  v  ^ tUÍ" U‘' pr° porc‘ eV’ i  • lade de 
15 e 4-2 m n, ' * (],ie à a idade de A , a >' adc {0 
an n os.' ’ °  a c  C 14 .u m . , ,  c  8 4 + 4 2 + U ^ i4 °

* « 1 * .  a -  V.„ homvw JopoÍ5 ,h  gas.o « j .  sc„ Ji- 

«2̂  ££? ’ ̂  ̂  *• «“ «***
i t f i S S t T Z í ü  V , t e “ tW “  '*>>«00 rs., paslou'-' 
« * 2 0 /0 0 0 II ,. ,  „.„üs. - 0 í ò ( i i B « ‘lou 70,4000 B» ’ 

» ^  Us. importam t*m 50/^000 B>”

20íi
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tuas pela questão devia ter de rM o f>0$000 r<. Logo irmos
a scguinlc proporçio.

Ü0*’tí00 Rs : 12 0 ,0 0 0  Us. : : !',<>.000 : \ = \  ItgU.iO Rs.

(52). F a lsa  po«i«;à© co u h o sia . K’ esta urna le jra  para rs- 
Solser certos problemas complica.los por meia «le suposiçAcs 
'le nunicros falsos. A regra que ilevc sor empreg .da «'• a se
guinte. 1." Tomam-se dous num r.»s. c i k u U r i  se com ellc> 
separadamente Iodos os calculo* indicados n » problema co- 
•««» devendo ser cITectuido* ca n o numero pr.icur.ttlo A cln- 
■C qnasi sempre quo os resu' .id:»s dos cálculos feitos com 
*>s numero» *upp »sto« H ITcrcn) do que exi^e o problema , 
<-■ nota-se dc quanto diííerem. estas dilTerenças são os e m *  
da falsa posição, que pndrm ser p ira  n n is , o j  para incno*. 
'•'* Si» » > erro» sm  da mesma uatureza, i>lo é, se são andi. » 
para mais ou para menos, multiplica-se cada numero *uppo-

pelo prra que a oulra supposiçAo pmdtisio. toma-sc a dilT.-- 
rcnça d >s e r r o s . S e  o-; çrros íV» dc natureza op|*osta, i-:f»

uni para mais outro para menos. j:riiltip!ica *c do mesmo 
uiodo cada numero suppo>lo pelo erro prndusidn pelo outro. 
*°iin-se a somma d’estes produdo». e dividc-se pela somma 
dos erros. Euiauibos os casos o qxoriente dmá o valor <la in 
cógnita.

Para ; r r l r a r  a razão dVdn regra devemos resolver tin» 
probli*!Uii. p. de-se um numero '.ai <j:ip os s-:-’i< dous ler.os 
exceda;» n sua rfielade de uma unidade.

Supjionhamos qno o numero procurado ç 12. os dous te r 
ços deslp numero s.1o 8 . e a meladc c G . a <1:11 Ter.« a -  é 
•naior.quea da questão «le I , lo^o o erro aqui é dc 1 para 
iRoií.

Sup;ionbamos agcraqnc o num era procurado ,» ift,o . dou* 
terços deste numero sâo 1 e sua metade !t e 1 2 — 
e na > I .  temos ainda íím erro para nn is d - 2 . P.».l,-.n >. f.izrr 
a seguinte proporção.

1 : 2 : :  (X— 12) : (X — IS)

Pois as dilTerenças entre os resultados snppostos e o ver
dadeiro, devem estar e:n p roporão  das diííerenç.is entre os 
números ruppostos, e o procurado. l)t-ste proporção con-
• luir.ios «r.io 1 X (X — 15S)=Sx X — 12.

1X X— l X 18 = 2 x  X— 2  x  »
3 9



ajunlando aos dous termos desta igualdade a mesma quaol* 
dude 2 x 1 - — l x X .  temos esta outra igualdade

lX X —1X18+2X12— lx X = s 2 x \+ 2 x t 2 —2 * ,2*~ , 
2 x 1 2 - 1 x 1 8 =  ( 2 - 1 )  XX . . „,r-- 
2x12—1X18 =  \ .  conform e a pnou-jr» P-

2 — 1 iS ,
te da regra. Por tanto o  uuniero procurado t  \  "
•• de facto os dons terços de fi . são l . o a  ineta«l** > f
i —o = l  como quer a questão. Se a q u e s tã o  fos><? aĈ üa 
urn numero lal que sens dous terços eveedam * ' (e. 
metade de 2 , tomando por números suppostos l>, <•* * ’ 
mós, dous terços de 6 ,  4 ,  a metade . 4 — 0 = 1 *  j8 
2, logo o erro <■ de 1 para m enos; c os dons terços 11 
são 1 2 , a metade 9 , c 12—9 = 3 ,  e nSo 2, logo o erro 
1 para mais ‘ jssim  j>ois tt-mos a seguinte proporção:

(— 1: I) : : X— fi. : X — 18. 
—1XX— 18.Y - l = X x l -  Gx 1 
—X--I8 = X —<>

ajuntando aos dous lados «lesta iguaÍdadc=6X  X 
—X + i8 + 6 + X = - + X —G+G+X

! í t <:"= ( i + 1 ' x  . pof
~ P = X  coma «*x^e a 2 .a jiarlc w  x »

•>f  ̂
tanto o numero procurado ê ^‘= 1 2 ,  e de facto ^  a 
ter<;os de 12, são 8 , e .» metade 6, e 8 — G = 2 , com" ‘i 
questão. • 6, e

Exemplo 1." Qual ó o numero que multiplirao.0 . ' , ^  
este pfoducto augmentado de 18 , e a somma di'*1
9 dá por quocientc 20? _ , )l3o f*'

Tomamos dous muiieros suppostos 13, e 30 , j \^ jaS na 
z p i i io s  relativamente a elles as operações índu’*1 
questão

£I.EME\TOS

1 8 x 6 x 1 0 8 ,  108-} 1 8 = 1 2 0 , o I j S e s l i ,  
c não 20, logo o erro é 20— 1 4 .= G  para menos o

110x0= 180 , 1 8 0 + 1 8 = 1 9 8 , e —* = 2 2 , c não. 20 ’ ,Cf  ̂
c crff«•no «• 2 2 — 2 0 = 2  . para m a i s .  Por U n lo  c o m o  os 

fppostoi..



1 .•* fu!>a posição 18. 1.* erro— <1 
2 .a falsa po«i<;fi0 30 , 2.° erro-f-2

JS \2-r»»\'fi_  y 36-i-ISo 0>
t i - i  K  '•

« de fado 2 7 x C = l 6 2 + i 8 = i 7 9 ,
179 .
7 = 2 0 ,

Exemplo 2." Perguntando-se a um pastor quantas ovelhas 
tinha , res;>om!eo ; m* livc*se outr s Jlantas das que tenho . 
cosn mais a m etade, reunidas c o i í i  as que tenho, o cnm 
" rovelhas, teria 1000. Pergunta-se quantas tinha.

Suppoiihamos que tinha 200,ent5« pela questão. 200 mais 100
mais 200 mais 7 -  = 5 0 7  n- , e não |0 0 0 , logo ha um erro dc

429 L para menos.
Supponhamos agora que eram ”.00 , cnl*» 3 0 0 + 1 5 0 +  

3 0 0 + 7  r= 7:> 7 r  , « n.:o to o o , I«.go ha ainda um erro

2 i2  L para menos.

1 .” falsa jjosieão 2 0 0 . . . . erro -Í92-;

2.a falsa posição 30<>. . . • erro 242-;

Por tanto a inrogr.ila c  igual á

3 0 0 x i9 2 -^  —2 0 0 x 2 i2 - 7  I *7750— iSãíiO

4 9 2 4  — 2 i2 ~  250
9325
-g -  =  597 , numero d is ovelhas, p »|e fj.-ln 3 ü 7 +  

198^- +  3 9 7 + t ~ =  1000.
Kxemplo 3 .°  Perguntando-*e á um pai qno id-tn'1 linha 

M.*u fiíhu respoudeo : minha idade é o triplo da sua , <• ha 
dez nnuos era o  quinluplo. Pede se a iilade do í:llio.

Supponhamos a idade de 2 4 .  entáo temos 2-iA 3 = 7 -  , 
idade do pai , c esta ha dez annos era de 02. c ctitâo cra 
igual a 3  vezes a idade do íillio que era de t i .  '*1° a 
3X1 i = 7 0 ,  uni erro de 8 para mais.

Supponhamos agora a idade de 23 annos . temos 3 X 2 3 =  
f,9 . c Gü — 1 0 = 5 9  que deve ser igual á 5> 1 5 = 0 5 , eno

DE A R lT H M m c t .  2<»?>



C j i l EI.EWEXTOS

I.* f.ils.j jjO'if .rn> 21 rrro K 
á .‘ falsa posição 2.» 1’iT‘i <»

25X 8 —2 i . \  <S 1 8 i— 14Í 40
- r .-  = 2 08—B 2 “ 2

<le farto *>í).\3-=nt> . c ( ü ) — 10=  5 0  . q u e  t* ig u ^
5 ^ 5 0 .............................................................................................. .......  *

Estra rc^ia nSO í.í valores rynrosos -e iiíti ent certo* ,3 ‘ 
sos , podo porém sei- ainda enprc^aj.i em muito* r‘!̂  
ipnndo por uai meio q-.ialjucr se lenha um \aIor ap|’J'Jil 
inado da incógnita.  ̂ 1 

Exemplo - iy  Seja proposto ;icliar u::i numero tal <lue rv 
quadrado ajanlado a elK* inesino dé p.ir M.mina 10. __ -  

0  numero procurado lira onlr.*3,o 2  tontos H ;< 
e não a H», erro de 2  p:ra mais , -2X2 p j =  i , erro d« 
para menos.

1.' faNa p x i :i erro-j'2
2 .3 falsa po-i-ao 2  rrn»— í

lfâ r  laõto 3 x 4 - f 2 \3  \J. |- 1 1 fi « _^ («6*»; f -* *RP'
4-+-2 *; g :J

I falsa posiçãrf .‘5 erro 2
s  *2 .J fJsa posiçãi» — err<»— ~

3X |  r J  V 2 5- = 2 .7 . 2.» approum^ **

0 4 - i  **
* <ô

c assim se pode continuar até o grão de approximaçS” 'l,ie 
queira.

«e

Ü e f j s M  d c  t S : s r a « .

1
lucro

* . - f  o
[ \?>). À r«vr.» <lc> p r o s  .*• - im p le so u  com posta .
:ro dado par quüin tonia dinheiro emprestado a qoe,n 0 p 0

pre-,ta. Esle lucro è estipulado a lanio por cenlo ao ano®» ^  
numero que indica os laníf.s por rento cham»*se ,na 
juros. 0  dinheiro emprestado chama-se capital > a s° 
é o capilal com os s*u* juros.



(44). Juros simples. Trataremos primeiro dos juròs sim
ples. Pudemos calrnlar os juros dc um capital dado j»or um 
ui.no, por mais d»? um atino, c por menos deum  anno.

('»/)'>. I .°  ( ’.aso; juros por utn auno. Pudemos dadas duas 
das trez raus.ií, o rapital, os juros, e a taxa, determinar a 3.*

1 .• Dados o capital, e a taxa, achar os juros. Seja propos
to achar os juro* dc 2^150 R*- a '* Pf,r /« «oanno. Temo» 
evidentemente a proporcAn seguinte:

2ÍMV4 oso__0Q ,-
100 : 4 : : 2*450: \  =  - j g r ^ T õ -----b íu  *

Ou, os juros de 100 reis sendo i .  segue-se que os de I
• -5 145X1

real são — , e os de 2^’i 30 rs. s.lo 2 10luJ 
nC> ..B = 9 S  reis.

Por tanto . para arhar os juros dc uma quantia dada 
multiplica-se esta quantia p< 'a taxa, e ivi « ><- o '.j .arj,_ 
to nor cem 011 •> que é o mcsn.o, cortam-se «loas flgarn* 
nios da direita. Representando a quantia por . a taxa 
por,./'*, e os juros por j. exprimem-se os jur.,.> r .a
guinte formula*

ItC Ar.miMKTICA. 201

£ .  Conhecidos o . juros.c . « » « * » -  
capital que ptoduz n um ann . * J
Temos evidentemente a seguinte proporção.

9 8 X 1 0 0  _  , . - a
4 ; JO0 :: 98  : *  —  “ r  = 2 ,4 d 0  rilS'

ou 100 réis sendo 0 capit.il dc 4 reis, 0 capital de 1 real c 

y \  e o capital que dà de juros 98 reis é 9 8 X -  . Por tan.
to para ecliar o capital conhecendo os juros e a taxa ac- 
cresceutam-se duas cifras aos iuros dados, c dtVide-se p« a 
taxa.

r  _ 100L j
P • / .

Õ .°  Achar a taxa conhecendo-se 0 capital c os jures. À



3 0 ü
F-I-£ME.>TÚ3

J ob VC 2.sLlr 0 caP'ta* 21450 réis para render ]lür 
reis. lem os evidentemente a proporção.

2íoO . 93 1 0 0 :
213o

Augmentaiu-se duas cifras aos juros dados e divide*,c 
p«lo capital. *

4Xioo 
P * / . = —

cnn- ;!'S ' Í ZCS con*,Cccmos a soinma de um capital f<’"1 
terminada CquereD,0s determinar os juros à uma tn*a

iu r n ? /]adV / « ° mma.2 ^ ' 8 r<‘is um capital com * *
os iiiròs T ' e qucira 66 determinar cm quanto impor a 
os juros. Ternos a seguinte proporção.

Í0 4  : 4 : : 2518 : \ = ^ í l _ n o
• tut — w

multiplica-se a somma dada pela taxa, c divide-sr p o r ,C 
mais a mesma taxa.

p * /« __ .
100-f-p.o / i  " •

3 "  Dada a somma e a taxa achar o capital. N«
* templo seja proposto achar o capital; temos

104 : 100 : 2518 X = — **“??—9<^50 rói»
s o i -----•>

Accrcscedlam.se duas cifras á somma dada, e d i u ^ p ^  
100 mais a ta\a.

SXJOO
ioã+i>. »/o= C .

í iO). hm  vez da expressão a tanto por cento a respeit0 
oiiP i*  ̂ ^r^L*. 3 juros , emprega-sc tamhcm o»na
o mi* 'U ' ' í p’r0 ’*e tanto. Por exemplo de 20, <1° 
re»de T V -  . qUP ra',a 20> oa  2 5  etc. contido em 

e f c - A5S,m 2íJk»0 róis ao dinheiro de 2a- 
mesmo (Jne 2 & 1 ..0  r m  a -1 p. 0 /0  , e ao dinheiro de 2» * 

mesmo que a J p. 0 /0 .  Para taln>r a que dinheiro 
um capital a tanto por cento , por exemplo à S  por

divide-se 100 pela taxa,e o quociente Há o dinheiro íT s5 '



1>E a r i í b m e t i c a . 3 0 3

Reciprocamente saindo o diuhciro sabemos a taxa dividindo
100 pelo d in h c ir o -^ = 5 . Como o dinheiro multiplicado
pela ta \a é  scuipre igual a 100 , segue-se que o dinheiro 
mostra em quantos annos os juros igualam o capital.

(47) Juros por mais dc um anno. Para isto fazemos uso 
da regra de tros composta. 1.' Emquanto importam os 
juros de 340£}000 r *̂'s por 4  annos a 8  por 0 /0  ao anno.

Os juros de 4  annos devem ser 4 vezes os juros de 1 
anno , assim podemos calcular os juros de I anno c mul- 
tiplical-o por 4. Mas pelas proporções segu ntes podemos 
achar logo os juros de 4 aunos.

100 : S : : 340^ 000  R. : X juros de 1 anno
1 : 4 : : X  juros de 1 anno : Z jurus de 4 anno.

ICO : 8 x 4  :: StOOOOxX : XxZ. 
7 _ 8 x V x 3 4 0 0 0 x X _ :J 2 x 3 S O * 0 0 0 = R  i0 8 f8 0 0

t W x  X 100
niulliplica-sc O capital pelo produeto da taxa pelo tempo, e 
coriatn-sc dous algarismos a direita representando o tempo 
por T

CXTJTp. " / • _ j  
1U0

2.» Qual é o capital que à juros dc 8  por 0 /0  rende cm 
4 annos 1 0 8 ^ 8 0 0  rs.

ÍOŜ SOO Rs-X100
8 x i  : 100 : : 108£>800 Rs. : —  ãT» ' 

= 3 4 0 6 0 0 0 .
Ajunta-se aos juros dados duas cifras, e divide-sc pelo 

produeto da taxa pcio tempo.

JXioo
p. ° /o ^ T

o.* A que taxa deve ser posto a juros o capital 3 i0 /0 Ò 0  
réis para render 1 0 8 /0 0 0  réis cm i  annos.

340& 000  : 108.^800 : • 100 : X taxa dc I anno 
4 : 1 -  X : Z taxa de I anno

3 4 0 * 0 0 0 X 4 : 108*800 H. : : 100XX : XXY
Y = \ 0 0 XXX 108.^800 R. =*|08.3>800) 1 0 0 = 8

4>34O#O0OXX 340^5000X4



RLEMEXto*

j  '*uas «frat aos juros «lados c divide se pelo pr*5'
«UCIO do tempo pelo capital

J.XlOO
~ C x T = v -  • / .

a iuros^th» r  lCT.P°  p?l,° °  ' He ÕVO^tíW rs. p0 1̂'1 J os de 8 por J»  render Iq8.->$(| )•» Jcnios

340000 : : l 088Oa : : 100 : X

3UX)ÕÜX8 . KW hôÕxX: : l<H) T \ T j  
J l  *** ^ 5  * fKJ 10S8( )i). i(K,

õ Í 0 0 ü 0 . v 8 x \ " ~ -  TiOGO?»K =  1 anri0S

{ " "d ^ iírp c ^ lT a V a 05 ^  da(,°8 P l,,,!o pra(,l’f'
^ x io n  •

C y p  .<,/»

inrnó* ,S c"'1n  ̂i8 *S800 R. a somma de um rapiul coni >ell‘ 
jnros dn * onnos n 8  por * /. qual é o c.p ital

IOO> H/Í) : ICO : U8.800 : X 
t e >48^ 8 0 0 X V88QQ0QQ=Ãin.-<100 H- 

í<M>-í-SX t  Í 3Õ---------

juntam-se duas ciFra» a somma dada o dí\ido-?e por 100 nifl’5 
°  produeto da (ara pelo l^mpo.

■Sxioo_____
«oo X(p. 7 „ v i~ ) = c -

(>. S<?ndo 4$3-v}S 0r> rs. a som nn d’u.;i enpitn] ro u sou* 
juros a S p-ir „ ’ de i annos, cm quinto importam o« jtsrf*

100-f-(8X4 : 8X t : : 4ia.'s«*00 T : X 
X =  *488007 ̂ 8/ V) A i88uo>132

----- 7 ~ ~ ~ 7 " — -------------=10Sv5J800 II.
\ 00 v  8X 4) 132

muitipHca-w a somma datla pel0 prodoclo da taxa p ^  
>po( o di\i'lc*se ]>or 100 niais o mesmo produtlo



S X l p . ^ X l !

(4R). Juros por m enoí do um anno. Lina \«;z conheci
dos o* juros por um anno podemo® achar os de um espaço de 
tempo menor repartindo o importe dos juros annuaes em 
|»artes aliquolas do anno. As mesmas regras dadas para tem 
pos maiores que um anno servem pnra tempos menores, nos 
exemplos anteriores podemos sul-Mtuir o numero de nnnos
4 , por V i . r  , k  , L í  Paríl achar os juro* de.fi, de do
•1, e do I niCM.-s. i* do 1 dia. Por ewmplo seja proposto 
aeh*r o< juros dc 8 por dc 3 r* 0 $ 0 0 0  rs. em 6  mezes 
temos 100 : 8  : 3  lOOOO : X

1 : 1 - : :  t : Y

IiE  AR1THMETIGA.

100 ; 8 x j  : : 3-1000 : X g S S S g Z l s a  13,600

Para achar os juros dc qoalquer quantia em um certo nu
mero dc t!i;is procfdc se do ino<1o seguinte. Seja proposto 
achar os juros dc 2 .^ 1 5 0  a i por % dnranle 27 dias.

(J anno tcni 305 dias, sabendo os juros de»ti quantia dc 
um anno podemos achar os de "27 dias pela seguinte propor
ção representando os juros annuaes por ^

3C:’> : Y : : 2 7  : X = 2 7 XV
365

mas assim temos dc calcular primeiro os juros dê um .mno , 
e»ita-sr este trabalho pela proporção composta sejjuiuíi

100 : i : : 2150 : Y
365 : Y : : x_____________

HO>r,fi5T l x V  : : 2 4 5 0 * 2 7  : X x Y  
X= 2 4 5 0 X 2 7 X 4 = i . 2V

100x 3 6 5

Podemos ainda simplificar este calculo, basta para iv o  ap- 
plicar o seguinte principio, que as duas relações que formam 
uma proporção  sendo iguaes, acha-se o termo desconhecido 
dividindo o termo conhecido pela razão conhecida: na propor
ã o  100X305: 4: : 2450.V27 ; Y

X = 2 4 5 0 x 2 7  a primeira rrM <» ’3 f i5 x f 0 0 : \  arfia.
_ J 0 0 x õ G 5

4 40



e .i.E iio^ros

se cm todos os > ilt ulog que tem por h.tse a mesma Isx* * 
l>or /•  , M*ja qud for a somma e o numero dc dias. Pod&~ 
mos pois calcular |wr uuia vez esta raiSo n6 ^ = t ) l 2 ~». P 1'
wdindo por este numero o termo conhecido du secunda ra- 
l io ,  dew>mns ter por quociente o valor da incógnita P*"' 
da, assim '2i.*>0x27 66150

912»  9 l2 r » ~ 7 *2 *

Por tanto para achar os juros de uma quantia qual‘11*? 
um certo numero de dias a uma taxa determinada, t«u'

I .itamos a quantia dada pelo utlmero de dias , e divid*1110* 
este produeto por 30500 , dividido pela taxa. Üs q»00*? ,!! 
dc pelas taxas t , -2. :j, i ,  5 . 6 , 7. 8, etc. calcula^  
uma vez tomam o nome de divisores lixos porque náo n> 
dam , emquanto a u,xa ê a mesma; para facilitar 08 c , 
los existem taboas com todos este< divisore* lixos. i>te “ j* 
iJmdo na practua se simplifica : 1.- suppondo o anno 
•ibü dias , o que sen e  para simplificar os divisor*-5- * 
suppn-jundo os dou* últimos alaarisinos ã direita do F  
dueto e do divisor. 

Apphcando o» dou-, meu* 1c simplificação ao t>xt&P*°
ti »i3, temos: !

tii5 0 A 2 7 .= 6 < > t5 0 . ^ = 9 0 0 0  . e en tio  W®°*
W l _ ultí*
^ ~ i O quocieoie aqui è maior que o que rc$ ^

calculo rigoroso, o que provém de contarmos só 36® enJ 
no atino, em vez de U05, de modo que o> juro> dc 1
vez de serem ^  dos juros annuaes sflo 5 5 ,. P»** c° n1pf " 3O
1 >ta diferença cou>ideramos todos os n»e.70- coin®
dias, -  do anuo, ou de 3G0 dia>.

Este calculo nâo <? expedicto quando o divisor *,VJ0 pri
ma fvacção, n 'es)e i'U o  podemos a!neviat*o, procura*’ . . or 
meiro os juros da t j \a  n n is próxima que tenha um 1 • 
in te iro , c depois atignirulando ou dim inuindo  
a d id o s  segundo a r«*âo <la la ia  calculada para f  ^  
devia calcular. O costume c  calcular seuiprd °* Juf 0 re- 
6000, divisor lixo d i taxa por “/ c então diminll,r ^

«ultado de jp a ra  t por dc para l i  j  P"r */»’ 0 . ;



para *» por.,/*. Em quanto importam os jiiru< ii«> 5ií£,0ii0 
réis a (i .7 |>or cento cm 5  * mozs.

5 0 í 000 X 103 .*«‘2.10000 ÍÍ250 .
. __ — —  — — ICIS

0000 0000 ü

Juros da quantia acima á 0 por " , c com o: G: fi 1-2 : : 
12: 1 5 , ajunlnmos à 8 7 5 , a sim tiuodfM-irnn parle , c te
mos 8 7 5 - } - 7 2 . 9 = 9 1 7 ,9  . que são os juros pedidos de
5 0 ^ 0 0 0  L

Km vez de divsores fixos, podemos em pregar para cal
cular os juros , multiplicadores fixos.

Vara calcular os juros com os multiplicadores fixos, m ul
tiplica se a quanlia dada pelos d ia s . 0 depois multiplica-se 
esta produclo por uma fracção, tendo por nnmorador a taxa 
dos ju ro s , e por denominador 30000. Seja propostQ acliar
os juros de 5 0 /0 0 0  réis a G por •/'• em 3 j  me/e s.

Temos a seguiute propor.íío:

1 0 0 X 3 0 0  : 0: 5 0 ^ 0 0 0 x 1 0 5  : X

X =00000X IO5.x0= iiOOOOx 10:>X 0 =87o  
50000 5CÜ00

Tendo pois uma taboa com Iodos os multiplicadores lixos, 
isto c. com as fracções que resultam das taxas -2. o,  o ,
6 , 7 Ctc. divididas por 56000 , podemos em pregar os m ui- 
tiplicalores cm togar dos divisores fixos; estos frncc‘>esre- 
dusidas á decimaes , facilitam ainda mais 0 caiculo dos
juros. . I „

Podemos aiuda calcular os juros dc outro m odo, P?. -s 
uartes aiinuotas. O juros durante t dia dc uma somma igutu 
ao divisor fixo da taxa dada, é igual a I real porque esta 
somma dividida pelo divisor fixo dá no quoc.oalc i . Por 
exemplo; os juro, de 9S000 réis durante \ dia a ^  nor ; 
são isuae-s a um  real. porque para acliar estes jii*-1- • • •' 
dividir 9 )000  réis por 9000, divisor lixo correspor.demC a 
\  por %  . 0 que dá uo quociente í .

Por conseqüência já qu.> S00«» réis á i P° r U U  
real dc juros por d ia , se:,ue-sc que os juros d e JIU  em 
90 dias são iguacs a centesim a p a ite  de OüOO n:is. 1 P | r í 
uma oulra qualquer quantia a ecnlesima parle do ca pi v.
igual lambem aos juros de i ,  "/" de 93 d»a?. Seja por

HE AUlTllH r.TICA. o ( )7



««Muplo (* capit.il o> ju ro s  d este c-spi:..i á i  | iur * '
e,n ‘l'a ; , acha-se* pelas projKirçv>os i^aiiil»

«000 : r-» i : : : \ .  «.
t :: !>0 «• : : X : Z

o o o o T ê o  « * ~ 2 r í õ x x 7 z v  x
z = at:>ox<.)Q 345!»

U!XK>= 1ÕÜ) 

1’or tanto tomando a centesima parte de á i .i .  leoK* <«ju' 
,OS Müantin cn, ÍK> dias « fa(-íl ,  deducir <* Íu,r0! 
para qualquer outro numero de dias. S. ia proposto aclj* 
«*s juros dc — *->0 Hs. a t por o/o durante ú~ d:-'-

*2 í ã 0  capital
- 4 ,  3 0  juros do !)0 <lin> 

fc. 10 juros d e .U) dias
O, 8 ! juros de 3 dias

Tirando ..sju r .w  d. 3 dia* do-, d cô O  Iem-> 8 .
juros dc 27  «lias. .

Na pr.n l ira podonjos facilitar ainda esta cnlcuU' faíí lV^ 
sem pre os cr,.calos com  os m esm o? núm eros. T om 3111' ' ‘

?!>°  0> Ju,ros de <3 por 0/0  cujo divisor fivo h .  
«orresponde a G0 dias dc juros. E ste  num ero icni •} 
U gen i de ter m uitos d iv isores . dccim acs e «laodcein»?** 
divide-sc p o r -2, 3 , i ,  5 , f,. | t> 2 ,N 39 , o  que 
m uito a d e c o m p o s to  cm  p a r to  a li.iu olas. Cma  
nhecidos os juros de 0  por cen to , fac ilm en te  se acban

juros ue 3  por cento  tirando da som ma achada  j  1 ^ ^  

0 /0  tirando j  , a 3  por 0 /0  tirando r, , á 8 por 0 /0  aj u(l 

tando i , á  12 |»or 0/0  dobrando; o s -1 por 0/0  avaliao, ' ítf

,;m jõ  ̂ o s~p or0 /(l em ^  , e assim por diante. Sej-’ I ^
P °sto  achar o s  juros de S .kÍ^ í^ O O O  rs. durflu lc  o l!,a'
4  por 0  0 . , Q

Os juros de 3 : ü .i i .^ 0 0 0  rs. a 6  por em G0 dia? sa 
1 f» (|tí 

iguaes a —  do capital . isto è a 3 u /5 4 0  rs. •*> "Iinitr

dias pronirad«#é igual a ^  , portanto —A~ = r” t 
os Í,iro'i a 6 p«.r %  do capital dado por 5 dias, tir*1*® kk“ '

ELKMjBíros



u e  a iu t i ih e t k .a .  - ;j<)9

Ia quanlia ^ terem os os juros da mesma durantn o m esm o

tem po a 4 por ° /„  o  terso de 2 .^ 9 6 1 r.>. é 9 8 7  rs. e  2>}9G I 
rs .— 9 8 7  r s .= lv ^ 9 7  í rs. juros procurado. S e a taxa fosse de  
8 por °j,  em  vez de tirar o  torso deferíam os ajuntal-o, en 
tão teriam oi 2 9 0 1 + 9 8 7  r> .-= r> 0^ '‘8  rs. S.- a taxa fosse  
12 por 0/0  , teríam os 2 9 3 4 x 2 - = ;> 9 2 2  r<. E ste  c o mais 
expediclo de todos os m etliodos.

Como o s  ju ros J. de um capital C. cm  uin num ero de 
.• T r.X D /T . ,r

flios 1). 9 uma lüxn 1 * c J*— v>aD *« (̂jQoo 3tk>uo

nios 3G 000 X  J = C x T x D .  logo -̂ |^ - ' = C . O s j u r o s  m ulti
plicados por 3 (3000 ,e divididos pelo p roduclo  da laxr. pelo nu
mero d e d ias,dando o capital. Da rncfma expressão õO O O O xJ=

T . x  C x  D . tiram os T =  ^ ‘̂  -• Os juros m ultip licados por 
3GOOO, e d ivid idos pelo produclo <!o capital pelo num ero  

de d ia s ,d a n d o a ta x n ;D = 3- ^ f . O s juros m ultip licados por 
3 0 0 0 0 , e divididos pelo produclo da tí-xa pelo capital d a n 
do o num ero d e d ias.

eSuros compostos cu jefros tle juros.

(49;. Q uando o capitalista em  vez de receber os juros  
vencidos no fim de cada prasn convencionado para o seu  
vencim ento , o s reune ao capital p r im itiv o , para q ue ca pi»  
talisados vençam tam bém  os seus respectivos juros d iz*se  
que reccbe juros de juros. As q ucslòes dc juros co m p o sto s  
são às vezes m uito com plicadas para poderem  ser n  s ó l i 
das pela sim ples arithm etica , p entâo d evem os recorrer a 
Álgebra; por tanto, aqui só tratarem os das ui.iis sim ples.

achar Cm 4 aan tó  im portaria um  capi- 
i » r « / 0 ?  e m 3  rnn"S á j lirí,s com postos de
lílcn ii 1 2 ° '  ,n9do m a,s sim ples de resolver e s le  pro- 
aiunt- l-o - t  ar-(°iS l̂,ros 4 8 0  S 0 0 0  rs. p,*r um anno , 
canitâl nnr 1 * Calcular depois os juros deste n ovox tp" ^7,1,& ?.•*•* ••**»*«
W - o » » a , ! i i af ,  « à „ I n,° CJP  ̂ P=,r. um «nnoeajo ,,. 
curada: *>»«»* » resposta j.ru-
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^80-^00t>=ca|»il jl tio 1° anno 
2l£j00ü=rjuros do Ia anno

5O4^J0OO=capital do 2 1 anno
2->.'**')00=juros do II1 anuo 

5 ~ ) { ) 0 0 0 = c a PiUl «Io 5* ann<» 
23>)',0<)= j;ir,i<. (;0 5« .mm* 

5 5 ã ^ l:ú 0 = ra p ita l no fim do 3" anno.

Este metliodo è muito longo principalmente quando o n*'_ 
mero dc amsos è granJc; podemos proceder do moJe se 
gum te

100 : 105 :: i.SOOOO : X capital do 1° anno 
1 0 0 ;  iOr» :: X \  capitil dc 2 ’ a"ní><i 
100 ; 10r* .. v Z capital de 3* anno?

t c m o s X = iR o o o o x jo ; ;  j» c.iPit;;i 
100

Y = W O O O X ^ X ; ^  2." r-ir.it jl
2 = 4 8 0 0 - / ) X I 0 5 x l 0 5 x 1 0 5  ?,.° capital. 

io o  1ÕÕ iõTT

Então fazemos iojo dc una s«> \c z  o calculo, i-l° c - n'!L. 
«plicamos o capital por tantas veies a razã® de ccn  
montado da ta\a a 100, quantos são os annos, ou mnnip 
mos o capital por ama potência desla razj<> ignal so nl1 ‘ -
r» de annos Z = t 8 0 i > 0 0 x ( ^ } i 

representando por C o capiial temos 

C/ = C X ( i « ^ U ) n

Esta formula calcula-s,- fn mos-

Lo-  Z = i °5- ^0.)O O 4-!ns ( l S ) x 5  
O logaritbmo dc 480000^=5,(58121 

O logaritlimo dc 
log. 1 ,0 5 = 0 .0 2 1 1 9  c

0 ,0 2  H  9 / 3  = 0 ,0 6 5 5 7
uumero correspondente 555C>G5 = j .7 * 4 H l , inl3 

Ajuni.i-sc ao lognrithmo do r a pi tal o logarithnio ° c u



íraoMO tendo |K>r oumerador 100 mais a taxa , c por de
nominador 100, multiplicado polo numero de annos.

^1004- p •/«. \ v
Log. i . =  log- C+log-V íõõ----- y Xn-
Log. C -t-ílo g . lOO-f-po/o -!o g . 100)X n.

•i.u Seia proposto achar qual o capital que a juros com
postos de'3 P- °/o ™ de 3 a,"*°s unP°rU em 

10,’í : 100 : 53^660 : X 
108 : 100 : X : Y 
105: 100 : \  : Z  

X = 5 3 5 0 ü > ,^ 5 4- ° au,'°

Y=51»5g60X j-jjr- V 2.* anuo10j  10v>
V » •- r   ̂W ** iík) V* ^  >» 0Z=o55oo0\ -r- A í-r-X f^rO.° ann°=10 j  105 IOj

logo Z = 5 5 5 0 G 0 x ( ^ ) 3

Podemos calcular esta formula pelos Ioga ri th mo* 
Logarithnfto dc 5566 0 = 5 .7 V  t81

logaritbmo
9 .9 7 8 8 1 — i 0)x  5 = 2 9.93043— 30

* 5 5 í í8 l í i—5 0 = 5 ,0 8 1124

o numero que corresponde a este logarithmo è 480000, lo
go o capital procurado é 480.0GÜ rs.

Podemos fazer est- caículo por esta outra forma, peta re
gra antecedente temos

5 5 5 6 0 0 =  X x  ( r ^ )  portanto 

log. 5 5 5 6 6 0 =  log. X -f- log. ( j (̂ ) x 3

log. X = !o g . Õ55660—-log. ( ~ ) x 3
logarithmo SuãGGO— 5,74481
log írUbmo 1 ,05X 3  G,00õ57
numero correspondente H W )S0ô0=u.O 81-i

P or tanto para achar o capitai priiniti'0  quc un,a so,nnia 
proilusioda.la i juros compostos n’um tempo determinado c a 
uma tava dada, muUipiu i-se a qu.inti* pel.i rasSo do 100, a

D t  A n m i M t r i c A .  1
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100 mais n laxa, elevada a polenria indicada pelo tempo*

C = G ' x f  V  
“l j

Por logaritJjinos, ajiint.mos r.o logarithmo «l.i quantia 'l-1'
• a, o lagnrithmo d;* umi fracção lendo por nmncrador lt ’0 *  
por denominador lOOmiUa taxa .multiplicado pelo iHJ tncí® 
winos; ou tiramos do lognrithmo d i quantia dada, o logai-1' 

© <Je «ma fracvào tendo por niimerador 100 mais «a*a
o por denominador 100.

k°o- C = k > g . C '-flog. VlOO-̂ -jjor '»>y 
I.og. C = L o g . Ct-j-flog. >00— log. 1(X)4-p% ) '< ^ ‘
i-°B- c = L o g . a —  log.
T \  100 JKl'
Log. L— Log. t f — log. (100-f-p »/0)— Jog. !0 0 )X U-

AftnitnníP1 ProP®**° achar cm quantos annos o 
480fOOO rs. importara em 5 5 5 £ 6 6 0  rs. a juros romJ)0?loS 
dc u por • / . .  1

Temos pela I * regra Ü 3ã6fl0= 480000x  ( { ^ )  1 d’c*ta
igualdrde tiramos a seguinte

/I0 A X  5ú.>,660 . .
V«oo/ — w líiõõ’ e P€,os loganthmos.

x x lo*- (S )= '» 8 - (mi, u '"°
x  =  log- 535060—log. SSQüOQ 

log. J03—log. 100 
Logarithmo 555600 =  5,74 Í81 

lo8- i8000l> =  5,08351
. . . 0 .06357
logarithmo 1,05 =  0,02111»
dividindo 0,0<>3o7 por 0,02111» temos por quocicnle, 3-

Tira-so do logarithmo da quantia dada o logaritbUJO d0 
capital primitivo, e divide-se esta diflerença pelo logarilb"10 
da fraeçao (|uc tein por numerador lüO mais a taxa o por de
nominador 100

-N=Lpg. C'— log. C
log. 1 0 0 + p  rt/„— logTlTiÕ 

*•* S.-ja prnpagto determinar porqu® taxa deva t*r l>ofU



á juros com postos *  quantit dc l>í$ÜW r* p t it  que n*> 
lim de ã  annos importe em 535GUÍ).

Temos pela primeira regra

5 5 5 6 M = Í8 0 0 0 0 X  ) '

IVeíla igualdade linunos a *»guiute

*«* )  F r Ulú9  
!0 0 -fX  371Í3ÍÜ)6S 

iüt) V ;8 0 £K)í»
K iO -fX = lO Q X  -V õS&HiO

V 4KÕmiÕ""
Log. 100-fX — !o^. 100 j-log. :.5’.Af,(!— iog. 4íi>09

■ ■ ■■■ ■ ■ --«V • »
4

logaritíimo :J55:>CO--=5,7 48 1
---------------4«0:iO=r>,ü8í21
log. 5 55660—i.80OJ 0,06357  

3  = 0 ,0 2 1 10 
logarithiiio 100 2,00l)00
numero enrrep. I 0 ' i= 2 .0 í i l^ 0

Portmtn 100 -f-X = !0 ;> ,eX .=  l0 5 — i Oít=*»;• i logarillno  
de ioo  sjunla-se o logarilhmo da quantia, m&n>.;s o do capiud 
primitivo, dividido? por 3, c acha-se assiin cem mais a taxa, 
tirando cem, acha-se a Uxa procurada

Log. tOO-j-p.*/* Inc. f / —loç. C.
= — ----------— ---------rl'K >

n

I D I r f a i t í n s .

•>0) li.x u a io  ó uai abnlictealt) no valor d« aru i .'Oinini 
anles de so te r direito a cila conforme um t into pur «ento 

<) valor p resen te 'de  qu;t!.];icr quantia quu só d.:vc ser 
pa^a etn um praso ainda nit» \>ucido, é i^ual a uma snaus»* 
que posta a juros pelo temp.t que falia p.ir.i o prr»*’ de &*n 
vencimento a um tanto por <ento pro-Jiu o valor da quantia, 
assim o valor adua i de 500,*'000 rs. a p.i;;ar->« d:*qu; i 
6 mezos, 6 igual a (juaniin a juros <le p. °/«, jiar *xo'ü- 
P‘0, « b G ir.cicí imporia çíij uOOjüQO rs.

I»K AlUTUMETICA. ,M3

II



|  <>r tanlo a regra «le discontot detc ser resolvida peU W* 
guuite projxirçéo.

(-o.no 1U0 m. i  o$ jures pelo praso.cslà pira a lnia
• •'■K.t , i pelo pras i, a%>ini c;tã a quantia para o disconto* 

Oual é o  >a!or pregou- do ãiO^OOO r s  ã romir-M no 
prazo <!o 2  antio>, com di<ro:i!o dc õ ». “ 'o. 

iem os ‘ '

í*0  : : !0 : ; 500000 : X •■«««_  >

leaios por tanto da obter Je 500tü X ), esia quantia» e 
.) iMr». i,j,:5<i=V oí :;v.j rs. valor presente.

oirjfoos achar logo o valor pre.v>iile por esta otttra p°r 
porção 1

110 : 100 ; : ÕOOyOOO : : \ = ^ n v —
E00:)MX10_r »>, w ..,_

11 j r>. valor presente.

nsta c a  verdadeira refira d* dv-conio-, oii> n ■’ 
gada entre r.ós. em loi i> .h nossas transar.vs d-’ dicc0l‘ ’. . r . .. . . .  i • * . , » iü> •

u i .E v tv r o s

r^r.i d 3 juros, o que ó f.v.oravel a:> 'i * *,’
[rrnjjlo pe" * r«* r̂a dc juros o discoal!) de -  “

se f a suo da
conta. PorcxrrnjHo peM n -ra  dc juros 
nos do 0^)0 rá. acLvse .*?ss:r:j

ICO: 10: 500 C00: f jy - K'x to -gnnnO rs.
;ua

« o disconto é de ÜÍKOÍK) r,. l;»i veí de 45 * ’i5V rs , o 
lor preseqto da mesma quantia <> de 4 5 0 /0 0 0  rs- p:n 
«Ic 4oi;/r*4:i ri. a difi'tr«..»v>i è do •'i-.Hõ rs. «:J fjvíir 
quc;.i disconla.

íiíiír-.:»* eaicutas.
0*0 ^ Hicârtla nyra ti jwr< • aj plua-se às c0!nU,: '!s(). 

as correlagou», a: » sc^c.ros , c j compre c tenda de
1.° Coininis fio « um t^nlo por ccnlo qnc se p3g* a ,‘r . 

correspondente do casas da negocio para comprar ou %w‘ 
tier ^etteros qui; lhe são consignados. , 1(|1

Ü." Corretagem é nm tanto jt.r ceulo que se pag* V  
eorroclor para ajudar o; negociantes a acharem caflipra 
res e vfciulwlcrei.

5." S e g u r o s u n i  tanlo por ceuto ijne s.e dá á rc,lafPnj .  
s>«as ou companbia«, que proiBelleni pagar as perdas «c 
%ios, mercadorias, clc. causadas por fogo, uaufragio? «lc*



Exemplo 1 . Qual a comtni&sãodcííOO/OOO R « .  á  3  i  l i  p. » / #

100 : o 1-  : : a 0 0 /0 0 0  X= - - ^ * - ^ - = 5 0 0 0 x 5 ^  
=  17^)5000-2.

Kicm plo 2.* Q ja l a correta^m de filOfOOO R. a -4 p.O/<)

m  : 4 t : : > ,10*000 : X =  y = G lC 0 X  “ Ia'25 R.

Exemplo 3.* Qual o segtiro dc 87i.<000 R. a lâ^-p. 0 O

^00 : '2-1 ; : 87ÍOOO : X = Sf ^ X  1 2 ^ ^<5740X12*- 
= ! 0 9 ,  á : i i >  R < .  .  .  . ............................................................................... ■*

Podiannr- em vez d<**jm»cunr a rommis ;ão. a rorr.ín- 
í?e;u e o se-aro , procurar pe!o eotitrario . ;; U«.va , ou os 
capitães . etr. , ma- cono «> ealc ilo 6 o :.;e,nio que para 
juos, nada mai* diremos a c?te respeito.

•i.° Acções, fundes j-ubiico* ctc. Os fundos públicos são 
f'*!‘lilulos «ia divida puÍTíeã de que o èslado psga juros acs 
sens possuidores, q«"r rlia ! -nha resultado dc eu prcstimos 
por dl<? Corrtrahidos, quér de rendas vendidas , qner rm - 
fim dc acções no pagamento?, que íc consolidaram em divi
do perpetua ou tctnporaria, com vencimento dc juros. Estes 
titulo-, rcprcscr.tam um cepitil nominal que é ÍC 0 . e um 
juro tandem  nominal, que v o qi:e o cdado paga ao seu  pos- 
suiJor nas epochas d o jc u  venc imento. l ’m o oulro são in
variáveis. íla  porém oulro capitai r e a l , que é o preço que 
dá a venda de uni titulo posin cm p raça , c este é variável 
segando a maior oa menor fldeüda-jc que o estado guar
da no pagamento do* juro?, e octras circunstancias.

Um juro dc 5 p °/\ p.̂ 30 p,-Jo esrado pode custar em pra
ça, cu ao par . 01: arim 1 , ou *!..iixo (|„ pCr  ̂ jS(n (, t a 
100 , ou a mais, ou a mruos de 109; e por anui St* vc <uic
flr.,;,/*™  A n  m «I . .* ‘ 1“

DE ARITÍliirriCA. H 1 5

Exemnb * * Q ...... ~  7 * ; V i r e i s  «p ila i ruL
o e.ipitrd real de 5. : y '  / .  ' M" p : • ««Opjar de " r 7 , « q  

f t í í  : 1H58000 - - ~ . V- k - ao r,,s!o rf‘' i 0 ,?  
K xcm nlo *1 ” T> ' -> ' -iO/OOO l i s .  rm d a.

* .« ? . j«  w ; > ; w ,  « v *  »o  i í -• i . . o  1» 9 j» rorno o  c u r lo .  
^ 4 0 0 0 0  : 4SÍSOOO : : t ; : X = |0 l custo.

s. a



SIC Et.>41tX Tf)K

l.xeniplo Quo juri». real vence com ó *ou 1 
que o emprega <*m m u las do 5 por O/O a«» curso dc iOI-

101 : 5 ; : |ftrt ; X = J ~  por (t 0  Taxa real.

hxemplo C.» para que urn capital rral empregado c® 
rtndas do 5 0 /0  p^*»a render (> U O, <iii.il importa que • 
ja o ruslo? ' *

r> : .'i:: loO :: X = 8 t)4

Quanto .is acçíis <!<• Jjjr.co , e d.»s C«ijnp»ol*ia* dc 
ros, ou <Ie quai-squer ou Iras emprrsns l*a lambein q1’® 1 ^
• »r ii t-lUas <i capital nominal , que è liso  e ii»vari«fe * , 
capital, que è o  preço da acçáo posla em praça , 0 1 “s 
«a!e mais uu menns segundo íão maiores oa'ii»'n<Jr.e . 
cm dendos, isto os lucros qu« o banco ou Companh*» «  
ram do manejo de seus capitaes, c reparte Pe*os .3crl°,I!fl.itc 
uas epoc.has convencionadas. A unica qiiestfo imp0 
a este rrspeilo é a seguinte. ,

Qual é a ta\a do juro roa! <!e un.a acçíío compr‘ ‘ • i0 
ÇNOáüüO Rs., tendo o dividondo do s< mCStrí ' 
j**500fl rei>7 Como queiem oi saber a ta \a  de um a.-1 
bramr* o dividendo

(1S0000 : 64OÍ.0 :: fo o  : Oft 

ÁRTICO 4 /

( ' o s u p u r n ^ a o  < lc  p e s o s  m e d i d a  c * n " ‘ví*‘"

i 5íV) fo m o  caJa tt8'á<i emprega peso?, medidas c ,l1(̂ 5 
das difftrenfes , precisamos muitas vezes dc, r<,l'uf ,r, . a<Jo 
pesos e medidas de um paiz, aos de um nulro, c sobíC 
aoi noüsos.

€ ' o m p n r s t ç a w  d e  peso* c  i s i e d l i l R 0 *

(õ ») Para acl.ar o valor dos pesos e medidas dc uma 
ção em peios ü medidas de õutta , ê preciso saber CIH ^(j3 
razão está uma das unidades, de um paii para 
mesma o-.pecie do outro , para por cila tirar os v* cSltro 
*cus multiples <* submultiplos respectivos. í»ão ‘ia °  
meio de chegar á esle conhecimento , scn5o unia con • 
ts.ào cí j t t» dos padrões m«i* c«rr«cto* dn- dua>



DE AniTHM ETICA.

(55) 0  resultado desta confrontação pade ser enunciado 
dc dons modos: 1.° dizendo o numero ciaclo de medidas 
segundo um syslcma , que corresponde á outro numero 
exacto das medidas relativas do outro systema , dizendo 
por exem plo, 10 varas portnguezas valem exactam ento 11 
mctr.í» , ò 5 varas valem 0 jardas (yards). 2.° Dizendo em  
numero inteiro ou fraciom rio , o valor de uma so unida» 
do d um svsiem i na sin  relativa do outro  , como por 
exemplo: 1 vara ô igual 1,1 m etros, c a 1,2 jardas. Sup- 
jK>sto este conhecimento facd ó por meio de multiplicações 
c devisôes, conforme c , ^ ^stem a , representar todas as 
unidade^ «uperidfc- c inferiores dos dows systemas umas 
nn> outras Como ca la um  d es te i.d o u s  modos de enunciar 

razões c:itre u n id ad e  da mesma especie de diíTerentes 
^vstema-s tem suas vantagens particulares, mostraremos como 
de um modo passamos para o outro. I)a expressão 10 va
ras valem 11 metros podemos passar á expressão 1 vara 
'a le  1,1 m etros, do r.so.lo- ’gu:ntc: 1 0 '.=  11 metros, divi
dindo os dous teniio.; desta iguanlade por 10 , temos
1~ = -  1T= 1 .  I metros.to 10 > . . .

R e c ip ro c a m e n te  podemos p.is :.r i i expressão i — 1 ,m l
I ira  a 10r= i l  m multiplicando o.> dous termos da pritnei-
o  igualdade por 10, e então temos 1 0 '= 4 I  m etros; m ul
tiplicada ro r um numero que faça desapparecer a fraeçao 
tio segundo termo. Exemplo l ' = l ,  2 jardas, m uhiphcando 
por 1 0 ,  temos Í 0 '= I 2  ja rd a s , m as hasta multiplicar 
j»or 5, o temos então 5T= Ó  jardas.

Uiua vez tradusida uma unidade ueum  systema, na sua 
correspondente dn outro , facil è achar o v;.!or de qualquer 
numero de unidades de um systema em unidades do outro 
Por exem plo, sabendo quanto vale a vara em metros facil 
é achar quantos metros ^alcm *10 >aras, 10 . »í 1*1 .. 40 . X
—— ==4X11 =  14 m etros, ou entao 1 v a r a = ! ,ml , logo

40 varas*=l,*nl X 4 0 = -4 4 ,m. Do mesmo modo podemos 
achar quanto valem TjO varss em jardas. Temos 5 .. GT:,

30 : X = ^ = 6 x B = 3 G  jardas , ou 1 * =  1,2  jardas logo
5 0  v a r a s= lT. 2 x 3 0 = 3 0  jardas.

Querendo saber 44  melros quantas varas s.-.o ; temos a 
proporção seguinte: 11 : 1 0 : :  i i :  X 

44/10 * « > _ . ,
~~rf“ sT  varas-



. (5fí) Mostraremos agora cim o poJcmos redusir as medidas 
de nm systema ás de outro , quando não sabemos directa- 
inente a razão entre os padrões dos dous svstetnas, mas *?* 
Lt nios a razilo em que está uni dcllcs para o do outro , cuJ'J 
padrão sabetnos tradusir no outro.

Supponhamos que queremos redusir a jarda ã varas, L 
quo não sabemos cm que razão estão e>í -?s padrões porcon- 
froniaçOes exactas , mas qnc sabemos que a jarda è igi,a' i
0 ,n,OI io.<8. e a vara ;i t , Ml .  Tomos esta proporção.

1.^IOOOOO : 0'n,9 l i333  :: V  ; li"

,ÜS<> 831*2572 varas

Despresnndo as deciimes a jardi está para a v-ira
mo 9  : 11 , e a jarda é i^ml á de vara , e a va-

í 1 w
ra “ y dc jardas, ou a I, 22. Como l , n,lx 3 = -> ,n,J

0 )m9 l4 3 8 3 x 0 = 3 ,mtó8292 , po.Iemo» dizer que ' ur“' .. 
igiiaes a (J jardr.s , a diiTcrença sendo d«i 0,011 «Oo* i'"
mais da j^j-dc melro, ou do de vara que vem 2 ^
pouco mais de 4  linhas. Por tanto,  \ j ^ *  ® igua a
■g dc vara, e I Tara a % de jarda.

(•j/) Apresentaremos aqui a rcducção <̂ c alguma» n‘* 
das mais importantes cm medidas poriuguezas, c em nl 
d3« metriras.

\s> M«*didas circula res. A cireumferencía do circii-’ c 
do 300 grãos, e o qoadranle 9 1 ,  no systema se io ie5’101*'  ̂
e no trslsma decimal cada quadraute tendo 109 gC«»o9 » 
cimimfereneía 400 gráos. Sc^ur-sr qun
4 0 C f . í f = S 0 ? .^ .  c 1 gráo c e n l e = í £ = £  «logrà* sCN3?l“>

• gráo ? ex o .=  “ j = = ~  d o  gráo (' o : ) 1

 ̂ Por nma ssmpíçs muitipiicaçfn» redusimos um rrtnn^0 
co dt* grãos cie um systema ao outro. Por exemp*0 . 0
ítx . sãa iguaes 3 0 x ^ °= 3 3 ,3 3 gríos ccnt., c 50 grãos ccnt#
5 * 9
J !i0^ , r -  43  grãos scxagcísiiuâr?.

2 . McrI: ’ < do e\lC!isio. O quadraníc terrestre *r™ 
M^IQTÍO tc . . .  ir::n ■ ,-’S , esta Jatafthinac,;:* foi f«>1* tül
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toda a exactidao por meio dc medições geodeiicas; este  
mesmo quadraute tem por convenção 10 000000 m etros, 

ou por outra d;\-se o nome «!e metro a {õõõõõõò de um ^U4“ 
dranle terrestre. Por tanto

I 0 0 0 0 0 0 0 m = 3 l3 0 7 i0 .i
1 m— 5130740__C,1 .j !3 i)74

10000000  
n  =  io o o o o o o _ i ,niüioo3i>5  

515074o

Conhecido o valor da toesa em metros , e do melro em
toeses, podemos redusir todas as unidades das antigas m s- 
diJns fr.mcezas as métricas, e reciprocamente. 

L':n qundrante ti-rrestre teJi 100l;0 )Ü .I3 oa 10090 kilo-
1 ior»o<>__ieoo

nmlros, uni grao tem por consequencia '-55 9 —

1 I | tkrteJ M l .  A legüa m arítim a ò igual a ^  de g ráo , tein

.:.'L, l Í ! . ^ i = l í L 2 = S a b e m o s  por medi.
pO.S y iü ü  18 0

çrtrs exactas que a legua marítima ce Í 0  ro grão tem 

50 50  ~  vares. l ’or tanto

5 ,i5 S 5 3 = S 0  5 0 /  5
1 V;i?a=.",k5aJ.>— 0 ,k00» 1 — l , ' a i

5050 ,5
1 M ctro=505(),1rõ

^ * = 0 , 9 0 9 0 9 0

O valor da vara c -5 do mútro, e do uietro ~  , de vara ,
Sabendo 0 valor da vara cm metro, c do metro n n vara» , 
podemos redusir todas as medidas portugoezas a ífn etm a s
e  reciprocamente. , ,

As medidas inaíezv’, tiram 0 seu padrão da pprr.itiln . o 
comprimento da pêndula que dà uma vibração num  stgun- 
do na latitude de Londres, e de 39? 13908.

1’ara redusir as pollegadas ingiezas íi medida métrica é 
preciso comparar este comprimento da pêndula em poi.e- 
gadas com o mesmo comprimento cm miHimetros, a pen- 
duia que da uma vibração n'u:n segundo na latitudo 00 
Londres tem 9 9 4 ,mm 1232 de comprimento. Portanto

I»E AIUTHMSTÍOA. 3 í í )
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Conhecido o valor da pollegada in;’|pxi c:n millinaetros 

das as mais medidas inglezas podem ser redusidas A meJidaS 
métricas.

Ilaslain «stas confronlaçfies para mostrar como cilas -f 
fazom.

3 2 0  KLKMKMOS

Coinparaçuo C.e uiceclns.

(oS) Na comparaçíio das mo .Ias temo-* que coiisidl’i ‘ r 
valor ao par , c o valor caftlhial qua depe»J*J dtí cu«-11-*- 
tancias variáveis c complicadas.

AvalLiçíso das moedas ;>o e:íS1’*

(50) Para representar o valor das moedas de um P” * 
de um outro , devemos conbrr er; 1.° o t >que d<* w  1 ' _ 
o pezo da peça ou da uwo*,v, 5 .° o valor intn»’cc0 l‘a, ‘ ;..j 
dade monetnria. As diins primeiras cous^s s*!**!*1"' i’1"1 
do paiz, ou por meio d- ensaios. A terceira <' °  .lPia.11' ’ Ii i i i' • . j t (fiel
metal puro, ou de certo t*vjue contem a dita uim***»* 1 . 
netaria se é uma moeda real , ou que Ibe corrt^|*“!1‘ -

meda real a qt;o ex:-te realmente < '
o franco na frança , chama-se *

. ........... n* . e na>

imaginana
v- (60) Chama-se moed 
ro ou prata camo
ou imaginaria a que se noiuea no curso dos caudõos . J.)lS 
contas de dinheiro como o real ei^re nós. k>n 1,11 0 
paizps a moeda caml i d é ao mesmo tempo real ,  c00< 
franco, e a libra esterlina. ► i.,le

( 8 1 ) 0  pir intrinspn» r^s moedas uiih tal 
da moeda de u:n piix qiu-r r.ul qaor imntiníria que u • ^  
secamente c Tre-punde A n t i  r^rta quanti '• ’ 
de um outro pai/.. Em l*oril;-..l o niirco 
quilites icduiiJo à moeda ii m o valor dc ISO?'-1-*' ''|*or 
inas o ouro rm liaria ou c.n morda estrangeira tem o ' 
dc \  15o200 rs. no uiarco «Jc 2~ «juil-ito?* , 5*1°  ̂
rôis caiía oitava. luparlindío o \a\or do marco por Cl
da quilate vem à ter o \alur do o^ õü j-j, e por lanto o mf-r

co de 2* quilates >alc 1âÈ»í0 7 2 ^  . c a oitava do m « ,na 
quH«t« iy.HU. GO i». Portanto;
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As tnaedas de 4 oitavas \ a l e i n ..........................7 <.500 R»,
A s de 2  oitavas » ................................ 3 /4 5 0  Rs.
As dc 2  2 5  chamadas coroa de ouro. 5 /0 0 0  Rs.

de 1 1 •* chamadas meias coroas . 2 /5 0 0  Rs.

.As moedas estrangeiras sâo avaliadas a Rs. 1S963.60 , 
carln oitava dc ouro puro.

O \a!or de u>n marco dc prata de 11 dinheiros tí de 0*000
rê i» , por tanto , cada dinheiro cm um marco vale 5 4 o -  ,

e o marco de 12 dinheiros vale *>*►}!» , e a oitava R \  

I02Ô C«7.
O marco do 10 dinheiros e 0  g rã o s , deveria valer 

5 & 5 9 0 jj , para evitar quehrados considera-se como valen

do 5-^000 Rs. . . . . .
A prata redusida á inoeda do 1 1 dinheiros e avaliat.a 

na razáo dc 7& 550 Rs. o marco . c então a prata pura 
amoodada tem o valor dc 8#>414, 54  Ils. o marco, c c 
ÍÕ^MOOO 2  Rs. a oitava. As moedas dc 8 oitavas I J» o» 
c h . ^ , ! ,  i**3! .ms, valem 1-&000 Rs. , as m eus coroas, de
inctísh: d<> valem o'H3 R s. (

ÍJUl !<. ,do ,a i-:r quanto vale uma peça dc moeda «..■ou
ro , cujn lo iu c  é de 21 quilates c o peso dc 4 oitavas, l e 
d o s  as proporções .-.eguintes.

22: 2 1 :: 1Ô S00: x 
________ r .  1"_______ H_z

2 1 x 4 : :  1 8 0 0 x x :  zXx

6 & 8 7 2 £

M i.ltiplicamos o preço da oitava d ouro dè 22 quitatt* 
pt-h produrlo do toque polo pí!Z*>. e dividimos por 22 . S*
o quilate for o mesmo bisla multiplicar o preço da oitava 
pelo peso. e vo o peso for Uina oitavo hasta multiplicar pelo 
toque c dividir per 2 2 .

I’ara facilitar us ca lc u la  é m;’ihor redusir o toque a d e 
ri: a e s , c roferir-se ao p iv ..’ do ouro puro . No exemplo 
;«* ima tem os—
21: 2 l : : l :  x = | J = 0 .8 7 5 .  e então entcndr-sc qne em l
narlc do mela) ha 0 ,8 7 5  partes dc ouro p u ro , c 0 ,125 dc 
fi r̂a , e  tomando o prc«;o d-j ouro puro que «eu> uioe-
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da portuguria de l.?~9.»3, GO. íemo> para nisoiver a mí»; 
ma «jiieçtão Mias outras propory.ics

1 : 0,87.*> 10G3, C5 : x 
t ‘": A':. x : z 
!•: 0 ,8 7 5 x 4 : :  fn»»:i,63x\: \ x ? —
7 = 0 ,  8 7 5 x  * x 1W,3.Im =(>& 872,7<)5

l
Multiplicamos a preço da oitava de ouro puro polo. p10" 

durlo do toijiio da poç.i^olo sou peso.
As moedas do prnl:i são avaliadas do memio modo.
(U2j Podemos sempre achar o valor de unn mocdV '"  jjc 

quer no das do uma outra. nma vez conhecido o valor 
o:iro puro ri’cslas uif ' :u:>- , prii op.-r ir f:-» ijue arahamo* t  ̂
mostrar. \ , i s  operaçõj-s do Onxjs dc dinheiro, <|unv'c 
pio as somina» «ào representadas cio dinheiro; . c pnra *1* ' 
p'n>a?n sor feitos sein perdi , ó pr 1 conheccr as i',')S 
rors dos valores eçtro as diversas moOrias , e Hi; '̂, c ' 
dnersos s\s!enns monelarios: porqrn*. »hr ?rd.?<pi *f  '1' 
ms fo façam pelo cambio, quo varia cin ronsequeiii ia ‘ 1  ̂
sa» rornmrrciies , lo;»i esle uni rpgula !or no par trt 
das divorcas moedas, c nas despeas rjuo p^dcai stir prcí 1 
para Iransport. I-a«. . •• l id*

O pir das moedas ?<* ded w. da comparação ila q : ' ' „c 
do ouro lino que co iU;'n uma p  ui dc moe l a  coin a q ^ 
eontfrm uma outra. As moedas que tem uma mesm* ^ mQ 
lidade dc ouro lino to:n o mes::iu valor ao par. "
ie lp p lin i iis mpeilas do ».ra?a. Por rxumplo ,  p i f * ! ’ fran- 
rar o valor da libra esterlina e r n  o da moeda dc- -• * 
cos . temos os sc j iinbs «lados : a libra tem ' ' 
7 .08 'i8õ5  grammas . o é  do toqoo d.; 0 . 017  ; a p < ^  
francos pe*a < 1 í»  l * * 1 ?ir:vti’»»3s. e é do toque ifo 0. *■ 1 • 
vemos primoiro calcular o pe*.» ilc ouro puro dc ca- tX 
d'o>!a« moedas -IQ'  l i

1:0,'.)I7: :7,OSO>55: X = 7  >80:^í3 x M , 7= 7 ’ Sr - 0 ,0 4
peso do ouro jiuro. .

1: 0 ,900  : : «1,45101 : X = 0 .4 3 1 f il  xO ,9 0 O = a,* w *  **’’ 1 ^ 
s > de ouro puro d>i moeda do 20 f r a n c o s .  Por lauto

5 .8 0 1 1 9 0 :  7 .3 1 8 4 ’. I : : 2 0 : X = ' -*-18  ^ 2 2 ^ = 2 5 . 2 0 7 9
5 ,8 0 1  í!>ü

lo^o uma libra esterlina valo 25r, 20 7 9  em inoeda dc ouro 
de França.
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O sbilling pc*a õ,65G granum s ao titulo de 0 ,92o, por
tanto contem 5 ,gr. --20 de prata pura, o franco ao titu la  <U
0,900 , pesa 5 grammas, e portanto íem 4 ,s ,õ  dc prata pura. 
Podemos atliar o valor do shilliug em francos pela seguin
te proporção i , ’y. õ ,2 r>0 : : 1 :X = í» ,2 2 0 = ! f 10: devemos

•1,5
notar que, 1M6 não é a vigésima parte de 2õf,2070, pois 
1 .1 6 x 2 0 = 2 3 / 2 0  e entretanto uma lil>ra contém 20 shil- 
lings conforme as leis inglezas , esta difíerença provém de 
que o trueo legal do ouro contra a praia não está na mes- 
ma relaçflo em França e em Ing la te rra , uo primeiro paiz 
o ouro fstA para a prata como 15 5 : I . no segando com i 
14,28 : }. e cada paiz estabelece a esle respeito uma pro
porção diíTereule , por exemplo na Beigica estão os dous 
Wetaes na proporção de li»,” 9 : I , na Hespanha de lo.7.‘> :|, 
em Portugal de : I na Prússia 15,íi9 : 1; na liussia
de l.i ; 1 eic. no Itrasil de l»,t>2 : I.

As moedas tem um titulo legal c um titulo real pelo qual 
ã o  ( s no commereio de espi cios. E^te titu lo co m - 
mercial c fundado sobre a diííerença entre o titulo real e a 
fabricação , porque p^r mais exacto c cuidadoso que soja 
0 fabricante, não pode jam ais attingir na liga e no peso, 
a exactidão mathematii-.i do titulo legal. E:n toda parte a 
lei prevê eslas iucorrcn óes , e limita cs!a variação debaixo 
do no ,re  de rewedio ou tolerancia. Quando as moedas eslão 
em cirçt:!;> ão leve-se ter em consideração este reinedio ou 
tnlerancia , <jue e>labelece o titulo commercial , pelo qual 
-ão (ro-a.las co:sio mercadoria. Existem obras esj>eciaes, 
na> quaes s ‘ aebam os títulos , os pesos , os remédios etc. 
das moedas de todos os paizes.

Os cambistas e os banqueiros «levem « onsultal-as , aqui 
i-ão deveiw>s en trar nestas particularidades.

(G3> No Brasil o valor do ouro amoedado do toque do
0, 917 ê dc K’u Hs. a oitava , c por tanto o ouro puro 
amoedado valo Ks. 4£j3t>2,05, a oitava. A prata amoedada 
do toque dc 0 ,917  vale 2.'»6 Ks. a o itav a , e por tanto a 
prata pura am tedada vale 279 .17  iJ'‘is a oitava. Com estes 
dados podemos avaliar ao par as moedas de qualquer onti«  
paiz em moedas brasileiras, conhecendo o toque, c o peso. 
Por exemplo, a libra eçterlina trm  o toque 0 ,917  e pe?a
2  oit. 22-19. O seu valor em moeda brasileira acha-se pek» 
*egttiiiirt proporção.



1 oíl.: 2  oit. 22õ0 :: iOOOr: x = 2 ,2 2 5 9 * * 0 0 0 =  
R,908 re i s ,  e como a libra tem 210 pencü , 1:000 |C‘' 
valem 20 , 9  pence.

O franco pesa 1 oil. 39'»(>, e lem o lo juo dr. O.OiiO, logo 
posa l."2T>." de prola pura , <• corno a oitava d ep r^ la  pu
ra vale 279, 17, o fn r.ro  vale I2 5 ‘» x 2 7 9 , 17 = 3 o 'J  rei5. c 
1 .^000 vale 2 ,f50 . A regra é, priinciro determ inar o p6s*> 
das moedas cm ouro ou cm prata pura , o que se u z  mul
tiplicando o pezo pelo loque; depois multiplicar o peso « ° 
ouro, ou prata pura, que contém a moeda pelo valor da 01 
tava de ouro, ou dr prata pura rui moeda brasileira. 1 • 
mos mais alguns exemplos, 0  florins dc Holiauda pe.-*111* 
3  o í!.002K , o toque è  dc 0 ,H9õ  . por tanto o seu 1 * 
prata pura é de 7. ..it,, 0 0 2 8 x 0 ,8 9 3 = 2 .  oit. 681£i *, °  .V1'  
lor da moeda em réis é pois dc 2 ,081 .> x 2 7 9 ,1 0 = 7 2 S  re i-
O Dolir.r dos Estados-l oidns pesa 7, ‘‘.Õ307 , c o seu •*’ 
que é dc 0 ,9 0 5 ,p<>r l::nlo tru i d.- praia pura 7 ,oi,J  } 
= 0 ,* " 8 0 0 , c o ra ior do doilar ê d-; G.HOO— ^
\  ín97 Rs. o  peso bespanhol pe;a 7 .^ 4 3 ." :  »•_!«“ 
d<‘ 0  9 0 J  , por tanlo lem de praia pura 7.'
G . ^ f í l l j  ,  c  o «eu valor é  do C ,S H 5 x 2 7 t). 17-=t.j«

B l e g r a  «?<* Ç ';» a E í i» .

Tnfi !*<ir cambio no commortio entende-se *ro.c a ' òpte 
d ií eílectivas umas pelas <*:itra- . o nfais partícular«n^ 
nu termos de banco , a tror.» de dinheirrt de um® (r!' rt,. 
no reího pelo de outra cidade ou i\iino, medijiito cC.I-M 
«;o. EMo preço vuria a cad.i momento , em consoqu,>IK ,n 
varias circunstancias. ' ^  o;J.

(6.‘>) O cambio miudo, de uma moeda p o r outra. , 
to  |*or prata, ou papel, ou o ro n iír io  rranla-se
lo porcento; por rvomplii. para Irocar iOO- 0G0 i~- *_■ ^  
ro dando papel, estando o cainbio ã I p ° ,^i,,os; ‘ 
1015000 rs. cin papel, e.ste prêmio nífl é senao u.i*J -  ̂
missáo que se paga ho cambista pelo seu Irabalbo, 
cu!a-sc pela regra de juro* '-imple». • je

(66) Quanto ao cambio d<- banco, que ?c f ẑ P°r IT'|',0(,n- 
letras existem duas especies, porque; 1." ou cllc se uj * 
tre praças em quo gira a mesma moeda, como af on‘LoU 
no cambio interior , ou enire cidades da mesma naçao ,  ̂
ainda entre nações que tom moedas sua» particular*’*» 1 
que empregam o mesmo systema monetário , ou a> |m‘s
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mas denom inações, como acontece entro o Itrasil e Portü- 
gal: 2 .°  ou ciie se dá entre praças em cjue giram moedas 
diflTercntes. como acontece quase sempre r.o cambio e \ te -  
rio r , ou ontre praças de differentes naçoes.

(671 No pritneiro caso o regulamento do cambio é a tan
to 11. , c se diz ã favor ou contra um a das praças , ou 

par V  segundo as circunstancias do debito ou credito 
das ditas praças, as difliculdades c riscos de transporte do 
dinheiro e n espccie et«\ , e isto 6 o que faz o que scc iia - 
iu:t curso du cambio. As operações arilhm cticas neste caso 
s::o fundatnaiU lm entc as mesmas que as da re3ra de juros 
sin ')!• '. fo r  ex « ePl.v, supponbamos que um .negociante e.n 
Lisboa tem de pagar no Porto a quantia;de àOD/OOO rs ., c
0.10 0 •• ambso cnire esías doas praça* e de 2  p . " . ,  contra 
íiv-.r.;., lo deverá custar uma letra ,!■■ cambio para-este 

(... . ........ : > 100 : U)2 :: 500000  Rs. : A —

'^ 1 1 1 2 1 = 3 1 0 ^ 0 0 0  S s . multudica.se o valor da letra por 
108* |ádú  do cambio. o divide se por cem.

Ã moeda dn Brc^l a n d a  que fcoha a mesma deno- 
icijíh-f: - que 2 de Portugal tem menos y alo r^u to  e, o real 

è a m r lal«  iu i.‘.-:aria dos dons paizes . tem eni cada 
ti n iTolles ura valor differeirte , m nitò m enor no Brasil que 
«•:„ iW w a l  . em Portugal irn  real rp re sen U n d o  uma 
o^niíti.! i .v  <!e prata maior da que «» real r:p resjn ta  no l>ra- 
s'i. pOPftíM „ « o  iru .i.;  mai. ua ÍI.'.ysi! p jra  receber me-
>' s rm  Porlusal . dafnas - 1 0 ,  2 /•>, -0- . ’ 1 '** 
etc. r>. c ..m b n v ' o eaubio  p ira  r e v b e re m  Portugal 100 
> ís, i :n c o c *j«>i i enlre estes dou; pai7.es regula a 
l Oo,  JO’) etc. p. • /, conSra o Brasil. Para comprar uma 
letra d" Lisb^i >J sare ar ei*, devem » f i s t  uso ».a regra 
de . •< sjr;i|»:es para cal-.-uar o : imbio — Por exemplo seja

pagar è ra X is to  ; ■ ■' -  ‘ 'Ç J J .J S * ;  
cm ..t0 devemos dar nn Bahia :••>;>;> i •.*!•* o cam hio a 100 p /«•

• „  2rt-;.:ei»:>X2 .»  , -nrtoó■U’M'1 R slu a .-  LL03  : 2;OOQÜOO : X =  — m -----==>/OOOfOOU lis .
Sc pelo rontrarío (■ mos na Bahia a quantia dc 4 :000»000 rs- 
** desejam os remcUel-a j>:»ra Lisboa estando o cauibio a 1 
p. % (lu - somma leremos lá1 

200: ICO: i :0 0 0 |0 0 0  : X = — 2 :0 0 0 / ’OGO rs. 
(fiílj No segundo caso, quando as m >edas  ̂ rão didere.ncs,

o cur^o do cambio è regulado de outro modo.
Consiste este em q:ir uma das praças , por co?lume a
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belecido , dà constante m**nto uni num rro certo de min!1*' 
des determinadas dc sua m orda cambial , para receber da 
outra praça um num ero inrerto  dc unidades d e te rm in a d a s  
da sua respectiva moeda : e este  numero incerto de um" 
das praças comparado com o c rrlo  da outra praça . íju'’ 
mostra sc o cambio é a fav .ir, contra , ou ao par, tendn 
cm consideração o valor iutriuseco das moedas d e te rm in a d o  
pela regra. (3 ‘J)

O cambio entre duas praças pode estar acima ou aj ,al" 
xo do par. Quando está àeima do par a praça <Iue J . °  
incedo perde , porijue pago por mais do seu verdadeiro 
valor as moedas que compra da outra naçAo , ou Pra í a jP1" 
dà o certo , a qual por este mesmo motivo ganha. 0 
exemplo nos câmbios en tre o Brasil c a França, esta 
da dá o certo. Sabemos /G3) que ao par o franco ' a|* ,3l 
reis , estando o cambio acima do p.ir , por -100 rèis ao 
franco, é  evidente que fiara caila franco que querem os 1 
[>rar, tendo de dar R. em iugar de 330^5 • P®
demos 50, e que pelo contrario as pinças francezas 6 an ^ 
esta mesma quantia por franco. l ’clo con tra rio  quam ° 
cambio estár i  baixo tio par , a praça que dà o ioc*r <>  ̂
q u e  ganha . porque coinjpra por menos dc seu valor r<» ^  
mesma quantia lixa de moedas , da outra praça q 1,e ‘ 
certo , a qual per.Ie.

l ’or exemplo nos câmbios en tre o Brasil e a Ing^‘t< rr.^, 
esta ultima dà o incerto , ao j>nr fG3) 1 .^0 0 0  R« j.',"' or 
moeda valem 2(5,!) Pence, quando o cambio está ^
exemplo, a s  praças ingiezas d.1o 2 -  |iencc por cada •
em lugar de 2*i,9. e ganham i,í) pence em cada »!l ‘ 
Se.^uc-se, pois. que para a p r.ça  que rcinette dando o cl 
ou saeca dando o incerto , o cambio o mais alto e o . 
vantajoso; e pelo contrario para a praça quo rem etlç < •
o incerto , ou saeca dando o c e r lo , o cam bio n,a.l> 'jsto 
e o mais vantajoso.— Não podemos calcular os r : u n ]n;l 
£ achar qualquer quantia saicada ou rem etlida 1’° r  ̂ 0 
praça para  outra de moeda dilTerente sem conhecer • 
ns moedas de cambio, e eiTectivas das praças: °  Cl1 
do cambio en tre  a> mesmas na oreasiã * da transaeçáo q ^ 
pede o calculo. O primeiro destes conhecim entos *,x 0 - 
constan te , pois só pode soflrer xariação havendo alterai.'' 
no systema m onetário, o que ò raro; o deve ser ad qu iri' 
por meio de uma taboa de moedas de todos os paizes. 
segundo, portiin , só pode adquirir-se na occasião da irai'
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soeçâo consultando o boilctim da praça , salvo quando u 
m esm o cambio é determinado por contracto especial. Uma 
<cz conhecido o valor de uma das unidades monetarias 
dc um paiz nas de um cutro, facil è por simples divisões e 
m ultiplicações determinar o de Iodas as suas moedas. Co
mo as moedas sâo contadas em quase todos os pnizes por 
números com plexos, são estes cálculos tanto inais difliceis e 
embaraçados quanto mais o são as operações de coinple- 
K< *.», sobre os de numer"» inteiros ou decimais; por isso sã<> 
m uito u leis para a pratica todos os meios de reduzir os 
ta lru lo s  das m oedas á operações decim aes.

70 , A ; ritlimetica dos câmbios apresenta-se ao princi
piante’ com  um aspecto m y sier io so , e por tanto na reali
dade ê m uito facil A pratica dos câm bios porém n3o po
de ser adquerida sem  algnm trabalho, porque exige m u i-  
V-s conhecim entos especiacs , é preciso saber os nomes 
fh s  m o ed a s, e de suas su b d iv isõ es, o par intrínseco dns 
ni«Jedas ilas principacs praças cam b istas, lembrar exacta- 
m enic o certo subtendido nos bolletins que apparecem nas 
Ijraças Ja;„|0 o curso do ca m b io , c finalm ente como as 
'^ '‘‘r.sas praças trocam entre s i . m as e s te s  conbcnir.enlos  
"«Ha trm com a aritlim eüca. O progresso do *cornmercio. 
!' :‘i 'ic.piificatlo ultim am ente m uito as operações tle cain- 
1»;„ . . . .  . ... i . , , ,  „„nr>rAN dVsta esn ecic  nas

!Í*C para as m oedas q ue seguem  oulro sjslcm a  de di isao, 
finalm ente fazendo o> ra!tu!os sobre as moedas rcacs des-l i i t l  IIUU k u.i/ii-vii»
l'rf* -milo as antigas moedas de cam bio.
. . ' V W  j , r  t > , .«  ç o f c p lo s  .Io 
. Nj praça d.t Batiú, por exemplo, o  boHctim ilosc.m -
J,°s c o seguinte:

^ d»\i dá o certo.
|-o«.|re<_ 1 (1 0 0 = 2 7  pencr.
- *li:a dii o incerto.
r'*nra— 1 ftSM O =*ulll rei*. ,

**am b u rgo= in aroo  de C — Gt.’*0 rèis.

. >•* I a .  S e i a pro.» -sto calcular *‘.r. q:ianlo importa uma 
, *ra s bre I mire* d c  6 5 0  l ib r a s ,  ao camlm» num a. A  
lc*í« ^ n d «  do <<".t. «i ( ; .K )x 2f> = ^ O n o  • sh .llm gs^
^ s f c i l l i n g  tendo 12 r e m e .  lõ flM *  w n lé m  I - ^  a J -
—-1 pcuce , c d a m o s  ««MO l‘‘,r {,lt^  “



pence, fiara achar crn quanto importa a letra, devemos di- 
vidir lilOOOO por2 7 . Por tanlo—  = 5 :777777 | i  

2.° Seja pmposlo determinar quantas libras eMerlinns inc 
podem ilnr 9,600£>000 l í .  ao cambio dc *28. Assim te
mos 1000r; 28»*" : ; 9000000 K- X m » =
ÍM.OOOOOX28 _.....  _ , _  „

1H0(> = 2 0 3 ,8 0 0  pence, estes podem ser rcdusidos* 
libras, dividindo primeiro por 1 2 , « depois o quociente por 
2CK8000 

12 — í-iO O  sliillings = 1 1 2 0  libras. 

Por tanto importam os 0 .000 .^ )000  R. em 1.120 libras 
esterlinas. Pod**mos verificar c>tc resultado proeunmf.o " 
valor da librn 20 ramtiín <!*» o mtiUiittí<*nn(in i>or Im
para 1 
tendo 
tos mil 

uma libra c igual a -J?bk8 5 7 1 .3 = 8 ^ 5 7 1  -7 ré'Sf cCSla 
quantia jnultiplica.la por 1120 9:000-^000 .

Ex. o .# ,E m  qua;ito iirpcrtam  (:000  franiOã ao 11 
de 3(50 réis o franco?

Como cada frasco va!n "00 r.*:» 1;:: 'a multiplicar GOOO 
por 3C0. c temos 6 í;OOxõOü= 2 :1  (>08000 U. , ■,

E i .  A.o 20-.000&000 réis qoanU - fi ircos i& 30 c-!,s'" 
3 5 9 ?  B u la  diridir 20 : ) >) ) ! )  P, p o r 3 5 0  c tCHW*
2(H)000,>0 .  _ J%3

—■») 1 1 -Sorri francos.

Todos os esiculcs relafivos a eambios reduzem-íc ;i 
liar a moeda <’o paiz em que se está em moeda de u 11 "jl 
tro paiz pohre o qual se tens, ou sobre o qual se qu' r 31

•‘2 8  ELE.wr.MOS

BpreScntam algt:___
darem os mais alguns e\em p!ys.

Ex. 5.® Seja proposto redusir i .;00 fran >>3 ’r„ 
inglcza pelo cambio de 2 3 ,f05  por libra esterlina. (i  i,ufT3.' 
ro  2 5 .0 5  expri;i:c a lii-ra cm numero da m esm a r s iK| ‘L’

3uc 4000, mas coni dts.:s decir.iaos, é pois preciso 8jan a 
uas cifras ã direiia dc VOOO, para redujir os dous u0,nc



ro> a mesma unidade;— c cntáo dividindo 40UU00 poi 2305
o quociente scrà o numero de libras esterlinas.

400000 | 25 ,05 
IV950 159 
24250

DE Altl T1IMETK.A. 3 2 9

1705

achamos 159 lib ras , o um resto 17,05 cêntimos que de
vemos redusir á sbilüngs. Co:no o sbilling é .^ d c  libra, 
é preciso dividir 25 ,05 por 20, e ver quantas >ezes este 
quociente é contido cm 1705, ou o que vem a ser o m es
mo multiplicar 1705 por 2 0 ,  e dividir o produeto por
25,05

1 7 0 5 X 2 0 = 3 4 1 0 0 ,  e 5 4 1 0 0  12 5 .0 5  
9050 13 *.
1535

Temos no quociente 13 sbilling e um resto^ 1555 que 
exprime vigésimos dc cêntimos , este resto se reduz a pea- 
ce, multiplicando por 12, c dividindo o produeto por 2 o ,Oo 
e temos

1 5 3 5 X 1 2 = 1 3 4 2 0 , e 48420 J ^ O Õ
885 i 7

7 pcnce . e um resto 885 , e temos então 4000 fran co s=

2o ). 13*. 7d. ~

E \ .  G.° Seja proposto redusir 159 .1 43,* 7* a fraecos, 
pelo cambio de 2 5 ,0 5  a libra.

Procedemos por nraa regra de tres.

1: 2 5 ,0 5  :: 159. X = t o 9 x 2 5 ,0 o = 3 9 8 f,95

resta-nos avaliar as 15,* 7d; o sbilling é ^  da lib ra , por 
tanto

20 : 2 5 ,0 5  ; : 13 . ----------- = i 6  28 •

Do mesmo modo para redusir os pcnce ein moeda franccza 
temos

43
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240 : 25 ,05  ; : 7 : 3 L ^ ” ; ° * * 7= 0 ,7 5140
tando temos 398 ,95  

1G.28
0  73

) . 3  7* '=  3 9 9 9 Í9 6

Poderíamos proceder dc outro modo rcdusindo a quanti» 
SDjMõ’.?* a pcnce entáo temos

(1 5 9 X 2 0 X I2 |-K I3 X 1 2 )+ 7 = 3 8 J 2 3  
240 : 25 05 : : 38323 : X

5 9 9 0 f . 9 6 .

Ex. 7.° Seja proposto redusir 96 ,.6 ‘.M '' a ftorms et • 
ido o cambio de l0 . f83 por libra este: >a. E m  nioe • 
llandeza 1 flo rim = 2 0  stivers , 1 s tiv e r= 2  groílJii * e

Ex.
Mldo 

hollandez
groot= 8  p en n in g s.

!' Itisindo as libras esterlinas a pcncc temos-’

|9tí x  20 X !2 ) - f  (&< «2)4-11 = 3 9 2 5  pence 
por tanto 240 : 10,88 :: 31)25 : \
x  -  .

2 ÍÜ
a fracção 0 ,n l76  pode ser reduzida a stivers inultipli* 
por 20 , e tem os 3 ,e*lo20 , esta fracção é redusida a §r 
multiplicando por 2, e temos l .cO iO  , c esta ultima a p 
ning multiplicando por 8 , c temos O,f‘en320, por tanto

9 6 '. 6 .» i l d= 1 3 6 , n 3 « ‘ 1 8" , 0 , penõ 2 0

A r b i t r a ç ã o  «1c c a m b i o -

(71) Esta operação è um modo indirecto dc ca' ru âp or 
valor ilas moedas de um paiz em moedas de uni outro, 
esta rc^ra podemos áchar o curso do cambio entre 
praças que estejam cm proporção com as determinadas; en 
tre cada am a dellas e uma t rceira. Todas as questões des 
natureza resolvem -se pela regra de tres composta.

l . °  Seja proposto avaliar 3 0 0 0  m irco  dc H am burgo em  
fran cos. sabendo q ae o  cam bio entre H am burgo c  Amster 
dam r d»? 3 5  \J -i llo iin s p»*r 4 0  marcos , e o cam bio 0
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Arasterdara com Paris de 56 I / i  florins p#r 129 fra*c«Tí. 
Temos as seguintes proporções:

40*: 35 l / i  « 3000 : X florins 
5Gfl 1 /4  : 120 f. : Xfl : Z francos

4 0 x 5 0  l / i  : 35 1 /4 x 1 2 0  : 3000 X X : X x Z

Neste exemplo a avaliação do cambio indirecio é mui: ■ 
facil porque as duas moedas franceza e Jioilandeza tem 
inediJa commum o inarco. Se não tivesse os cálculos $>:- 
riam mais complicados.

2.° Seja proposto trocar em Londres um saque de 0' 0  
niblos, estando o cainliio entre Londres e Paris á 25, f ~ \  
e entre Londres c S. Petersburgo a 58 l / i  pence por rublo.

1 : 38 1/4 : : G000 : V pence 
2Í0!*: 1' : : Yrc : Z libras

1* : 25.23 : : Z1 : X francos ________
ÍX 2 1 0 X 1  : 38 1 / 4 x 1 x 2 5 ,2 5  : : GOOOXYXZv Y X ZxX

Z = 3 _ 5 J /4 X 1 2 0  X 3000= 5 6 4 0  francos_
4 0 x 5 0  l / i

X = 3 8  1/4X25, 25X 6000 
240

= 2 1 1 4 5  f. 31

k sc rev c -ic  a operação assim :

1 : 38  1/4 pence
2W>f; 1 li lra  esterlina

l 1: 25, 25 frí*nco 
:: 6000 : X.
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Paginas Linhas Erros Em endas.
I I I 24 cxforcos esforços
X I 10 adoplalo adapta-lo

» 15 cousas causas
X II 20 elleptico elliptico
21 2 núm eros numero
38 4 este estes
43 20 factos factores
4o 20 suitraçao subtraccão
56 32 34 24
58 6 de baixo exforços esforços
63 5 1 X 5 1 + 5
8! 10 primeiros primos

-■ —< a» 12 » »
16 n »
22 » »
2 Í » 1)

80 28 1 —  I
90 6 —6 — 5
S7 9 i i

2* :f
101 1 1 e seguinte primeiros primos
126 10 » > »
143 9 29 .41035 92 ,41035
157 4 contando

de baixo 2 X 2 2
158 41 2 x (2 x 4 - f2 !) 2 x 2 x 4 +
158 30 5 4



1‘oifiniis IahUuí Erro.'. Emendai.
1S9
183 

»
184

i8r»

190

212
219 «
220

2c8
1G1

209

278

281

2 8 8
2US
298
2 99

penúltima (0,5)»
7 2 1 3 3 5 9 U 9

11 2733 5 0
1U contando diminuir de 1 al- d i m i n u i r  d e  

de baixo * garismo

(0.5)»  
2 7 3 3 5 9 i 49 
2 7 3 3 5 9

7 conl.mdo 1 .00  
de baixo 

11 debaixo  7 :2 :1 :6

1 o ultimo
a l 

0,01
algarismo

7 : 2 : : l l - 6
*}

V 8 1  
1 + 0

2  v 8 l
7 de baixo 1 x 0  .  , _
Nas linhas . eguintes no calculo des meios 

arithmeticos, é preciso pôr o signal mais, em 
lugar do dc multiplicarão

28

9

6

51
7 j* 8  .j  

0» 3 ,  -í.*

51
ti ,  3 /  4»

7 .  8  r

x = 2 0 x  3 0 = 0 0 0 ,  x = 2 0  X  3 0 __G00
3 2 o**

10’ i - 1 

5 i - dl 0

2 L - I 0

oJ L d 

3 Í - '  «•"

o * = V  dc 105

2 * = ^ -de 10* 

G d = i- de 2* 

S « l= -  de G* *

1í _d 5d i d= ^ -  dc 3*
8  de baixo no denominador decomposto da

fracrâo ha um 3 de mais 
13 de baixo 7  litros 
18 dc b.iixo G x x  
5  » 1 8 x 6 x 1 0 8  
4 1 6 2 + 1 8 = 1 7 9
3 l i ? = 2 0

7 litrões 
6 + x
rS X G = 1 0 S  

=  •£0  
l» )= 20 

y

Bahia: Typografia dc Epiphanio P c d r o z a — 1 8 5 9 .
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